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摘要 在生物医学研究中, 研究个体的失效时间往往存在删失, Cox 比例风险模型是经常被用来处理

此类删失数据的模型. 对于带有删失的高维数据, 如何从众多协变量中挑选出少数的致病因素是研究

者的兴趣所在. 本文针对高维删失数据利用 SELO 惩罚函数考虑了基于 Cox 比例风险模型框架下的

变量选择及参数估计问题. 在允许协变量维数发散的条件下, 本文给出 SELO 惩罚估计量的相合性以

及 oracle 性质. 计算方面若采用传统方法计算惩罚估计解, 当协变量维数较高时计算 Hesse 阵的逆矩

阵需要花费大量的时间, 且 SELO 惩罚函数在原点的不光滑性也给计算 SELO 惩罚估计带来很大难

度. 为此, 本文利用光滑化技术对 SELO 惩罚函数进行近似, 并利用 DFP 公式去代替 Hesse 阵的逆矩

阵, 进而提出了 MSQN 算法. 模拟计算的结果表明, SELO 惩罚方法比已有常用的惩罚方法表现更好,

而且本文提出的新算法与常用的坐标下降算法相比表现更优. 在真实数据部分, 本文还分析了乳腺癌

数据, 并利用留一交叉验证法来评估预测的好坏.

关键词 坐标下降算法 惩罚偏似然 拟 Newton 算法 变量选择

MSC (2010) 主题分类 62N02

1 引言

在许多实际问题中, 研究者往往感兴趣于从众多可能的协变量中挑选出对研究的客观现象有重

要影响的因素, 这也就是变量选择问题. 基于惩罚函数的变量选择方法可以同时实现变量选择和参数

估计的双重目的, 因此成为目前实现变量选择目的的常用方法. 基于 L0 惩罚函数的惩罚方法是其中
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非常重要的一类, 如 Cp
[1] 和 AIC (Akaike information criterion) [2] 等. L0 惩罚方法直接对回归系

数中非零元的个数做惩罚, 因此, 直观上利用 L0 惩罚方法吻合变量选择的目的. 但由于该惩罚函数

的不连续性, 直接利用 L0 惩罚方法进行变量选择难以得到稳定的结果. 因此, 一些学者考虑利用一

些特殊的连续函数去代替 L0 惩罚函数来实现变量选择的目的, 如 LASSO (least absolute shrinkage

and selection operator) [3]、SCAD (smoothly clipped absolute derivation) [4]、自适应 LASSO (adaptive

ALASSO) [5]、MCP (minimax concave penalty) [6] 和 SELO (seamless L0)
[7] 惩罚函数等. 在这些惩罚方

法中, SELO 惩罚函数可以很好地逼近 L0 惩罚函数, 且该函数的连续性保证了 SELO 惩罚估计比 L0

惩罚估计更稳定. 模拟计算的结果表明 SELO 惩罚方法比一些已有的惩罚方法表现更好, 尤其当信号

较弱时这种优势更加明显 [7, 8].

在生存分析中, 响应变量可能带有删失, 针对带有删失的高维生存数据, 变量选择显得尤为重要.

在过去的几十年里,许多基于惩罚函数的变量选择方法都被用来处理分析高维生存数据 [9–16],但 SELO

惩罚方法还没有被推广应用到高维生存数据上. 由于 SELO惩罚方法在线性回归模型中的良好表现 [7],

我们将基于以下 4 个方面将基于 SELO 惩罚函数的惩罚方法推广到 Cox 模型 [17]: (1) 允许协变量维

数随着样本量的增大而增大. (2)模拟计算的结果表明 SELO惩罚方法优于 LASSO、ALASSO、SCAD

和 MCP 惩罚方法. (3) 惩罚偏似然估计不存在显示解的事实给计算惩罚估计值带来很大难度. 针对

线性回归模型求得惩罚最小二乘解的算法有很多,如 Newton法 [4]、坐标下降算法 (coordinate descent

algorithm, CDA) [18] 和最小角回归 [19]. 但在 Cox 模型中, 惩罚估计的解路径不是逐段线性的. 因此,

一些学者提出利用 Taylor展开的方法将偏似然函数近似成二次函数,进而利用 CDA来求解 [12, 20]. 在

这种近似方法中, 计算 Hesse 阵的逆矩阵不可避免, 这必然会花费大量的运算时间, 尤其当协变量维

数很高时, 计算量将被大大增加, 而且此时也很难保证 Hesse 矩阵的非奇异性. 本文提出利用修正的

光滑化拟 Newton (modified smoothed quasi-Newton, MSQN) 算法来求得惩罚偏似然估计. 特别地, 我

们在 MSQN算法中利用 Davidon、Fletcher和 Powell提出的 DFP (Daviidon-Fletcher-Powell)公式 [21]

来求得 Hesse 阵的逆矩阵的近似, 从而减少运算量, 节约运算时间. 此外, 我们还引入向后线性搜索技

术 [21] 来保证算法的收敛性. 在运用该算法进行求解时, 我们利用光滑化的方法来解决 SELO 惩罚函

数在原点的不光滑问题. (4)模拟计算结果表明我们提出的 MSQN算法无论在计算速度上还是计算精

度上都要优于 CDA 方法.

本文结构如下: 第 2 节主要介绍带有 SELO惩罚函数的惩罚偏似然方法, 并给出惩罚估计量的大

样本理论性质. 第 3 节详细描述我们提出的 MSQN 算法. 模拟计算以及真实数据分析在第 4 节给出.

第 5 节给出总结说明以及下一步可以进行的工作. 理论结果的证明放在附录 A 中.

2 Cox 比例风险模型中的变量选择

2.1 Cox 比例风险模型和 SELO 惩罚函数

令 T 和 C 分别表示个体的失效时间和删失时间, 从而个体的观测时间为 X = min{T,C}. 令
δ = I{T 6 C}表示删失指标,其中 I{·}是示性函数. Z(t)为可能与时间有关的协变量. 在给定协变量

的条件下假定 T 和 C 条件独立. {(Xi, δi, Zi(t)), i = 1, . . . , n}是从总体 {X, δ, Z(t)}中抽取的容量为 n

的样本. 用 dn 表示协变量 Z(t) 的维数, 当 n → ∞ 时, 允许 dn → ∞. 假定个体 i 的失效时间 Ti 的危

险率函数服从如下的 Cox 比例风险模型:

λ(t | Zi(s), s 6 t) = λ0(t) exp{βTZi(t)}, (2.1)
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其中 λ0(t)为未知的基准危险率函数, β = (β1, . . . , βdn)
T 是 dn 维未知的回归系数. 相应的 log偏似然

函数为

ℓn(β) =
n∑

i=1

δi

{
βTZi(Xi)− log

[ n∑
j=1

Yj(Xi) exp{βTZj(Xi)}
]}

.

考虑如下的惩罚偏似然函数:

Qn(β) = ℓn(β)− n

dn∑
r=1

P (βr;λ), (2.2)

其中 P (βr;λ) 是回归系数 βr 的惩罚函数, λ (λ > 0) 为调节 (tuning) 参数.

理论上 L0 惩罚函数 P0(β;λ) = λI{|β| ̸= 0} 具有很好的性质 [22]. 但 L0 惩罚函数的不连续性导

致了 L0 惩罚估计在计算上的困难. 因此一些学者考虑利用一些连续型函数代替 L0 惩罚函数来实现

变量选择的目的, 例如,

(E1) LASSO 惩罚函数 [3]:

PLASSO(β;λ) = λ|β|.

(E2) Fan 和 Li 在文献 [4] 中提出的 SCAD 惩罚函数, 其导函数具有如下形式:

P ′
SCAD(|β|;λ) = λ

{
I{|β| 6 λ}+ (aλ− |β|)+

(a− 1)λ
I{|β| > λ}

}
, a > 2,

其中 (t)+ = tI{t > 0}, a > 0 为调节参数, 一般地可取 a = 3.7.

(E3) Adaptive LASSO 惩罚函数 (简记为 ALASSO)

PALASSO(β;λ,w) = λw|β|,

其中 w 是依赖于数据的权重 [5].

(E4) Zhang [6] 提出了 MCP 惩罚函数

PMCP(β;λ, υ) = λ

∫ |β|

0

{
1− x

λυ

}
+

dx,

其中调节参数 υ (υ > 1) 用来控制惩罚函数的凸性.

(E5) SELO 惩罚函数

PSELO(β;λ) =
λ

log(2)
log

(
|β|

|β|+ γ
+ 1

)
,

其中 γ > 0 是除 λ 之外的调节参数, 通常将 γ 取值为 0.01 [7].

本文采用 SELO 惩罚函数来实现 Cox 比例风险模型框架下的变量选择的目的, 相应地, 目标函

数为

Qns(β) = ℓn(β)− n

dn∑
r=1

PSELO(βr;λ, γ).

SELO 惩罚估计量 β̂ 是目标函数 Qns(β) 的极大值点.
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2.2 渐近理论性质

与其他常见的惩罚估计量类似,在适当的条件下, SELO惩罚估计量 β̂ 具有相合性和 oracle性质.

本节只列出 β̂ 的大样本理论结果, 理论性质所需条件和相关证明放在附录 A 中.

令 β0 = (β10, . . . , βdn0)
T 表示未知的真实回归系数, A = {βj0 : βj0 ̸= 0} 代表真实活跃集, Â 为估

计的活跃集. sn 表示集合 A 的 L0 范数 sn = ∥A∥0. 对于向量 a, ∥a∥ 表示 a 的 Euclid 范数.

定理 1 假定附录中条件 (A1)–(A7) 成立, 则存在 Qns(β) 的局部极大值点 β̂ 满足

∥β̂ − β0∥ = Op

(√
dn
n

)
.

定理 1 表明在适当的条件下, 存在
√

n/dn 相合的 SELO 惩罚估计量. 不失一般性, 令 β10 和 β20

分别表示 β0 的非零和零的部分. 相应地, 我们将 SELO 惩罚估计 β̂ 写成

β̂ = (β̂T
1 , β̂

T
2 )

T.

定理 2 假定附录中的条件 (A1)–(A7) 成立, 则有

(i) limn→∞ Pr(β̂2 = 0) = 1;

(ii) 对于任意的满足 ∥cn∥ = 1 的 sn × 1 维的常数向量 cn, 有

√
ncTnΓ

−1/2
11 A11(β̂1 − β10) →d N(0, 1),

其中 A11 和 Γ11 分别是 A(β0) 和 Γ(β) 的前 sn 行前 sn 列元素组成的子阵. A(β) 和 Γ(β) 的定义见

附录 A.

2.3 协方差估计

定义 0
0 = 0, 为了克服 SELO 惩罚函数的不连续性, 当 βr ≈ βr0 时, 采用如下的二次逼近:

PSELO(βr;λ, γ) ≈ PSELO(βr0;λ, γ) +
1

2|βr0|
P ′
SELO(|βr0|;λ, γ)(β2

r − β2
r0).

令 ŝn = ∥Â∥0 代表 SELO 惩罚估计中非零参数的个数, 相应地, 对 Hesse 矩阵做如下分解:

H = −∇2ℓn(β̂) =

H11 H12

H21 H22

 ,

其中 H11 是矩阵 H 的前 ŝn 行前 ŝn 列元素组成的子矩阵. 定义

Σn(β;λ, γ) = diag

{
P ′
SELO(|β1|;λ, γ)

|β1|
, . . . ,

P ′
SELO(|βdn |;λ, γ)

|βdn |

}
.

类似地, 令 Σ
(1)
n (β̂;λ, γ) 表示 Σn(β̂;λ, γ) 的前 ŝn 行前 ŝn 列元素组成的子矩阵. 记

H22.1 = H22 −H21H
−1
11 H12,

H̃11 = H11 +Σ(1)
n (β̂;λ, γ).
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类似于 Zhang 和 Lu [12] 的估计方法, β̂1 的协方差阵可用如下方法估计:

Ĉov(β̂1) = H−1
11 + (H̃−1

11 −H−1
11 )H12H22.1H21(H̃

−1
11 −H−1

11 ). (2.3)

当调节参数 λ 很小时, Zhang 和 Lu [12] 指出 H−1
11 可以很好地估计 Ĉov(β̂1). 在我们的数值模拟实验

中, 调节参数 λ 和 γ 的值很小, 因此, H−1
11 可以作为 β̂1 的协方差矩阵的一个估计, 即

Ĉov(β̂1) ≈ H−1
11 . (2.4)

3 算法设计

令 ϵ0 代表一个固定的很小的正数, 用
√
β2
r + ϵ20 去近似 |βr|. 显然, 当 ϵ0 → 0 时,√

β2
r + ϵ20 → |βr|.

但 ϵ0 越小导致计算过程越不稳定, 因此, 选取合适的 ϵ0 的值非常重要.我们的模拟计算表明,当 ϵ0 在

集合 {0.001, 0.01} 中取值时会得到稳定的结果. 从而我们将得到如下的伪目标函数:

Dn(β) = ℓn(β)− n

dn∑
r=1

PSELO(
√

β2
r + ϵ20;λ).

伪目标函数 Dn(β)关于 β 是光滑的, 因此, 我们可以利用 Newton 算法得到 Dn(β)的最优解. 为了避

免 Hesse 阵的逆矩阵的计算, 我们用拟 Newton 算法对 Dn(β) 进行求解. 拟 Newton 算法的第 k + 1

步迭代公式为

β(k+1) = β(k) + δ(k)h(k),

其中 h(k) 和 δ(k) 分别代表第 k 步迭代的拟 Newton 方向和最优步长因子. 对于不同的 k, 最优步长因

子可能不同. 在 Newton 算法中, h(k) = −[∇2Dn(β
(k))]−1∇Dn(β

(k)). 为了避免 −[∇2Dn(β
(k))]−1 的计

算在拟 Newton 算法中, 我们用满足如下条件的 H(k) 去代替 −[∇2Dn(β
(k))]−1:

(R1) {H(k)}k>1 计算方便;

(R2) {H(k)}k>1 正定;

(R3) H(k) 应保证拟 Newton 方向 h(k) = H(k)∇Dn(β
(k)) 为目标函数的上升方向.

令

p(k) = β(k+1) − β(k),

q(k) = [∇Dn(β
(k+1))]− [∇Dn(β

(k))].

采用如下的由 Davidon、Fletcher 和 Powell 提出并发展的 DFP 公式更新 H(k) [21]:

H(k+1) = H(k) +
p(k)p(k)

T

p(k)
T
q(k)

− H(k)q(k)q(k)
T
H(k)

q(k)
T
H(k)q(k)

. (3.1)

一般地, 取 H(1) = Idn , 其中 Idn 为 dn × dn 维单位矩阵. 易证当 p(k)
T
q(k) > 0 时矩阵 H(k+1) 正定.

记 ϱ 为事先给定的阈值 (在模拟计算中, 令 ϱ = 0.01). 给定 λ 和 γ, 令 K 表示最大的迭代步数,

我们将如下算法命名为光滑化拟 Newton (smoothed quasi-Newton, SQN) 算法.
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算法 1 SQN 算法

步骤 (1) 令 k = 1, 记 β 的初始值为 β(1).

步骤 (2) 若 ∥∇Dn(β(k))∥ 6 ϱ, 输出 β̂ = β(k); 否则转入步骤 (3).

步骤 (3) (i) 更新拟 Newton 方向 h(k) = H(k)∇Dn(β(k)), 寻找满足如下条件的最优步长 δ(k):

δ(k) = argmax
δ>0

Dn(β
(k) + δh(k)). (3.2)

令 β(k+1) = β(k) + δ(k)h(k).

(ii) 若 p(k)
T
q(k) > 0, 用 (3.1) 更新 H(k), 否则 H(k+1) = H(k). 令 k = k + 1, 返回步骤 (2).

步骤 (4) 重复步骤 (2)–(3) 直到 k = K + 1 或者算法收敛.

在算法 1 中, 涉及最优步长 δ(k) 的求解. 一般来说求得最优步长的计算量很大, 为了进一步精简

算法, 我们引入向后线性搜索 (backtracking line search, BLS) 技术来求得最优步长 δ(k). BLS 技术是

线性搜索中的常用手段, 关于 BLS 的详细介绍可以参见专著 [21].

令 η ∈ (0, 1
2 ), ρ (0 < ρ < 1) 为事先给定的常数 (模拟计算中, 取 η = 0.4, ρ = 0.55). 给定 β 和 h,

如下的 BLS 方法被用来在每一步迭代中寻找最优步长:

(B1) 令 s = 1, δ(s) = 1.

(B2) 若下面不等式 Dn(β+ δ(s)h) > Dn(β) + ηδ(s)[∇Dn(β)]
Th 成立, 则令最优步长 δ = δ(s); 否则

进入步骤 (B3).

(B3) 令 δ(s+1) = δ(s)ρ, s = s+ 1, 返回步骤 (B2).

所谓的修正的光滑化拟 Newton (modified SQN, MSQN) 算法是在算法 1 的基础上用 BLS 算法代

替 (3.2) 来寻求最优步长. 由 δ(k) 的定义, 我们可以证明 MSQN 算法的上升性质:

Dn(β
(k) + δ(k)h(k)) > Dn(β

(k)) + ηδ(k)[∇Dn(β
(k))]Th(k)

= Dn(β
(k)) + ηδ(k)[∇Dn(β

(k))]TH(k)[∇Dn(β
(k))]

> Dn(β
(k)).

H(k) 的正定性保证了二次型 [∇Dn(β
(k))]TH(k)[∇Dn(β

(k))] > 0, 从而最后一个不等式成立.

4 数值模拟和实证分析

4.1 数值模拟

我们通过模拟计算来检验 SELO 惩罚估计量 β̂ 在有限样本下的表现. 个体的失效时间由 Cox 比

例风险模型 λ(t | Z) = λ0(t) exp(β
T
0 Z), 其中 λ0(t) = 1. βT

10 和 βT
20 分别表示回归系数 β0 的非零以及

零的部分. 对于 β0 的取值, 考虑如下两种情形:

模型一 (信号较弱的情形): β0 = (βT
10,β

T
20)

T, 其中 β10 = (0.5, 1,−0.6)T.

模型二 (一般情形): 与 Bradic 等 [20] 的设置一样, 令 β0 的前 4 个元素全部为 1, 其他元素全部

为零.

dn 维协变量 Z 服从均值为 0协方差阵为 Σ的正态分布,其中 Σ = (σij), σij = 0.5|i−j|, i, j = 1, . . . , dn.

删失时间服从 (0, c) 上的均匀分布, 其中 c 的取值使得删失率为 25% 和 50%.

我们将 SELO惩罚估计与基于 LASSO、SCAD、ALASSO和MCP惩罚函数的惩罚估计进行比较.

令 SCAD 惩罚中的参数 a = 3.7, MCP 惩罚函数中的调节参数 υ = 2.7. 根据文献 [7], 我们将 SELO
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惩罚函数中的调节参数 γ 固定为 0.01. 所有惩罚估计中涉及的调节参数 λ 均由 BIC 准则确定.

对于上面提到的惩罚估计, 考虑如下指标: (M1) 估计的模型大小: ∥Â∥0 = |{r : β̂r ̸= 0}|. (M2) 是

否选出正确模型的指标: I{Â = A}. (M3) 模型误差 (简记为 ME): (β̂ − β0)
TΣ(β̂ − β0). (M4) 多选指

标: N+ = ∥Â\A∥0. (M5) 少选指标: N− = ∥A\Â∥0. 样本量 n 分别设为 200 或者 400, 协变量维数 dn

为 10、20 和 40. 对于每种情形, 我们基于 1,000 次独立重复计算指标 (M1) 到 (M5) 的平均值.

表 1 和 2 给出了模型一的计算结果. 由表可知, 无论参数如何设置, 基于 SELO 惩罚函数的变量

选择方法比其他方法可以以更高的频率选取出正确模型. 我们还可以发现模拟结果的好坏依赖于数据

的删失率和协变量的维数. 例如, 当删失率为 25% 样本量 n = 200 时, MCP 和 SELO 方法表现相当,

且当协变量维数 dn = 10 时, 这两种方法比其他三种惩罚方法表现更好. 当 dn = 20 或 dn = 40 时, 在

1,000 次模拟计算中, SELO 惩罚方法选出正确模型的频率可以高达 90% 以上, 明显优于其他 4 种方

法. 当样本量 n 增加到 400 时, 本文考虑的 5 种变量选择方法表现相当. 当删失率达到 50%、协变量

维数 dn = 20 或者 dn = 40 时, 所有的变量选择方法在是否选出正确模型的指标上表现均有失误, 但

当我们将样本量增加到 n = 400 时, SELO 惩罚方法选择出正确模型的频率可以达到 97.7%.

表 3 和 4 给出了模型二的变量选择结果. 在模型二中, 非零部分回归系数的真实值均高于模型一

中的值. 5种惩罚方法在少选指标 N− 上均表现优良. 在所有情形下 ALASSO在指标 Corr%、N+、ME

和估计的模型大小上表现最差. 除了当 dn = 40 和 n = 200 的情形外, SELO 惩罚方法在选择出正确

模型的指标 Corr% 以及多选指标 N+ 上表现最优, 且 SELO 惩罚方法在估计模型大小的指标上的误

差是最小的. 针对样本量 n = 400 的情形, SELO 在上述三个指标上表现最好. 当考虑指标模型误差

ME时, SCAD、MCP和 SELO方法表现相当, 这三种方法均优于 LASSO和 ALASSO.且当样本量增

加到 400 时, 通过比较表 1 与 3, 我们发现当信号较弱时, SELO 惩罚方法比其他 4 种方法表现更好.

表 1 模型大小 ∥A∥0 = 3、n = 200 下模型一 (信号较弱情形) 的模拟结果

删失率 = 25% 删失率 = 50%

dn 方法 Corr% ME N+ N− ∥Â∥0 Corr% ME N+ N− ∥Â∥0

10 LASSO 79.10 0.196 0.211 0.013 3.198 66.90 0.316 0.188 0.190 2.998

ALASSO 89.70 0.047 0.099 0.017 3.082 70.20 0.093 0.347 0.044 3.303

SCAD 88.30 0.048 0.038 0.089 2.949 46.90 0.198 0.079 0.668 2.411

MCP 90.00 0.035 0.111 0.005 3.106 84.10 0.061 0.133 0.050 3.083

SELO 97.30 0.033 0.015 0.013 3.002 89.80 0.057 0.056 0.054 3.002

20 LASSO 62.30 0.196 0.434 0.013 3.421 54.30 0.316 0.379 0.198 3.181

ALASSO 64.90 0.097 0.470 0.017 3.453 32.80 0.209 1.314 0.029 4.285

SCAD 78.80 0.061 0.179 0.087 3.092 40.90 0.215 0.294 0.617 2.677

MCP 79.70 0.041 0.248 0.005 3.243 73.30 0.076 0.289 0.064 3.225

SELO 95.20 0.036 0.042 0.014 3.028 82.90 0.066 0.147 0.053 3.094

40 LASSO 40.20 0.198 0.862 0.017 3.845 37.00 0.321 0.729 0.226 3.503

ALASSO 13.40 0.348 2.463 0.012 5.451 1.40 0.763 5.405 0.031 8.374

SCAD 72.50 0.073 0.343 0.073 3.270 36.60 0.239 0.602 0.576 3.026

MCP 67.50 0.060 0.528 0.009 3.519 58.30 0.109 0.630 0.086 3.544

SELO 90.00 0.046 0.109 0.013 3.096 69.30 0.093 0.366 0.060 3.306

Corr%: 选择正确模型的比例; N+、N− 和 ME 代表基于 1,000 次模拟计算的多选、少选指标和模型误差的平均值.
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表 2 模型大小 ∥A∥0 = 3、n = 400 下模型一 (信号较弱情形) 的模拟结果

删失率 = 25% 删失率 = 50%

dn 方法 Corr% ME N+ N− ∥Â∥0 Corr% ME N+ N− ∥Â∥0

10 LASSO 94.90 0.186 0.051 0.000 3.051 87.80 0.305 0.040 0.083 2.957

ALASSO 99.90 0.017 0.000 0.001 2.999 96.90 0.027 0.027 0.005 3.022

SCAD 97.70 0.018 0.001 0.022 2.979 65.00 0.122 0.011 0.449 2.562

MCP 96.30 0.015 0.038 0.000 3.038 96.60 0.022 0.035 0.000 3.035

SELO 100.00 0.015 0.000 0.000 3.000 99.30 0.022 0.002 0.005 2.997

20 LASSO 93.50 0.184 0.064 0.001 3.063 86.00 0.304 0.059 0.085 2.974

ALASSO 98.80 0.020 0.011 0.001 3.010 89.60 0.040 0.116 0.003 3.113

SCAD 97.10 0.020 0.006 0.023 2.983 59.60 0.130 0.075 0.458 2.617

MCP 91.20 0.016 0.096 0.000 3.096 90.80 0.025 0.105 0.001 3.104

SELO 100.00 0.015 0.000 0.000 3.000 98.20 0.023 0.014 0.005 3.009

40 LASSO 91.00 0.183 0.090 0.000 3.090 83.60 0.303 0.082 0.091 2.991

ALASSO 93.30 0.036 0.073 0.000 3.073 64.10 0.091 0.476 0.002 3.474

SCAD 93.70 0.025 0.039 0.030 3.009 56.50 0.148 0.258 0.388 2.870

MCP 81.10 0.021 0.235 0.000 3.235 82.80 0.031 0.236 0.002 3.234

SELO 99.80 0.016 0.002 0.000 3.002 97.70 0.024 0.020 0.003 3.017

Corr%: 选择正确模型的比例; N+、N− 和 ME 代表基于 1,000 次模拟计算的多选、少选指标以及模型误差的平均值.

表 3 模型大小 ∥A∥0 = 4、n = 200 下模型二 (一般情形) 的模拟结果

删失率 = 25% 删失率 = 50%

dn 方法 Corr% ME N+ N− ∥Â∥0 Corr% ME N+ N− ∥Â∥0

10 LASSO 91.90 0.112 0.089 0.000 4.089 86.50 0.167 0.155 0.000 4.155

ALASSO 90.20 0.100 0.114 0.000 4.114 70.90 0.181 0.386 0.000 4.386

SCAD 91.60 0.074 0.090 0.000 4.090 89.30 0.114 0.120 0.000 4.120

MCP 92.10 0.073 0.089 0.000 4.089 92.20 0.110 0.090 0.000 4.090

SELO 98.10 0.070 0.022 0.000 4.022 93.40 0.107 0.074 0.000 4.074

20 LASSO 89.00 0.152 0.133 0.000 4.133 83.00 0.247 0.230 0.000 4.230

ALASSO 63.60 0.190 0.499 0.000 4.499 27.70 0.415 1.516 0.000 5.516

SCAD 82.70 0.092 0.226 0.000 4.226 80.90 0.139 0.282 0.000 4.282

MCP 83.90 0.085 0.220 0.000 4.220 86.10 0.130 0.206 0.000 4.206

SELO 94.60 0.080 0.066 0.000 4.066 87.50 0.124 0.160 0.000 4.160

40 LASSO 91.20 0.193 0.111 0.000 4.111 86.80 0.328 0.175 0.000 4.175

ALASSO 13.00 0.679 2.613 0.000 6.613 0.70 1.614 6.443 0.000 10.443

SCAD 70.40 0.123 0.469 0.000 4.469 63.40 0.203 0.678 0.002 4.676

MCP 76.30 0.108 0.397 0.000 4.397 79.40 0.166 0.372 0.000 4.372

SELO 88.50 0.108 0.140 0.000 4.140 72.80 0.177 0.382 0.000 4.382

Corr%: 选择正确模型的比例; ME: 模型误差的平均值; N+ 和 N− 分别代表多选和少选指标的均值; ∥Â∥0 为估计的模
型的平均大小.
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针对模型一, 表 5 给出了删失率为 25% 时基于 1,000 次模拟计算的 SELO 惩罚估计的均值及相

应的方差估计的平均值 (简记为 ESE) 和经验方差 (简记为 SE). 可知回归系数的估计值是渐近无偏

的, ESE 和 SE 吻合得很好.

表 4 模型大小 ∥A∥0 = 4、n = 400 下模型二 (一般情形) 的模拟结果

删失率 = 25% 删失率 = 50%

dn 方法 Corr% ME N+ N− ∥Â∥0 Corr% ME N+ N− ∥Â∥0

10 LASSO 99.50 0.060 0.005 0.000 4.005 98.80 0.095 0.012 0.000 4.012

ALASSO 99.80 0.039 0.002 0.000 4.002 97.60 0.061 0.025 0.000 4.025

SCAD 97.80 0.033 0.025 0.000 4.025 96.50 0.047 0.039 0.000 4.039

MCP 93.20 0.034 0.077 0.000 4.077 95.00 0.047 0.055 0.000 4.055

SELO 99.80 0.032 0.002 0.000 4.002 99.30 0.044 0.007 0.000 4.007

20 LASSO 98.70 0.060 0.014 0.000 4.014 95.90 0.094 0.042 0.000 4.042

ALASSO 99.00 0.051 0.010 0.000 4.010 86.40 0.098 0.155 0.000 4.155

SCAD 94.10 0.036 0.068 0.000 4.068 89.50 0.056 0.132 0.000 4.132

MCP 85.90 0.038 0.173 0.000 4.173 88.00 0.055 0.159 0.000 4.159

SELO 99.70 0.033 0.003 0.000 4.003 97.60 0.048 0.026 0.000 4.026

40 LASSO 97.10 0.078 0.032 0.000 4.032 93.90 0.140 0.063 0.000 4.063

ALASSO 91.70 0.104 0.093 0.000 4.093 55.80 0.248 0.659 0.000 4.659

SCAD 89.30 0.045 0.131 0.000 4.131 79.20 0.078 0.319 0.000 4.319

MCP 78.80 0.046 0.316 0.000 4.316 81.60 0.067 0.293 0.000 4.293

SELO 98.80 0.040 0.012 0.000 4.012 96.10 0.057 0.044 0.000 4.044

Corr%: 选择正确模型的比例; ME: 模型误差的平均值; N+ 和 N− 分别代表多选和少选指标的均值; ∥Â∥0 为估计的模
型的平均大小.

表 5 模型一中基于 1,000 次独立模拟计算的 SELO 惩罚估计的均值以及相应的 SE 和 ESE

β1 = 0.5 β2 = 1 β3 = −0.6

n dn 删失率 Mean ESE SE Mean ESE SE Mean ESE SE

200 10 25% 0.4970 0.0124 0.0134 1.0113 0.0173 0.0176 −0.5971 0.0129 0.0139

50% 0.4891 0.0089 0.0093 0.9992 0.0143 0.0124 −0.5876 0.0100 0.0091

20 25% 0.5006 0.0124 0.0139 1.0206 0.0173 0.0182 −0.6013 0.0129 0.0145

50% 0.4947 0.0186 0.0252 1.0213 0.0232 0.0272 −0.5918 0.0195 0.0242

40 25% 0.5090 0.0125 0.0149 1.0420 0.0174 0.0201 −0.6125 0.0129 0.0154

50% 0.5010 0.0187 0.0284 1.0430 0.0233 0.0307 −0.6031 0.0195 0.0260

400 10 25% 0.4972 0.0061 0.0057 1.0017 0.0093 0.0084 −0.5933 0.0062 0.0061

50% 0.4891 0.0089 0.0093 0.9992 0.0143 0.0124 −0.5876 0.0100 0.0091

20 25% 0.5010 0.0061 0.0059 1.0076 0.0093 0.0084 −0.5970 0.0062 0.0061

50% 0.4955 0.0089 0.0095 1.0068 0.0143 0.0126 −0.5934 0.0100 0.0092

40 25% 0.5053 0.0061 0.0062 1.0173 0.0093 0.0090 −0.6017 0.0062 0.0065

50% 0.5003 0.0089 0.0093 1.0176 0.0143 0.0130 −0.5987 0.0100 0.0095

Mean: 惩罚估计的均值; SE: 惩罚估计的经验方差; ESE: 估计方差的均值.
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表 6 真实的模型大小为 3、删失率为 25% 下模型一的模拟结果

n dn 方法 time (s) Corr% ME N+ N− ∥Â∥0

100 20 MSQN 0.3266 54.00 0.1613 0.350 0.220 3.13

CDA 0.8873 43.00 0.2416 0.580 0.240 3.34

50 MSQN 0.4563 43.00 0.3509 0.790 0.350 3.44

CDA 2.7710 28.00 0.3289 1.330 0.280 4.05

80 MSQN 0.5642 36.00 0.5570 0.980 0.410 3.57

CDA 5.1649 15.00 0.3957 2.100 0.290 4.81

100 MSQN 0.6513 28.00 0.7773 1.310 0.470 3.84

CDA 6.8469 11.00 0.4593 2.730 0.320 5.41

200 20 MSQN 0.6177 97.00 0.0360 0.030 0.010 3.02

CDA 3.1347 66.00 0.1631 0.420 0.020 3.40

50 MSQN 0.8344 89.00 0.0529 0.050 0.060 2.99

CDA 8.2814 41.00 0.1835 1.010 0.030 3.98

80 MSQN 1.0424 85.00 0.0787 0.130 0.070 3.06

CDA 13.8166 26.00 0.2105 1.740 0.030 4.71

100 MSQN 1.2200 80.00 0.0936 0.130 0.100 3.03

CDA 18.1622 20.00 0.2297 2.150 0.030 5.12

120 MSQN 1.3247 78.00 0.1157 0.180 0.120 3.06

CDA 22.6929 19.00 0.2389 2.390 0.040 5.35

150 MSQN 1.6464 73.00 0.1276 0.210 0.110 3.10

CDA 29.9111 14.00 0.2628 3.030 0.040 5.35

180 MSQN 1.9241 70.00 0.1515 0.280 0.120 3.16

CDA 37.3164 11.00 0.2829 3.410 0.040 6.30

200 MSQN 2.1147 69.00 0.1740 0.340 0.110 3.23

CDA 42.6835 11.00 0.2997 3.740 0.040 6.70

time: 100 次模拟计算中求得 40 个 λ 所对应的最优解所花费的平均时间.

为了说明 MSQN 算法的有效性, 我们从运算时间以及指标 (M1) 到 (M5) 6 个方面来比较 MSQN

算法和基于二次逼近的 CDA, 其中模拟数据由模型一生成. 在每一次的模拟计算中, 我们均计算了对

应于 40个 λ的惩罚解. 表 6给出了基于 100次独立模拟计算上述指标的平均值,其中指标 time为计

算 40 个 λ 的对应惩罚解所需的的平均时间 (单位为秒). 由此表可知, CDA 算法得到惩罚估计所花费

的时间远远大于 MSQN 算法所需时间, 在少选指标 N− 上, CDA 算法优于 MSQN 算法, 但在其其他

指标 corr%、N+ 以及 |Â| 上 MSQN 算法均优于 CDA 方法.

4.2 关于乳腺癌数据的实例分析

我们将本文的工作应用到关于乳腺癌数据 nki70 [23, 24] 的研究中. van’t Veer 等 [24] 发现了 70 个

可能与乳腺癌有关的基因. 我们的研究目的是从 5 个临床指标和 70 个基因指标中找出乳腺癌的可能

致病因素. 我们将研究限制在那些淋巴指标呈阳性的 144 名患者上, 该组患者的追踪时间的中位数为

3.17 年, 取值范围为 0.35 年到 14.01 年. 删失率约为 66%. 可能致病的 5 个临床指标包括肿瘤细胞的

大小 z1 (若细胞大小 6 2 cm, 则记为 1, 否则记为 2)、受影响的淋巴结数目 z2 (若数目小于等于 3, 则
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计
方
差

;

653



曹永秀等: Cox 比例风险模型中基于 SELO 惩罚函数的变量选择方法

记为 1, 否则记为 2)、雌激素受体状态 z3 (阴性记为 1, 阳性为 2)、癌症等级 z4 (1 代表无显著差异, 3

代表显著差异, 2 表示介于二者之间) 以及患者就诊时的年龄 z5. 从而, 包含 5 个临床因素和 70 个基

因表达 (用 z6 到 z75 表示) 协变量的 Cox 模型具有如下形式:

λ(t | Z) = λ0(t) exp

{ 75∑
i=1

ziβi

}
,

其中 λ0(t) 为基准危险率函数.

首先对连续型变量做标准化处理使之具有零均值和单位方差. 我们考虑基于 LASSO、ALASSO、

SCAD、MCP 和 SELO 惩罚函数的惩罚估计, 并用 MSQN 算法进行求解. 调节参数的确定方法同模

拟计算.我们考虑了 ϵ在集合 {0.01, 0.005, 0.001}中取值的不同情形,在所有情形下选择出的显著变量

都是相同的, 且 ϵ0 取值越小得到的惩罚估计越有效. 为此我们在表 7 中列出了当 ϵ0 = 0.001 的结果,

此时停机准则为 ∥∇Qn(β)∥ 6 0.001. 我们利用留一交叉验证来评估惩罚方法的好坏, 为此考虑 Bradic

等 [20] 提出的预测误差:

[exp{−β♢TZ} − exp{−β̂T
(−i)Z}]2, i = 1, . . . , n,

其中 β♢ 代表基于全部数据的惩罚估计, β̂T
(−i) 为去掉第 i 个样本后的惩罚解. 基于惩罚方法的预测误

差的平均值及选择出的致病的临床指标和基因由此表给出. 所有的惩罚方法均选出 z65 (PITRM1) 和

z69 (PRC1) 为致病基因, 基于 LASSO、SCAD、MCP 和 SELO 惩罚函数的变量选择方法将变量 z12

(QSCN6L1) 和 z38 (ZNF533) 选出. 在所有方法中 SELO 惩罚方法具有最小的预测误差.

5 小结

本文在 Cox 比例风险模型的框架下研究了基于 SELO 惩罚偏似然方法的变量选择问题. 当样本

量 n → ∞ 时, 我们允许协变量维数 dn → ∞, 并在适当的条件下给出了 SELO 惩罚估计量的相合性

以及 oracle性质. 为了节约运算时间,我们提出了 MSQN算法, 该算法避免了 Hesse阵逆矩阵的计算,

并得到了该算法的部分收敛性质. MSQN 算法亦适用于协变量维数高于样本量的相关计算问题. 模拟

计算的结果表明, SELO 惩罚偏似然方法尤其适用于信号较弱的情形, 且本文提出的 MSQN 算法在计

算速度和准确度方面优于最常用到的 CDA 算法. 虽然 MSQN 算法在选择重要变量方面表现优良, 但

我们并不提倡用 Hesse 阵逆矩阵的近似去估计惩罚估计量的协方差, 因为这样做可能导致损失更多的

信息.

关于 MSQN 算法的另一个问题是关于 ϵ0 的选择. 显然, 当 ϵ0 → 0 时,√
β + ϵ20 → |β|,

但 ϵ0 越趋于 0, 算法越不稳定. Shi 等 [25] 指出 ϵ0 ∈ [0.001, 0.01] 是比较合适的. 为了研究 ϵ0 对惩罚估

计的影响,我们做了更多的模拟计算,模拟计算的结果表明,当 ϵ0 在集合 {0.1, 0.01, 0.001}中取值时会
得到稳定的结果.

下面的几个问题还需要进一步地讨论研究: (1) 虽然本文提出的 MSQN 算法适用于 dn > n 的情

形, 但缺少相关理论支持; (2) Cox 模型中关于个体危险率函数的假定和实际情形往往不符, 为此, 将

本文提出的方法推广到其他常见模型 (如加速时效时间模型) 是我们将要做的工作; (3) 本文假定协变
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量维数的阶是 o(n1/4), 但在实际问题尤其是一些与基因有关的问题中, 该假定往往是不成立的, 因此,

在以后的工作中亦应考虑协变量维数是样本量的指数阶情形下的变量选择问题.
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风险. 当 l = 0, 1, 2 时, 定义

S(l)(β; t) =
n∑

i=1

Yi(t)Z
⊗l
i (t) exp{βTZi(t)},

对于向量 a, 有 a⊗0 = 1, a⊗1 = a 和 a⊗2 = aaT. 令 λmin(A) 和 λmax(A) 分别表示矩阵 A 的最小和最

大特征根. ∥t∥ = (tTt)1/2 代表列向量 t 的 L2 范数.

需要如下条件来保证 SELO 惩罚估计量的理论性质:

(A1)
∫ τ

0
λ0(t)dt < ∞.

(A2) 存在真值 β0 的邻域 B 满足如下条件:

(i) 存在定义在 B × [0, τ ] 上的矢量、向量和矩阵 s(l)(β; t) (l = 0, 1, 2) 满足

sup
t∈[0,τ ],β∈B

∥S(l)(β; t)− s(l)(β; t)∥ →p 0,

其中 →p 代表依概率收敛.

(ii) s(0)(β; t) 在 B × [0, τ ] 上远离 0. 对于 l = 0, 1, 2, β ∈ B, s(l)(β; t) 关于 t ∈ [0, τ ] 绝对连续.

(iii) 令 Mi(t) = Ni(t)−
∫ t

0
Y (u) exp(βT

0 Zi(u))dΛ0(u) 为局部平方可积鞅. 定义

Di =

∫ τ

0

[
Zi(t)−

s(1)(β0; t)

s(0)(β0; t)

]
dMi(t).

假定存在矩阵 Γ(β0) 使得 ∥∥∥∥ 1n
n∑

i=1

Var(Di)− Γ(β0)

∥∥∥∥ → 0.

进一步假定存在常数 C1 和 C2 使得

0 < C1 < λmin(Γ(β0)) 6 λmax(Γ(β0)) < C2 < ∞.

(A3) 定义

v(β; t) =
s(2)(β; t)

s(0)(β; t)
−
(
s(1)(β; t)

s(0)(β; t)

)⊗
2

,

A(β) =

∫ τ

0

[v(β; t)s(0)(β; t)]λ0(t)dt.

假定存在常数 C3 和 C4 使得如下不等式成立:

0 < C3 < λmin(A(β0)) 6 λmax(A(β0)) < C4 < ∞.

(A4) 令 Dik 表示 Di 的第 k 个元素, 假定

sup
16i6n

E(D2
ikD

2
il) < C5 < ∞, 1 6 k, l 6 dn.

(A5) d4n/n → 0.

(A6) 调节参数 λn 和 γn 满足 γn = O(
√
1/(dnn)), λnγn(n/dn)

3/2 → ∞.

(A7) 令 ρn = minj∈A |βj |, 则 λn/ρ
2
n → 0.

当协变量维数 dn 发散时, 条件 (A1)–(A5) 与 Cai 等 [11] 提出的条件一致, 这些条件用来保证偏似然函

数的局部渐近二次性质, 从而保证了惩罚估计量的渐近正态性.
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定理 1 的证明 令 αn =
√
dn/n, 我们只需证明对于任意的 ϵ > 0, 存在足够大的常数 C 使得

P
{

sup
∥u∥=c

Qns(β0 + αnu) < Qns(β0)
}
> 1− ϵ.

从而存在 Qns(β) 的局部极大值点 β̂ 满足 ∥β̂ − β0∥ = Op(αn).

由 Qns(β) 的定义知,

Qns(β0 + αnu)−Qns(β0)

= {ℓn(β0 + αnu)− ℓn(β0)} − n

dn∑
r=1

{PSELO(βr0 + αnur;λn, γn)− PSELO(βr0;λn, γn)}

6 {ℓn(β0 + αnu)− ℓn(β0)} − n
∑

r∈K(u)

{PSELO(βr0 + αnur;λn, γn)− PSELO(βr0;λn, γn)}

, I1 + I2,

其中

K(u) = {r : PSELO(βr0 + αnur;λn, γn)− PSELO(βr0;λn, γn) < 0},

ur 代表 u 的第 r 个元素. 由 Taylor 展开式得

I1 = ℓn(β0 + αnu)− ℓn(β0)

= αnu
Tℓ′n(β0) +

1

2
α2
nu

Tℓ′′n(β
∗)u

, I11 + I12,

其中 β∗ 位于 β0 与 β0 + αnu 之间. 由文献 [11] 中的结论, 当 d4n/n → 0 时, ∥ℓ′n(β0)∥ = Op(
√
ndn),

∥n−1ℓ′′n(β) +A(β)∥ = op(d
−1
n ), (A.1)

在 β ∈ B 上一致成立. A(β0) 为有限的正定阵, 因此, 当 C 足够大时, I11 = Op(nα
2
n)∥u∥ 在 ∥u∥ = C

上被 I12 = Op(nα
2
n)∥u∥2 一致控制.

由 SELO 惩罚函数在 [0,∞) 上的凸性可知, 对于任意的 r ∈ K(u) 和足够大的 n, 有

PSELO(βr0 + αnur;λn, γn)− PSELO(βr0;λn, γn) > −P ′
SELO(βr0 + αnur;λn, γn)αn|ur|.

从而, 由 PSELO 的表达式、Cauchy-Schwartz 不等式、条件 (A6) 和 (A7), 可得

I2 6 n
∑

r∈K(u)

λnγn
2 log(2)ρ2n

αn|ur|

6 nαn

√
dn∥u∥

λnγn
2 log(2)ρ2n

= O(nαnλnγnρ
−2
n

√
dn)∥u∥

= o(nα2
n)∥u∥.

定理得证.

为了证明 SELO 惩罚估计量的 oracle 性质, 我们首先证明惩罚估计量是稀疏的, 即 β̂2 = 0.
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引理 1 假定定理 2 的条件成立, 则对于任意满足 ∥β1 − β10∥ = Op(
√

dn/n) 的 β1 以及任意正

数 C 以趋向于 1 的概率, 有

Qns{(β1
T,0T)} = max

∥β2∥6C
√

dn/n

Qns{(βT
1 ,β

T
2 )}.

证明 记 ϵn = C
√
dn/n = Cαn. 只需证明对于任意满足条件 ∥β1−β10∥ = Op(αn)和 ∥β2∥ 6 Cαn

的 β = (βT
1 ,β

T
2 ), 当 r = sn + 1, . . . , dn 时, 如下不等式以趋向于 1 的概率成立:

∂Qns(β)

∂βr
<0, 当 0 < βr < ϵn 时,

∂Qns(β)

∂βr
>0, 当 − ϵn < βr < 0 时.

令 sgn(·) 为符号函数, 则有

∂Qns(β)

∂βr
=

∂ℓn(β)

∂βr
− nP ′

SELO(|βr|;λn, γn)sgn(βr)

=
∂ℓn(β0)

∂βr
+

dn∑
j=1

∂2ℓn(β
∗)

∂βr∂βj
(βj − βj0)− nP ′

SELO(|βr|;λn, γn)sgn(βr)

, J1 + J2 + J3,

其中 β∗ 位于 β 与 β0 之间. 由文献 [17] 中的结论知,

J1 = Op(
√
n).

Ar(β0) 为矩阵 A(β0) 的第 r 行, Arl(β0) 表示矩阵 A(β0) 的第 (r, l) 元素. 由文献 [11] 以及条件 (A2)

可知,

|J2| = | − nAr(β0)(β − β0){1 + op(1)}|

6 nOp(αn)

{ dn∑
l=1

Arl(β0)
2

}1/2

.

由条件 (A3) 知, 矩阵 A(β0) 的最大特征根有界, 从而,{ dn∑
l=1

Arl(β0)
2

}
= (A(β0)A(β0)

T)r,r = eTr (A(β0)A(β0)
T)er

6 λmax(A(β0)A(β0)
T)

< ∞,

其中 er 是第 r个元素为 1、其他所有元素均为 0的 dn 维向量. (A(β0)A(β0)
T)r,r 是矩阵 A(β0)A(β0)

T

的第 (r, r) 元. 从而, J2 = Op(
√
ndn), 则有 J1 + J2 = Op(

√
ndn) 以及

∂Qns(β)

∂βr
= Op(

√
ndn)− nP ′

SELO(|βr|;λn, γn)sgn(βr)

= nαn

{
Op(1)−

P ′
SELO(|βr|;λn, γn)

αnsgn(βr)

}
.
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当 ∥β2∥ 6 Cαn 时, 由 SELO 的凸性可知, 对于任意的 r = sn + 1, . . . , dn, 均有

P ′
SELO(|βr|;λn, γn)

αn
>

λnγn/αn

log(2)(2Cαn + γn)(Cαn + γn)

= O

(
λnγn/αn

α2
n

)
→ ∞.

从而 ∂Qns(β)/∂βr 的符号由 βr 的符号完全确定. 引理得证.

定理 2 的证明 第一部分的证明可由上面的引理直接得到. 下证定理 2 的第二部分.

由 β̂ 的定义, 当 r = 1, . . . , sn 时,

∂Qns(β̂)

∂βr
= 0, r = 1, . . . , sn,

即

ℓ′n1(β̂)− nP ′
SELO1(β̂;λn, γn) = 0, (A.2)

其中

P ′
SELO1(β̂;λn, γn) = (P ′

SELO(|β̂1|;λn, γn)sgn(β̂1), . . . , P
′
SELO(|β̂sn |;λn, γn)sgn(β̂sn))

T,

ℓ′n1(β̂) 是 ℓ′n(β̂) 的前 sn 个元素组成的列向量.

令 ℓ′′n11(β
∗) 代表 ℓ′′n(β

∗) 的前 sn 行前 sn 列元素组成的子阵. 由 (A.2), 对 ℓn(β) 在 β0 处 Taylor

展开, 则有

ℓ′n1(β0)− nP ′
SELO1(β̂1;λn, γn) = −ℓ′′n11(β

∗)(β̂1 − β10),

其中 β∗ 位于 β0 与 β̂ 之间. 由文献 [11]、条件 (A5) 和定理 1, 可得

n−1ℓ′n1(β0)− P ′
SELO1(β̂1;λn, γn) = A11(β0)(β̂1 − β10) + op(n

−1/2).

由 P ′
SELO1(β̂1;λn, γn) 的定义、条件 (A7) 和定理 1, 有

∥
√
nP ′

SELO1(β̂1;λn, γn)∥ 6 √
nsn max

16j6sn
(P ′

SELO(|β̂j |;λn, γn))

=
√
nsnOp(ρ

−2
n λnγn) = op(1).

从而, 对于任意的 sn 维常数向量 cn, 有

√
ncTnΓ

−1/2
11 A11(β0)(β̂1 − β10) = n−1/2cTnΓ

−1/2
11 ℓ′n1(β0) + op(1).

当条件 (A1)–(A5) 满足时, Cai 等 [11] 证明了

n−1/2cTnΓ
−1/2
11 ℓ′n1(β0) →d N(0, 1),

其中符号 →d 表示依分布收敛. 从而有 Slutsky 定理,

√
ncnΓ

−1/2
11 A11(β0)(β̂1 − β10) →d N(0, 1).

定理 2 证毕.
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Penalized variable selection procedure for Cox proportional
hazards model via seamless-L0 penalty

Yongxiu Cao, Yuling Jiao, Yueyong Shi & Yanyan Liu

Abstract In biomedical studies, it is of substantial interest to select important risk factors using high-
dimensional data such as gene expression data for outcomes which are subject to censoring. The Cox proportional
hazards model is widely used for the analysis of censored outcome data. This paper concerns variable selection and
estimation problem for the analysis of high-dimensional censored outcome data in Cox model using the seamless-
L0 penalized partial likelihood method. Under the assumption of diverging number of covariates, we establish the
consistency and oracle property of the corresponding penalized estimators. The calculation is challenge because
of the non-smoothness of the seamless-L0 penalty and the expensive calculation of the inverse of Hessian matrix
when the number of coefficients is large. We approximate the seamless-L0 penalty by a smoothing technique and
the inverse of Hessian matrix by the DFP formula which is widely used in optimization theory. We show through
simulation studies that our proposed approach has better performance compared with several existing methods
and the proposed algorithm has some advantages over the generally used coordinate descent algorithm. We ana-
lyzed a breast cancer data and evaluated the prediction performance of several methods based on a leave-one-out
cross validation method.
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