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摘要 用公理化的方法, 提出了抽象平均、抽象凸函数和抽象控制等概念, 它们分别

是平均、凸函数和控制等概念的相应推广. 通过逻辑演绎, 建立了抽象控制不等式的基

本定理: 对任意的抽象平均 Σ 和 Σ′, 以及区间 I 上任意的抽象 Σ ↪→ Σ′ 严格上凸函

数 f(x), 如果 xi, yi ∈ I (i = 1, 2, . . . , n) 满足 (x1, x2, . . . , xn) ≺Σ
n (y1, y2, . . . , yn), 则有

Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xn)} � Σ′{f(y1), f(y2), . . . , f(yn)}, 它是控制不等式基本定理的延伸
和推广. 另外通过提出抽象向量平均等概念, 将这个基本定理推广到 n 维空间, 建立了

抽象向量平均的基本控制不等式: 对于任意对称凸集 S ⊂ R
n 和 S 上的 n 元抽象对

称 Σ ↪→ Σ′ 严格上凸函数 ϕ(x̄), 如果 x̄, ȳ ∈ S 满足 x̄ ≺Σ
n ȳ, 则有 ϕ(x̄) � ϕ(ȳ); 如

果向量组 x̄i, ȳi ∈ S (i = 1, 2, . . . , m) 满足 {x̄1, x̄2, . . . , x̄m} ≺Σ
n {ȳ1, ȳ2, . . . , ȳm}, 则有

Σ′{ϕ(x̄1), ϕ(x̄2), . . . , ϕ(x̄m)} � Σ′{ϕ(ȳ1), ϕ(ȳ2), . . . , ϕ(ȳm)}.
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1 引言

众所周知, 不等式在数学的各个领域发挥着重要的作用, 尤其在以分析为主要研究工具

的学科或领域. 例如, 数学中许多结论的证明往往都要用到已知的不等式, 或者所要证明的

结论常常归结为证明某个不等式. 但不等式作为一门系统的学科则是 1934 年 Hardy 等 [1]

出版《Inequalities》一书以后的事, 这是举世公认的, 该书的影响深远, 是数学上的一本经典

著作. 1961 年 Beckenbach 和 Bellman[2] 所著的《Inequalities》一书, 包含了 1934–1960 年

期间得到的关于不等式的某些结果. 另外, 1970 年 Mitrinović 和 Vasic[3] 出版的《Analytic

Inequalities》一书, 除了介绍一般不等式外, 重点收集了 450 个特殊不等式. 2004 年匡继

昌 [4]所著《常用不等式》(第三版) 则收录了五千多个不等式.

在不等式理论得到深入而广泛的发展和应用过程中, 其中控制 (或优化) 不等式的发展

尤其迅速.控制不等式在 1903年被 Muirhead等人所注意和使用, 1923年 Schur等人又对其
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进行了深入的研究, 但控制不等式成为一门新的学科, 则是在 1979年 Marshall和 Olkin[5] 出

版著名的《Inequalities: Theory of Majorization and Its Applications》一书后. 该书的出版引

起人们对控制不等式的广泛兴趣, 被大量的文献所引用. 1990年, 王伯英 [6] 出版了《控制不

等式基础》一书, 推动了国内对控制不等式的研究.

控制不等式几乎渗透到数学的各个领域而且处处扮演着精彩的角色. 原因在于它不仅能

深刻地描述许多数学量之间的内在本质关系, 得到所需要的结论, 还能把许多已有的从不同

方法得来的不等式用一种统一的方法简便地推导出来, 它更是推广已有的不等式、发现新的

不等式的一种强有力的工具. 控制不等式在各种应用性较强的学科或领域中的应用, 更加显

示了它迷人的魅力.

在控制不等式理论中, 最基础、最重要的是下面的两类控制不等式:

引理 1.1[1, 3] 设 αi, βi ∈ I (i = 1, 2, . . . , n), 令 ᾱ = (α1, α2, . . . , αn), β̄ = (β1, β2, . . . , βn)

∈ R
n,则 ᾱ ≺+

n β̄ 的充分必要条件是: 对定义在区间 I ⊂ R上的任意连续算术上凸函数 f(x),

都有

f(α1) + f(α2) + · · · + f(αn) � f(β1) + f(β2) + · · · + f(βn), (1.1)

当 f(x) 为严格算术下凸函数时, 不等式 (1.1) 等号成立的充要条件是: 存在 1, 2, . . . , n 的一

个排列 σ(1), σ(2), . . . , σ(n), 使得 αk = βσ(k). 当 f(x) 在 I 上是连续的算术下凸函数时,不等

式 (1.1) 反向.

引理 1.2[6] 设 S ⊂ R
n 是对称凸集, ᾱ = (α1, α2, . . . , αn), β̄ = (β1, β2, . . . , βn) ∈ S, 则

ᾱ ≺+
n β̄ 的充分必要条件是: 对定义在 S 上的任意 n 元对称算术上凸函数 ϕ(x̄), 有

ϕ(ᾱ) � ϕ(β̄), (1.2)

当 ϕ(x̄) 为严格算术下凸函数时, 不等式 (1.2) 等号成立的充要条件是: 存在 1, 2, . . . , n 的一

个排列 σ(1), σ(2), . . . , σ(n), 使得 αk = βσ(k). 当 ϕ(x) 在 S 上是连续的算术下凸函数时, 不

等式 (1.2) 反向.

注意, 在引理 1.1 和 1.2 中的算术上 (下) 凸函数, 就是我们通常所指的上 (下) 凸函数,

这里加上 “算术” 二字, 是为了与下文中所提到的其它上 (下) 凸函数 (如几何上 (下) 凸函

数) 相区别和对应.

这两个结论有着广泛的应用, 人们常常用它来推广已有的许多不等式或者发现新不等

式, 例如, 用不等式 (1.1) 或 (1.2) 不仅可以推导出几乎所有的基本不等式, 甚至可以给予某

些不等式本质上的推广. 因此不等式 (1.1)和 (1.2)是不等式理论的基础内容和基本工具,在

不等式领域中扮演着最重要的角色.

为了拓广控制不等式的应用,作者在文献 [7]中建立了与不等式 (1.1)类似的、涉及几何

平均的控制不等式.

引理 1.3[7] 设 g(x) 是在 R+ 上连续的严格几何下凸函数, ᾱ = (α1, α2, . . . , αn), β̄ =

(β1, β2, . . . , βn) ∈ R
n
+, 满足: ᾱ ≺×

n β̄ (即几何控制, 具体见文献 [7]), 则成立不等式

g(α1)g(α2) · · · g(αn) � g(β1)g(β2) · · · g(βn), (1.3)

等号成立的充要条件是: 存在 1, 2, . . . , n 的一个排列 σ(1), σ(2), . . . , σ(n), 使得 αk = βσ(k).

当 g(x) 在 R+ 上是连续的严格几何上凸函数时, 不等式 (1.3) 反向.
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事实上, 只要在不等式 (1.1) 两边除以 n, 在不等式 (1.3) 两边开 n 次方, 则不等式 (1.1)

的本质在于: f(α1), f(α2), . . . , f(αn) 的算术平均不小于 f(β1), f(β2), . . . , f(βn) 的算术平均.

不等式 (1.3) 的本质在于: g(α1), g(α2), . . . , g(αn) 的几何平均不小于 g(β1), g(β2), . . . , g(βn)

的几何平均. 那么有没有类似于不等式 (1.1)和 (1.3)形式的控制不等式,不等式左右两边是

f(α1), f(α2), . . . , f(αn)与 f(β1), f(β2), . . . , f(βn)或者 g(α1), g(α2), . . . , g(αn)与 g(β1), g(β2),

. . . , g(βn) 某种广泛的平均, 而不仅仅限于算术平均或几何平均? 或者等价的, 有没有不等式

(1.1) 和 (1.3) 的一个统一推广, 并且涉及某种比较广泛的平均的基本控制不等式?

这个问题的回答是肯定的. 在本文中, 我们应用公理化的方法, 提出了抽象平均、抽象凸

函数和抽象控制等概念,它们分别是平均、凸函数和控制等概念的相应推广. 本文通过逻辑演

绎,建立了抽象控制不等式的基本定理: 对任意的抽象平均 Σ和 Σ′,以及任意的抽象 Σ ↪→ Σ′

严格上凸函数 f(x),如果 (x1, x2, . . . , xn) ≺Σ
n (y1, y2, . . . , yn),则 Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xn)} �

Σ′{f(y1), f(y2), . . . , f(yn)}. 这类不等式是控制不等式基本定理的延伸与推广. 另外, 通过提

出抽象向量平均等概念, 将这个基本定理推广到 n 维空间, 建立了抽象向量平均的基本控制

不等式: 对于任意对称凸集 S ⊂ R
n 和 S 上的 n 元抽象对称 Σ ↪→ Σ′ 严格上凸函数 ϕ(x̄), 如

果 x̄, ȳ ∈ S 满足 x̄ ≺Σ
n ȳ, 则有 ϕ(x̄) � ϕ(ȳ). 这个不等式不仅是不等式 (1.1) 和 (1.3) 的本质

推广,而且还是不等式 (1.2)抽象化结果和自然推广. 另外, 我们对这个基本不等式还作了进

一步的推广: 如果向量组 x̄i, ȳi ∈ S (i = 1, 2, . . . , m) 满足 {x̄1, x̄2, . . . x̄m} ≺Σ̄
m {ȳ1, ȳ1, . . . ȳm},

则有 Σ′{ϕ(x̄1), ϕ(x̄1), . . . , ϕ(x̄m)} � Σ′{ϕ(ȳ1), ϕ(ȳ1), . . . , ϕ(ȳm)}.

2 抽象平均的基本概念和性质

为书写方便, 我们限定所讨论的问题总是限定在实数域 R 上, 如果没有特殊的说明, 我

们假定所有的变量或权系数总是限定在实数域 R 或非负实数集 R+ 或正实数集 R++ 的某

个区间 I(或 I ′) 上,并且总是满足定义、引理、定理、推论中函数定义域的所需要求, 因此在

没有特别说明的地方就不标注所有的变量或权系数的定义域.

我们从抽象平均的定义开始.

定义 2.1 连续函数 Σ(x̄, p̄) = Σ{x(p1)
1 , x

(p2)
2 , . . . , x

(pn)
n }, 如果满足

(1) 自变量齐一次: 对任意给定的 λ �= 0, yi = λxi (i = 1, 2, . . . , n), 则

Σ{y(p1)
1 , y

(p2)
2 , . . . , y(pn)

n } = λΣ{x(p1)
1 , x

(p2)
2 , . . . , x(pn)

n }; (2.1)

(2) 权系数齐零次: 对任意给定的 λ �= 0, qi = λpi (i = 1, 2, . . . , n), 则

Σ{x(q1)
1 , x

(q2)
2 , . . . , x(qn)

n } = Σ{x(p1)
1 , x

(p2)
2 , . . . , x(pn)

n }; (2.2)

(3)吸收律:对任意给定的 pi (i = 1, 2, . . . , n), qj (j = 1, 2, . . . , m),令 p = p1+p2+· · ·+pn,

q = q1 + q2 + · · · + qm, 则

Σ{x(p1)
1 , x

(p2)
2 , . . . , x(pn)

n , y
(q1)
1 , y

(q2)
2 , . . . , y(qm)

m }
= Σ{Σ(p){x(p1)

1 , x
(p2)
2 , . . . , x(pn)

n }, Σ(q){y(q1)
1 , y

(q2)
2 , . . . , y(qm)

m }}; (2.3)

(4) 规范律: 当 x1 = x2 = · · · = xn = y 时,

Σ{x(p1)
1 , x

(p2)
2 , . . . , x(pn)

n } = Σ{y(p1), y(p2), . . . , y(pn)} = y; (2.4)
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(5) 迭加律: 对任意的 pi, qi, i = 1, 2, . . . , n, 都有

Σ{x(p1+q1)
1 , x

(p2+q2)
2 , . . . , x(pn+qn)

n } = Σ{x(p1)
1 , x

(p2)
2 , . . . , x(pn)

n , x
(q1)
1 , x

(q2)
2 , . . . , x(qn)

n }; (2.5)

(6) 递增律: 对任意的 k = 1, 2, . . . , n, xk � yk 当且仅当

Σ{x(p1)
1 , x

(p2)
2 , . . . , x(pn)

n } � Σ{x(p1)
1 , . . . , y̌

(pk)
k , . . . , x(pn)

n }; (2.6)

(7) 对称律: 对 1, 2, . . . , n 的任意一个置换 i1, i2, . . . , in,

Σ{x(p1)
1 , x

(p2)
2 , . . . , x(pn)

n } = Σ{x(pi1 )

i1
, x

(pi1 )

i2
, . . . , x

(pin )
in

}; (2.7)

则称 Σ(x̄, p̄) 是 x1, x2, . . . , xn 关于权系数 p1, p2, . . . , pn 的抽象平均, 简称 Σ(x̄, p̄) 为抽象平

均, 称 p1, p2, . . . , pn 为抽象平均 Σ(x̄, p̄) 关于自变量 x1, x2, . . . , xn 的权系数, 当某自变量 xk

权系数为 pk = 1 时, 我们通常省略自变量 xk 权系数 pk 而写成 xk.

这里的 “ˆ”表示删除, “ˇ”表示替换,如: (x1, . . . , x̂k, . . . , xn) = (x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn),

而 (x1, . . . , y̌k, . . . , xn) = (x1, . . . , xk−1, yk, xk+1, . . . , xn), 下同.

例 2.2 对任意 xi, pi ∈ R++, i = 1, 2, . . . , n, q ∈ R, 则 x1, x2, . . . , xn 的加权 q 阶幂平均

M [q](x̄, p̄) =
(

p1x
q
1 + p2x

q
2 + · · · + pnxq

n

p1 + p2 + · · · + pn

) 1
q

(2.8)

是抽象平均.

注 2.3 在 x1, x2, . . . , xn 的加权 q 阶幂平均 M [q](x̄, p̄) 中, 当 q = 1 时, M [1](x̄, p̄) 即为

加权算术平均; 当 q = 0 时, M [0](x̄, p̄) 即为加权几何平均; 当 q = −1 时, M [−1](x̄, p̄) 即为加

权调和平均.

例 2.4 对任意的 xi, pi ∈ R++, i = 1, 2, . . . , n, f(x) 是严格单调函数, 则 x1, x2, . . . , xn

的加权拟算术 f 平均

f(x̄, p̄) = f−1

(
p1f(x1) + p2f(x2) + · · · + pnf(xn)

p1 + p2 + · · · + pn

)
(2.9)

是抽象平均.

定义 2.5 设 Σ 和 Σ′ 是抽象平均, 如果对任给的 x, y ∈ I, 连续函数 f(x) 满足

f(Σ{x, y}) � Σ′{f(x), f(y)}, (2.10)

则称 f(x) 为抽象 Σ ↪→ Σ′ 上凸函数,当 x �= y 时, 如果上述不等号严格成立,则称 f(x) 为抽

象 Σ ↪→ Σ′ 严格上凸函数.

当上述不等式反向时, 称 f(x) 为抽象 Σ ↪→ Σ′ 下凸函数, 当 x �= y 时, 如果上述不等式

反向并且不等号严格成立, 则称 f(x) 为抽象 Σ ↪→ Σ′ 严格下凸函数.

定理 2.6 设 Σ 和 Σ′ 均为抽象平均, xi ∈ I (i = 1, 2, . . . , n), 则对于 I 上任意的抽象

Σ ↪→ Σ′ 严格上凸函数 f(x), 都有

f(Σ{x1, x2, . . . , xn}) � Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xn)}, (2.11)

不等式等号成立的充要条件是: x1 = x2 = · · · = xn.

证明 首先用数学归纳法对 n = 2k (其中 k 为自然数) 情况证明. 当 k = 1 时, 不等

式显然成立, 假设当 n = 2k 时, 不等式亦成立, 令 m = 2k+1, Σ(x̄, m) = Σ{x1, x2, . . . , xm},
yi = xn+i, i = 1, 2, . . . , n, 根据抽象平均的性质得到

f(Σ(x̄, m)) = f(Σ{Σ(n){x1, x2, . . . , xn}, Σ(n){xn+1, xn+2, . . . , xm}})
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= f(Σ{Σ{x1, x2, . . . , xn}, Σ{xn+1, xn+2, . . . , xm}})
� Σ′{f(Σ{x1, x2, . . . , xn}), f(Σ{xn+1, xn+2, . . . , xm})}
� Σ′{Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xn)}, f(Σ{y1, y2, . . . , yn})}
� Σ′{Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xn)}, Σ′{f(y1), f(y2), . . . , f(yn)}}
= Σ′{Σ′(n){f(x1), f(x2), . . . , f(xn)}, Σ′(n){f(y1), f(y2), . . . , f(yn)}}
= Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xn), f(xn+1), f(xn+2), . . . , f(xm)}, (2.12)

因此对于每个自然数 n ∈ {2, 22, 23, . . . , 2k, . . .}, 不等式 (2.11)均成立.

下面用逆向数学归纳法, 当 n = t + 1 时, 假定不等式 (2.11) 成立, 即有

f(Σ{x1, x2, . . . , xt+1}) � Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xt+1)}, (2.13)

下面证明当 n = t 时, 不等式 (2.11) 亦成立. 令 Σ(x̄, t) = Σ{x1, x2, . . . , xt}, 根据抽象平
均的性质有

Σ{x1, x2, . . . , xt} = Σ{x(α)
1 , x

(α)
2 , . . . , x

(α)
t , x

(β)
1 , x

(β)
2 , . . . , x

(β)
t }

= Σ{Σ(α){x1}, Σ(α){x2}, . . . , Σ(α){xt}, Σ(tβ){x1, x2, . . . , xt}}
= Σ{Σ(α){x1}, Σ(α){x2}, . . . , Σ(α){xt}, Σ(α){x1, x2, . . . , xt}}
= Σ{Σ{x1}, Σ{x2}, . . . , Σ{xt}, Σ{x1, x2, . . . , xt}}
= Σ{x1, x2, . . . , xt, Σ{x1, x2, . . . , xt}}, (2.14)

这里 α = t
t+1 , β = 1

t+1 , 由不等式 (2.13)得到

f(Σ(x̄, t)) = f(Σ{x1, x2, . . . , xt}) = f(Σ{x1, x2, . . . , xt, Σ{x1, x2, . . . , xt}})
� Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xt), f(Σ{x1, x2, . . . , xt})}
= Σ′{Σ′(t){f(x1), f(x2), . . . , f(xt)}, Σ′{f(Σ{x1, x2, . . . , xt})}}
= Σ′{Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xt)}, Σ′( 1

t ){f(Σ{x1, x2, . . . , xt})}}. (2.15)

不妨设 Σ1 = Σ2 = · · · = Σt = Σ{x1, x2, . . . , xt}, 于是
f(Σ1) = f(Σ2) = · · · = f(Σt) = f(Σ{x1, x2, . . . , xt}), (2.16)

根据抽象平均的吸收律得到

f(Σ(x̄, t)) = f(Σ{x1, x2, . . . , xt}) = Σ′{f(Σ{x1, x2, . . . , xt})}
= Σ′{f(Σ1), f(Σ2), . . . , f(Σt), f(Σ{x1, x2, . . . , xt})}
= Σ′{Σ′(t){f(Σ1), f(Σ2), . . . , f(Σt)}, Σ′{f(Σ{x1, x2, . . . , xt})}}
= Σ′{Σ′{f(Σ1), f(Σ2), . . . , f(Σt)}, Σ′( 1

t ){f(Σ{x1, x2, . . . , xt})}}, (2.17)

根据不等式 (2.15) 和 (2.17) 得到

f(Σ(x̄, t)) = Σ′{Σ′{f(Σ1), f(Σ2), . . . , f(Σt)}, Σ′( 1
t ){f(Σ{x1, x2, . . . , xt})}}

� Σ′{Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xt)}, Σ′( 1
t ){f(Σ{x1, x2, . . . , xt})}}, (2.18)

对不等式 (2.18) 应用抽象平均的递增律直接得到

Σ′{f(Σ1), f(Σ2), . . . , f(Σt)} � Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xt)}, (2.19)
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又由于

f(Σ1) = f(Σ2) = · · · = f(Σt) = f(Σ{x1, x2, . . . , xt}) = Σ′{f(Σ{x1, x2, . . . , xt})}, (2.20)

根据抽象平均的规范律得到

Σ′{f(Σ1), f(Σ2), . . . , f(Σt)} = f(Σ{x1, x2, . . . , xt}), (2.21)

于是得到

f(Σ{x1, x2, . . . , xt}) = Σ′{f(Σ1), f(Σ2), . . . , f(Σt)} � Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xt)}, (2.22)

这表明对任意不小于 2 的自然数 n, 不等式 (2.11) 都成立, 易见不等式等号成立的充要条件

是: x1 = x2 = · · · = xn, 定理 2.6 证毕.

类似地, 我们可以得到

定理 2.7 设 Σ 和 Σ′ 均为抽象平均, xi ∈ I (i = 1, 2, . . . , n), 则对于 I 上任意的抽象

Σ ↪→ Σ′ 严格下凸函数 f(x), 都有

f(Σ{x1, x2, . . . , xn}) � Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xn)}, (2.23)

不等式等号成立的充要条件是: x1 = x2 = · · · = xn.

定理 2.8 设 Σ和 Σ′ 均为抽象平均, xi ∈ I, pi ∈ I ′ (i = 1, 2, . . . , n),则对于 I 上任意的

抽象 Σ ↪→ Σ′ 严格上凸函数 f(x), 都有

f(Σ{x(p1)
1 , x

(p2)
2 , . . . , x(pn)

n }) � Σ′{f (p1)(x1), f (p2)(x2), . . . , f (pn)(xn)}, (2.24)

不等式等号成立的充要条件是: x1 = x2 = · · · = xn.

证明 首先证明 p1, p2, . . . , pn 全部为非负有理实数的情形. 由于 p1, p2, . . . , pn 为有理

实数, 因此存在自然数 m1, m2, . . . , mn 和 m,使得 pi = mi

m (i = 1, 2, . . . , n), 不妨令 Σ(x̄, p̄) =

Σ{x(p1)
1 , x

(p2)
2 , . . . , x

(pn)
n }, 根据抽象平均的性质得到

Σ{x(p1)
1 , x

(p2)
2 , . . . , x(pn)

n } = Σ{x(
m1
m )

1 , x
(

m1
m )

2 , . . . , x
(

m1
m )

n } = Σ{x(m1)
1 , x

(m2)
2 , . . . , x(mn)

n }, (2.25)

根据定义 1.1 中的吸收律得到

Σ{x(m1)
1 , x

(m2)
2 , . . . , x(mn)

n } = Σ{x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
m1个

, x2, . . . , x2︸ ︷︷ ︸
m2个

, . . . , xn, . . . , xn︸ ︷︷ ︸
mn个

}, (2.26)

根据不等式 (2.11)和抽象平均的吸收律得到

f(Σ(x̄, p̄)) = f(Σ{x(p1)
1 , x

(p2)
2 , . . . , x(pn)

n })
= f(Σ{x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸

m1个

, x2, . . . , x2︸ ︷︷ ︸
m2个

, . . . , xn, . . . , xn︸ ︷︷ ︸
mn个

})

� Σ′{f(x1), . . . , f(x1)︸ ︷︷ ︸
m1个

, f(x2), . . . , f(x2)︸ ︷︷ ︸
m2个

, . . . , f(xn), . . . , f(xn)︸ ︷︷ ︸
mn个

}

� Σ′{f (m1)(x1), f (m2)(x2), . . . , f (mn)(xn)}, (2.27)

根据抽象平均的性质得到

Σ′{f (m1)(x1), f (m2)(x2), . . . , f (mn)(xn)} = Σ′{f (
m1
m )(x1), f (

m2
m )(x2), . . . , f ( mn

m )(xn)}
= Σ′{f (p1)(x1), f (p2)(x2), . . . , f (pn)(xn)}. (2.28)

由不等式 (2.27)和 (2.28)得到不等式 (2.24),这样证明了 p1, p2, . . . , pn 全部为非负有理实数

的情形.
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下面考虑 p1, p2, . . . , pn 为非负实数的情形, 事实上, 对每个 k = 1, 2, . . . , n, 存在非负有

理数列 {λkr}, 使得 limr→∞{λkr} = pk, 如果对某个 i, pi 为非负有理实数, 对任意的自然数

r, 可以取 {λir} = pi, 于是对于任意自然数 r, 得到

f(Σ{x(λ1r)
1 , x

(λ2r)
2 , . . . , x(λnr)

n }) � Σ′{f (λ1r)(x1), f (λ2r)(x2), . . . , f (λ2r)(xn)}, (2.29)

由于 f(x), Σ(x̄, p̄) 和 Σ′(x̄, p̄) 均为连续函数, 所以

f(Σ{x(p1)
1 , x

(p2)
2 , . . . , x(pn)

n }) = f(Σ{x( lim
r→∞ λ1r)

1 , x
( lim
r→∞ λ2r)

2 , . . . , x
( lim
r→∞ λnr)

n })
= f

(
lim

r→∞Σ{x(λ1r)
1 , x

(λ2r)
2 , . . . , x(λnr)

n }
)

= lim
r→∞ f(Σ{x(λ1r)

1 , x
(λ2r)
2 , . . . , x(λnr)

n }), (2.30)

并且

Σ′{f (p1)(x1), f (p2)(x2), . . . , f (pn)(xn)}
= Σ′{f ( lim

r→∞ λ1r)
(x1), f

( lim
r→∞ λ2r)

(x2), . . . , f
( lim
r→∞ λnr)

(xn)}
= Σ′

{
lim

r→∞ f (λ1r)(x1), lim
r→∞ f (λ2r)(x2), . . . , lim

r→∞ f (λnr)(xn)
}

= lim
r→∞Σ′{f (λ1r)(x1), f (λ2r)(x2), . . . , f (λnr)(xn)}, (2.31)

在不等式 (2.29) 两边取极限

lim
r→∞ f(Σ{x(λ1r)

1 , x
(λ2r)
2 , . . . , x(λnr)

n }) � lim
r→∞Σ′{f (λ1r)(x1), f (λ2r)(x2), . . . , f (λnr)(xn)}. (2.32)

立刻得到不等式 (2.24), 不等式等号成立的充要条件是: x1 = x2 = · · · = xn, 定理 2.8 证毕.

类似可以得到

定理 2.9 设 Σ 和 Σ′ 均为抽象平均, xi ∈ I, pi ∈ I ′ (i = 1, 2, . . . , n), 则对于 I 上任意

抽象 Σ ↪→ Σ′ 严格下凸函数 f(x), 都有

f(Σ{x(p1)
1 , x

(p2)
2 , . . . , x(pn)

n }) � Σ′{f (p1)(x1), f (p2)(x2), . . . , f (pn)(xn)}, (2.33)

不等式等号成立的充要条件是: x1 = x2 = · · · = xn.

定义 2.10 设 Σ 为抽象平均, x̄ = (x1, x2, . . . , xn), ȳ = (y1, y2, . . . , yn), σ(1), σ(2),

. . . , σ(n) 和 τ(1), τ(2), . . . , τ(n) 是 1, 2, . . . , n 的两个置换使得 xσ(1) � xσ(2) � · · · � xσ(n);

yτ(1) � yτ(2) � · · · � yτ(n), 并且对任意的 k = 1, 2, . . . , n − 1 都有

Σ{xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(k)} � Σ{yτ(1), yτ(2), . . . , yτ(k)}; (2.34)

Σ{xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)} = Σ{yτ(1), yτ(2), . . . , yτ(n)}, (2.35)

则称 ȳ 抽象 Σ 控制 x̄, 或称 x̄ 被 ȳ 抽象 Σ 控制, 记作 (x1, x2, . . . , xn) ≺Σ
n (y1, y2, . . . , yn), 或

简记为: x̄ ≺Σ
n ȳ. 如果对任意的 k = 1, 2, . . . , n 都有

Σ{xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(k)} � Σ{yτ(1), yτ(2), . . . , yτ(k)}, (2.36)

称 ȳ 抽象 Σ下控制 x̄, 或称 x̄ 被 ȳ 抽象 Σ下控制,记作 (x1, x2, . . . , xn) ≺Σ
n,w (y1, y2, . . . , yn),

或简记为: x̄ ≺Σ
n,w ȳ. 如果对任意的 k = 0, 1, . . . , n − 1 都有

Σ{xσ(k+1), xσ(k+2), . . . , xσ(n)} � Σ{yτ(k+1), yτ(k+2), . . . , yτ(n)}, (2.37)

称 ȳ 抽象 Σ上控制 x̄,或称 x̄被 ȳ 抽象 Σ上控制,记作 (x1, x2, . . . , xn) ≺Σ,w
n (y1, y2, . . . , yn),

或简记为: x̄ ≺Σ,w
n ȳ.

为了行文方便, 我们在下文中都约定 x1 � x2 � · · · � xn, y1 � y2 � · · · � yn, 这样对结

果是没有任何影响的.
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3 抽象控制不等式的基本定理及证明

本文的主要结果是下面的抽象控制不等式基本定理.

定理 3.1 设 Σ和 Σ′ 均为抽象平均,如果 xi, yi∈I (i=1, 2, . . . , n)满足 (x1, x2, . . . , xn)

≺Σ
n (y1, y2, . . . , yn), 则对于 I 上任意的抽象 Σ ↪→ Σ′ 严格上凸函数 f(x), 都有

Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xn)} � Σ′{f(y1), f(y2), . . . , f(yn)}, (3.1)

不等式等号成立的充要条件是: xt = yt (t = 1, 2, . . . , n).

下边的引理 3.2 是抽象控制的基本定理, 也是我们证明定理 3.1 的关键.

引理 3.2 设 Σ是抽象平均, xi, yi ∈ I (i = 1, 2, . . . , n),则 (x1, x2, . . . , xn) ≺Σ
n (y1, y2, . . . ,

yn) 的充分必要条件是: 存在 n 阶双随机矩阵 (见文献 [6]) P = (pij) (i, j = 1, 2, . . . , n), 使得

xt = Σ{y(pt1)
1 , y

(pt2)
2 , . . . , y(ptn)

n } (t = 1, 2, . . . , n). (3.2)

引理 3.2 的证明 先证明充分性,考虑用数学归纳法证明, 对分量个数 n 用归纳法. 当

n = 1 结论显然, 下面考虑 n > 1 的情形. 假设当 n = k − 1 时, 命题成立, 分两种情形证明.

第 1 种情形, 当 (x1, x2, . . . , xk) 和 (y1, y2, . . . , yk) 有相同的分量时, 不妨假定相同的分

量为 xr = ys, 或 xs = yr, 当 r = s 时, 显然有

(x1, . . . , x̂r, . . . , xk) ≺Σ
k (y1, . . . , ŷs, . . . , yk), (3.3)

因此我们考虑 r �= s 的情形, 不妨假定 0 < r < s � k.

当 xr = ys, 由于对任意的 t = 1, 2, . . . , k − 1 都有

Σ{x1, x2, . . . , xt} � Σ{y1, y2, . . . , yt}, (3.4)

又 xk � · · · � xr+1 � xr , 因此对于任意的 r � h < s, 由递增律, 都有

Σ{x1, . . . , x̂r, . . . , xh+1} � Σ{x1, x2, . . . , xh} � Σ{y1, y2, . . . , yh}, (3.5)

对于任意的 s � h < k, 都有

Σ{x1, x2, . . . , xh+1} = Σ{x1, . . . , x̂r, . . . , xh+1, xr}
= Σ{Σ(h){x1, . . . , x̂r, . . . , xh+1}, Σ{xr}} (3.6)

和

Σ{y1, y2, . . . , yh+1} = Σ(y1, . . . , ŷs, . . . , yh+1, ys)

= Σ{Σ(h){y1, . . . , ŷs, . . . , yh+1}, Σ{ys}}, (3.7)

又因为

Σ{x1, x2, . . . , xh+1} � Σ{y1, y2, . . . , yh+1}, (3.8)

于是得到

Σ{Σ(h){x1, . . . , x̂r, . . . , xh+1}, Σ{xr}} � Σ{Σ(h){y1, . . . , ŷs, . . . , yh+1}, Σ{ys}}, (3.9)

根据抽象平均的性质容易得到

Σ{Σ{x1, . . . , x̂r, . . . , xh+1}, Σ( 1
h ){xr}} � Σ{Σ{y1, . . . , ŷs, . . . , yh+1}, Σ( 1

h ){ys}}, (3.10)

由于 Σ{xr} = xr = ys = Σ{ys}, 现假设 Σ{x1, . . . , x̂r , . . . , xh+1} > Σ{y1, . . . , ŷs, . . . , yh+1}, 根
据抽象平均的递增律得到

Σ{Σ{x1, . . . , x̂r, . . . , xh+1}, Σ( 1
h ){xr}} > Σ{Σ{y1, . . . , ŷs, . . . , yh+1}, Σ( 1

h ){ys}}, (3.11)
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这与不等式 (3.10) 相矛盾, 因此假设不成立, 于是得到

Σ{x1, . . . , x̂r , . . . , xh+1} � Σ{y1, . . . , ŷs, . . . , yh+1}. (3.12)

又因为 Σ{x1, x2, . . . , xk} = Σ{y1, y2, . . . , yk}, 根据抽象平均的性质容易得到
Σ{Σ{x1, . . . , x̂r, . . . , xk}, Σ( 1

h ){xr}} = Σ{Σ{y1, . . . , ŷs, . . . , yk}, Σ( 1
h ){ys}}, (3.13)

由于 Σ{xr} = xr = ys = Σ{ys}, 现假设 Σ{x1, . . . , x̂r, . . . , xk} > Σ{y1, . . . , ŷs, . . . , yk}, 根据抽
象平均的递增律得到

Σ{Σ{x1, . . . , x̂r, . . . , xk}, Σ( 1
h ){xr}} > Σ{Σ{y1, . . . , ŷs, . . . , yk}, Σ( 1

h ){ys}}, (3.14)

同样, 假设 Σ{x1, . . . , x̂r , . . . , xk} < Σ{y1, . . . , ŷs, . . . , yk}, 根据抽象平均的递增律得到
Σ{Σ{x1, . . . , x̂r, . . . , xk}, Σ( 1

h ){xr}} < Σ{Σ{y1, . . . , ŷs, . . . , yk}, Σ( 1
h ){ys}}, (3.15)

这两个假设都与 (3.13) 式相矛盾, 因此这两个假设都不成立, 于是得到

Σ{x1, . . . , x̂r, . . . , xk} = Σ{y1, . . . , ŷs, . . . , yk}. (3.16)

我们证明了 (3.3) 式在 xr = ys 时的情形.

当 xs = yr, 由于 s > r, 所以容易得到

x1 � x2 � · · · � xs = yr � yr+1 � · · · � yk, (3.17)

所以得到对任意的 t = r, r + 1, . . . , s 都有

Σ{xt, xt+1, . . . , xs} � Σ{yt, yt+1, . . . , ys}. (3.18)

由于

Σ{x1, x2, . . . , xs} � Σ{y1, y2, . . . , ys}, (3.19)

因为

Σ{x1, x2, . . . , xs} = Σ{Σ(h){x1, . . . , x̂r, . . . , xh+1}, Σ(s−h){xr, xh+2, . . . , xs}}, (3.20)

以及

Σ{y1, y2, . . . , ys} = Σ{Σ(h){y1, y2, . . . , yh}, Σ(s−h){yh+1, yh+2, . . . , ys}}, (3.21)

于是

Σ{Σ(h){x1, . . . , x̂r , . . . , xh+1}, Σ(s−h){xr, xh+2, . . . , xs}}
� Σ{Σ(h){y1, y2, . . . , yh}, Σ(s−h){yh+1, yh+2, . . . , ys}}. (3.22)

易知

Σ{Σ(h){x1, . . . , x̂r, . . . , xh+1}, Σ(s−h){yh+1, yh+2, . . . , ys}}
� Σ{Σ(h){x1, . . . , x̂r, . . . , xh+1}, Σ(s−h){xr, xh+2, . . . , xs}}, (3.23)

所以

Σ{Σ(h){x1, . . . , x̂r , . . . , xh+1}, Σ(s−h){yh+1, yh+2, . . . , ys}}
� Σ{Σ(h){y1, y2, . . . , yh}, Σ(s−h){yh+1, yh+2, . . . , ys}}, (3.24)

于是

Σ{x1, . . . , x̂r, . . . , xh+1} � Σ{y1, y2, . . . , yh}. (3.25)
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因为 Σ{xr} = xr = ys = Σ{ys},仿上面的证明,同样可以得到: 对任意 h = s, s + 1, . . . , k − 1,

都有

Σ{x1, . . . , x̂r, . . . , xh} � Σ{y1, . . . , ŷs, . . . , yh}, (3.26)

同样容易验证

Σ{x1, . . . , x̂r, . . . , xk} = Σ{y1, . . . , ŷs, . . . , yk}. (3.27)

我们证明了 (3.3) 式在 xs = yr 时的情形, 因此得证 (3.3) 式.

于是当 xr = ys 时, 存在 k − 1 阶双随机矩阵 Q = (qij) (i, j = 1, 2, . . . , k, i �= r, j �= s),

使得对任意的 t = 1, . . . , r̂, . . . , k, 都有

xt = Σ{y(qt1)
1 , . . . , ŷ(qts)

s , . . . , y
(qtk)
k }. (3.28)

构造 k 阶双随机矩阵

Q′ = (q′ij) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

Q11 Oτ
r−1 Q12

Os−1 1 Ok−s

Q21 Oτ
k−r Q22

⎞
⎟⎟⎟⎠ , (3.29)

其中 ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Q11 = (qij) (i = 1, 2, . . . , r − 1; j = 1, 2, . . . , s − 1);

Q12 = (qij) (i = 1, 2, . . . , r − 1; j = s + 1, s + 2, . . . , k);

Q21 = (qij) (i = r + 1, r + 2, . . . , k; j = 1, 2, . . . , s − 1);

Q22 = (qij) (i = r + 1, r + 2, . . . , k; j = s + 1, s + 2, . . . , k),

Ot 表示 t维零行向量,“τ”表示转置.于是当 n = k时,存在 k阶双随机矩阵 Q′ = (q′ij) (i, j =

1, 2, . . . , k), 使得

xt = Σ(y(q′
t1)

1 , y
(q′

t2)
2 , . . . , y

(q′
tk)

k ) (t = 1, 2, . . . , k), (3.30)

第 2 种情形, 当 (x1, x2, . . . , xk) 与 (y1, y2, . . . , yk) 无相同的分量, 而 (x1, x2, . . . , xk) ≺Σ
k

(y1, y2, . . . , yk), 首先证明: 必然存在 1 � μ < k, 使得

yμ > xμ > yμ+1. (3.31)

若不然, 则必然有 xν < yν+1 (ν = 1, 2, . . . , k − 1), 并且 xk � x1 < y1, 于是得到

Σ{x1, x2, . . . , xk} < Σ{y1, y2, . . . , yk}, (3.32)

与 Σ{x1, x2, . . . , xk} = Σ{y1, y2, . . . , yk}矛盾,于是必然存在 1 � μ < k,使得 yμ > xμ > yμ+1.

又因为 Σ 为连续函数, 并且对任意的 θ, ϑ ∈ R++, 有

Σ{y(θ)
μ , y(ϑ)

μ } = yμ > xμ > yμ+1 = Σ{y(θ)
μ+1, y

(ϑ)
μ+1}, (3.33)

所以存在 α, β ∈ R++, α �= β, 满足 α + β = 1, 使得

xμ = Σ{y(α)
μ , y

(β)
μ+1}. (3.34)

令 zi = yi (i = 1, 2, . . . , k, i �= μ, i �= μ + 1), zμ = Σ{y(α)
μ , y

(β)
μ+1} = xμ, zμ+1 = Σ{y(β)

μ , y
(α)
μ+1},可

以得到

Σ{zu, zμ+1} = Σ{Σ{y(α)
μ , y

(β)
μ+1}, Σ{y(β)

μ , y
(α)
μ+1}}

= Σ{y(α+β)
μ , y

(α+β)
μ+1 } = Σ{yμ, yμ+1}. (3.35)
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假定 zσ(1) � zσ(2) � · · · � zσ(k), 这里 σ(1), σ(2), . . . , σ(k) 是 1, 2, . . . , k 的一个排列, 所以

Σ{x1, x2, . . . , xμ} � Σ{y1, y2, . . . , yμ−1, xμ}
= Σ{ z1, z2, . . . , zμ } � Σ{zσ(1), zσ(2), . . . , zσ(μ)}, (3.36)

以及

Σ{x1, x2, . . . , xμ+1} � Σ{y1, y2, . . . , yμ+1}
= Σ{Σ(μ−1){y1, y2, . . . , yμ−1}, Σ(2){yμ, yμ+1}}
= Σ{Σ(μ−1){z1, z2, . . . , zμ−1}, Σ(2){zμ, zμ+1}}
= Σ{z1, z2, . . . , zμ+1} � Σ{zσ(1), zσ(2), . . . , zσ(μ+1)}. (3.37)

同理可以得到: 对任意 t = μ + 2, . . . , k − 1 都有

Σ{x1, x2, . . . , xt} � Σ{zσ(1), zσ(2), . . . , zσ(t)}, (3.38)

并且

Σ{x1, x2, . . . , xk} = Σ{zσ(1), zσ(2), . . . , zσ(k)} = Σ{z1, z2, . . . , zk}, (3.39)

因此

(x1, x2, . . . , xk) ≺Σ
k (z1, z2, . . . , zk). (3.40)

又因为 (x1, x2, . . . , xk) 与 (z1, z2, . . . , zk) 有共同的分量 xμ = zμ, 于是利用第 1 种情况的证

明过程知道: 存在双随机矩阵 R = (rij) (i, j = 1, 2, . . . , k),使得得对任意的 t = 1, 2, . . . , k,都

有

xt = Σ{z(rt1)
1 , z

(rt2)
2 , . . . , z

(rtk)
k }, (3.41)

于是

xt = Σ{z(rt1)
1 , . . . , z(rtµ)

μ , z
(rt,µ+1)
μ+1 , . . . , z

(rtk)
k }

= Σ{y(rt1)
1 , . . . , Σ(rtµ){y(α)

μ , y
(β)
μ+1}, Σ(rt,µ+1){y(β)

μ , y
(α)
μ+1}, . . . , y(rtk)

k }
= Σ{y(rt1)

1 , . . . , y(αrtµ+βrt,µ+1)
μ , y

(βrtµ+αrt,µ+1)
μ+1 , . . . , y

(rtk)
k }. (3.42)

容易证明

rt1 + · · · + rt,μ−1 + (αrtμ + βrt,μ+1) + (βrtμ + αrt,μ+1) + rt,μ+2 + · · · + rtk = 1, (3.43)

并且

(αr1μ + βr1,μ+1) + (αr2μ + βr2,μ+1) + · · · + (αrkμ + βrk,μ+1)

= α(r1μ + r2μ + · · · + rkμ) + β(r1,μ+1 + r2,μ+1 + · · · + rk,μ+1) = α + β = 1, (3.44)

同理

(βr1μ + αr1,μ+1) + (βr2μ + αr2,μ+1) + · · · + (βrkμ + αrk,μ+1) = α + β = 1. (3.45)

因此存在 k 阶双随机矩阵 P = (pij) (i, j = 1, 2, . . . , k), 使得

xt = Σ{y(pt1)
1 , y

(pt2)
2 , . . . , y(ptk)

n } (t = 1, 2, . . . , k), (3.46)

这说明当 n = k 时, 结论也成立, 引理 3.2 的充分性证毕.

再证明引理 3.2 的必要性, 由于 x1 � x2 � · · · � xn, y1 � y2 � · · · � yn, 并且对任意的

t = 1, 2, . . . , n, 都有

xt = Σ{y(pt1)
1 , y

(pt2)
2 , . . . , y(ptn)

n }, (3.47)
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容易证明: 对任意的 k = 1, 2, . . . , n − 1, 都有

Σ{x1, x2, . . . , xk} = Σ{y(p11+···+pk1)
1 , y

(p12+···+pk2)
2 , . . . , y(p1n+···+pkn)

n }
� Σ{y(p11+···+pn1)

1 , y
(p12+···+pn2)
2 , . . . , y

(p1k+···+pnk)
k }

= Σ{y1, y2, . . . , yk}, (3.48)

易知

Σ{x1, x2, . . . , xn} = Σ{y1, y2, . . . , yn}, (3.49)

于是

{x1, x2, . . . , xn} ≺Σ
n {y1, y2, . . . , yn}, (3.50)

引理 3.2 的必要性证毕, 引理 3.2 证毕.

下面利用引理 3.2 完成定理 3.1 的证明.

定理 3.1 的证明 由于 Σ是抽象平均, 并且 (x1, x2, . . . , xn) ≺Σ
n (y1, y2, . . . , yn), 所以存

在双随机矩阵 P = (pij) (i, j = 1, 2, . . . , n), 使得

xk = Σ{y(pk1)
1 , y

(pk2)
2 , . . . , y(pkn)

n }, (k = 1, 2, . . . , n), (3.51)

于是

f(xk) = f(Σ{y(pk1)
1 , y

(pk2)
2 , . . . , y(pkn)

n }) � Σ′{f (pk1)(y1), f (pk2)(y2), . . . , f (pkn)(yn)}. (3.52)

因为 f(x) 为抽象 Σ ↪→ Σ′ 严格上凸函数, 令 Σ′(f(x), n) = Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xn)}, 根据
抽象平均的递增律得到

Σ′(f(x), n) � Σ′{Σ′{f (p11)(y1), f (p12)(y2), . . . , f (p1n)(yn)}, Σ′{f (p21)(y1),

f (p22)(y2), . . . , f (p2n)(yn)}, . . . , Σ′{f (pn1)(y1), f (pn2)(y2), . . . , f (pnn)(yn)}}, (3.53)

根据抽象平均的吸收律得到

Σ′(f(x), n) � Σ′{Σ′(n){f (p11)(y1), f (p12)(y2), . . . , f (p1n)(yn)}, Σ′(n){f (p21)(y1),

f (p22)(y2), . . . , f (p2n)(yn)}, . . . , Σ′(n){f (pn1)(y1), f (pn2)(y2), . . . , f (pnn)(yn)}},
= Σ′{f (p11)(y1), f (p12)(y2), . . . , f (p1n)(yn), f (p21)(y1),

f (p22)(y2), . . . , f (p2n)(yn), . . . , f (pn1)(y1), f (pn2)(y2), . . . , f (pnn)(yn)}
= Σ′{f (p11+p21+···+pn1)(y1), f (p12+p22+···+pn2)(y2), . . . , f (p1n+p2n+···+pnn)(yn)}.(3.54)

由于

p1k + p2k + · · · + pnk = 1 (k = 1, 2, . . . , n), (3.55)

于是

Σ′(f(x), n) = Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xn)} � Σ′{f(y1), f(y2), . . . , f(yn)} = Σ′(f(y), n).

这样证明了定理 3.1, 容易知道其等号成立的充要条件是: xt = yt (t = 1, 2, . . . , n).

由定理 3.1 的证明过程容易得到

定理 3.3 设 Σ和 Σ′均为抽象平均,如果 xi, yi ∈ I (i = 1, 2, . . . , n)满足 (x1, x2, . . . , xn)

≺Σ
n (y1, y2, . . . , yn), 则对于 I 上任意的抽象 Σ ↪→ Σ′ 严格下凸函数 f(x), 都有

Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xn)} � Σ′{f(y1), f(y2), . . . , f(yn)}, (3.56)
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不等式等号成立的充要条件是: xt = yt (t = 1, 2, . . . , n).

注记 3.4 由于 Σ 和 Σ′ 是抽象平均, f(x) 为 I 上抽象 Σ ↪→ Σ′ 严格上凸函数, 对于

任意的 x1, x2, . . . , xn ∈ I, 令 Σ(x) = Σ{x1, x2, . . . , xn}, 容易验证: (Σ(x), Σ(x), . . . , Σ(x)) ≺Σ
n

(x1, x2, . . . , xn), 应用定理 3.1 直接得到定理 2.6.

注记 3.5 由于 Σ 和 Σ′ 是抽象平均, f(x) 为 I 上抽象 Σ ↪→ Σ′ 严格下凸函数, 对于

任意的 x1, x2, . . . , xn ∈ I, 令 Σ(x) = Σ{x1, x2, . . . , xn}, 容易验证: (Σ(x), Σ(x), . . . , Σ(x)) ≺Σ
n

(x1, x2, . . . , xn), 应用定理 3.3 直接得到定理 2.7.

定理 3.6 设 Σ 和 Σ′ 均为抽象平均, 若 xi, yi ∈ I (i = 1, 2, . . . , n) 满足 (x1, x2, . . . , xn)

≺Σ
n,w (y1, y2, . . . , yn), 则对于 I 上任意的抽象 Σ ↪→ Σ′ 严格上凸的递减函数 f(x), 都有

Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xn)} � Σ′{f(y1), f(y2), . . . , f(yn)}, (3.57)

不等式等号成立的充要条件是: xt = yt (t = 1, 2, . . . , n).

证明 设 y′
n 满足:

Σ{x1, x2, . . . , xn} = Σ{y1, y2, . . . , y
′
n}, (3.58)

由于 (x1, x2, . . . , xn) ≺Σ
n,w (y1, y2, . . . , yn), 所以

Σ{x1, x2, . . . , xn} � Σ{y1, y2, . . . , yn}, (3.59)

所以

Σ{y1, y2, . . . , y
′
n} � Σ{y1, y2, . . . , yn}. (3.60)

因此得到 y1 � y2 � · · · � yn � y′
n. 容易验证

(x1, x2, . . . , xn) ≺Σ
n (y1, y2, . . . , y

′
n),

根据定理 3.1 得到

Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xn)} � Σ′{f(y1), f(y2), . . . , f(y′
n)}. (3.61)

因为 f(x) 是严格递减的函数, 由 yn � y′
n 得到 f(y′

n) � f(yn), 于是

Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xn)} � Σ′{f(y1), f(y2), . . . , f(y′
n)}

� Σ′{f(y1), f(y2), . . . , f(yn)}, (3.62)

这样证明了不等式 (3.57), 易见等号成立的充要条件是: xt = yt (t = 1, 2, . . . , n), 定理 3.6 证

毕.

类似可以得到

定理 3.7 设 Σ 和 Σ′ 均为抽象平均, 若 xi, yi ∈ I (i = 1, 2, . . . , n) 满足 (x1, x2, . . . , xn)

≺Σ
n,w (y1, y2, . . . , yn), 则对于 I 上任意的抽象 Σ ↪→ Σ′ 严格下凸的递增函数 f(x), 都有

Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xn)} � Σ′{f(y1), f(y2), . . . , f(yn)}, (3.63)

不等式等号成立的充要条件是: xt = yt (t = 1, 2, . . . , n).

定理 3.8 设 Σ 和 Σ′ 均为抽象平均, 若 xi, yi ∈ I (i = 1, 2, . . . , n) 满足 (x1, x2, . . . , xn)

≺Σ,w
n (y1, y2, . . . , yn), 则对于 I 上任意的抽象 Σ ↪→ Σ′ 严格上凸的递增函数 f(x), 都有

Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xn)} � Σ′{f(y1), f(y2), . . . , f(yn)}, (3.64)

不等式等号成立的充要条件是: xt = yt (t = 1, 2, . . . , n).
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证明 设 y′
1 满足

Σ{x1, x2, . . . , xn} = Σ{y′
1, y2, . . . , yn}, (3.65)

由于 (x1, x2, . . . , xn) ≺Σ
n,w (y1, y2, . . . , yn), 所以

Σ{x1, x2, . . . , xn} � Σ{y1, y2, . . . , yn}, (3.66)

所以

Σ{y′
1, y2, . . . , yn} � Σ{y1, y2, . . . , yn}. (3.67)

因此得到 y′
1 � y1 � y2 � · · · � yn, 又因为

Σ{xk+1, xk+2, . . . , xn} � Σ{yk+1, yk+2, . . . , yn}, (k = 0, 1, . . . , n − 1), (3.68)

而

Σ{x1, x2, . . . , xn} =Σ{Σ(k){x1, x2, . . . , xk}, Σ(n−k){xk+1, xk+2, . . . , xn}}; (3.69)

Σ{ y′
1, y2, . . . , yn} =Σ{Σ(k){ y′

1, y2, . . . , yk}, Σ(n−k){ yk+1, yk+2, . . . , yn}}, (3.70)

于是

(x1, x2, . . . , xn) ≺Σ
n (y′

1, y2, . . . , yn). (3.71)

根据定理 3.1 得到

Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xn)} � Σ′{f(y′
1), f(y2), . . . , f(yn)}. (3.72)

因为 f(x) 是递增的函数, 由 y′
1 � y1 得到 f(y′

1) � f(y1), 于是

Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xn)} � Σ′{f(y′
1), f(y2), . . . , f(yn)}

� Σ′{f(y1), f(y2), . . . , f(yn)}. (3.73)

这样证明了不等式 (3.64), 易见等号成立的充要条件是: xt = yt (t = 1, 2, . . . , n), 定理 3.8 证

毕.

用类似的方法, 我们还可以得到

定理 3.9 设 Σ 和 Σ′ 均为抽象平均, 若 xi, yi ∈ I (i = 1, 2, . . . , n) 满足 (x1, x2, . . . , xn)

≺Σ,w
n (y1, y2, . . . , yn), 则对于 I 上任意的抽象 Σ ↪→ Σ′ 严格下凸的递减函数 f(x), 都有

Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xn)} � Σ′{f(y1), f(y2), . . . , f(yn)}, (3.74)

不等式等号成立的充要条件是: xt = yt (t = 1, 2, . . . , n).

对于定理 3.1,我们猜测 (x1, x2, . . . , xn) ≺Σ
n (y1, y2, . . . , yn)是不等式 (3.1)的充分必要条

件, 于是提出

猜想 3.10 设 Σ 和 Σ′ 均为抽象平均, xi, yi ∈ I (i = 1, 2, . . . , n). 如果对于任意的抽象

Σ ↪→ Σ′ 严格上凸函数 f(x), 都有 Σ′{f(x1), f(x2), . . . , f(xn)} � Σ′{f(y1), f(y2), . . . , f(yn)},
则有

(x1, x2, . . . , xn) ≺Σ
n (y1, y2, . . . , yn). (3.75)

对于定理 3.3、3.6–3.9,也可以提出类似的猜想, 我们就不一一列出了.

4 抽象向量平均的基本概念和定理

本节推广抽象平均的基本定理到 n 维的情形, 首先给出对称 Σ 集、抽象向量平均以及

抽象 Σ ↪→ Σ′ 上凸函数等概念.

886



中国科学 A 辑: 数学 第 39 卷 第 7 期

定义 4.1 集合 S ⊂ R
n 称为对称的, 如果对于任意的 x̄ ∈ S 和任意的置换矩阵 G, 都

有 Gx̄ ∈ S; 称对称集 S ⊂ R
n 为对称 Σ集, 如果 Σ为抽象向量平均,对于任意的 x̄i ∈ S (i =

1, 2, . . . , m), 都有 Σ{x̄1, x̄2, . . . , x̄m} ∈ S; n 元函数 ϕ(x̄) 在对称集 S 上称为对称的, 如果对

于任意的 x̄ ∈ S 和任意的置换矩阵 G, 都有 ϕ(Gx̄) = ϕ(x̄).

定义 4.2 设 Σ是抽象平均, 对任给的 x̄i = (xi1, xi2, . . . , xin) ∈ R
n (i = 1, 2, . . . , m), 称

向量

(Σ{x(p1)
11 , x

(p2)
21 , . . . , x

(pm)
m1 }, Σ{x(p1)

12 , x
(p2)
22 , . . . , x

(pm)
m2 }, . . . , Σ{x(p1)

1n , x
(p2)
2n , . . . , x(pm)

mn }) (4.1)

为向量组X ={x̄1, x̄2, . . . , x̄m}关于权系数 p1, p2, . . . , pm的抽象向量平均,记为 Σ{x̄(p1)
1 , x̄

(p2)
2 ,

. . . , x̄
(pm)
m }, 简记为 Σ(X, p̄), 如果不引起混淆, 也记为 Σ(X), 甚至记为 Σ.

定义 4.3 设 Σ 为抽象向量平均,Σ′ 为抽象平均, S ⊂ R
n 为对称 Σ 集, 如果对任给的

x̄, ȳ ∈ S, n 元连续函数 ϕ(x̄) 满足

ϕ(Σ{x̄, ȳ}) � Σ′{ϕ(x̄), ϕ(ȳ)}, (4.2)

则称 n 元连续函数 ϕ(x̄) 为 S 上的抽象 Σ ↪→ Σ′ 上凸函数, 当 x̄ �= ȳ 时, 如果上述不等号严

格成立, 则称 ϕ(x̄) 为 S 上的抽象 Σ ↪→ Σ′ 严格上凸函数.

当上述不等式反向时,则 n 元连续函数 ϕ(x̄)为 S 上的抽象 Σ → Σ′ 下凸函数,当 x̄ �= ȳ

时, 如果上述不等式反向并且不等号严格成立, 则称 ϕ(x̄) 为 S 上的抽象 Σ → Σ′ 严格下凸

函数.

类似于第 2 节中证明方法, 容易给出下面定理 4.3–4.6 的证明, 此处略去.

定理 4.4 设 Σ 为抽象向量平均, Σ′ 为抽象平均, S ⊂ R
n 为对称 Σ 集, x̄i ∈ S (i =

1, 2, . . . , m), 则对 S 上任意的 n 元抽象 Σ ↪→ Σ′ 严格上凸函数 ϕ(x̄), 都有

ϕ(Σ{x̄1, x̄2, . . . , x̄m}) � Σ′{ϕ(x̄1), ϕ(x̄2), . . . , ϕ(x̄m)}, (4.3)

其中等号成立的充要条件是: x̄1 = x̄2 = · · · = x̄m.

定理 4.5 设 Σ 为抽象向量平均, Σ′ 为抽象平均, S ⊂ R
n 为对称 Σ 集, x̄i ∈ S (i =

1, 2, . . . , m), 则对 S 上任意的 n 元抽象 Σ ↪→ Σ′ 严格下凸函数 ϕ(x̄), 都有

ϕ(Σ{x̄1, x̄2, . . . , x̄m}) � Σ′{ϕ(x̄1), ϕ(x̄2), . . . , ϕ(x̄m)}, (4.4)

其中等号成立的充要条件是: x̄1 = x̄2 = · · · = x̄m.

定理 4.6 设 Σ 为抽象向量平均, Σ′ 为抽象平均, S ⊂ R
n 为对称 Σ 集, x̄i ∈ S, pi ∈

I ′ (i = 1, 2, . . . , m), 则对 S 上任意的 n 元抽象 Σ ↪→ Σ′ 严格上凸函数 ϕ(x̄), 都有

ϕ(Σ{x̄(p1)
1 , x̄

(p2)
2 , . . . , x̄(pm)

m }) � Σ′{ϕ(p1)(x̄1), ϕ(p2)(x̄2), . . . , ϕ(pm)(x̄m)}, (4.5)

其中等号成立的充要条件是: x̄1 = x̄2 = · · · = x̄m.

定理 4.7 设 Σ 为抽象向量平均, Σ′ 为抽象平均, S ⊂ R
n 为对称 Σ 集, x̄i ∈ S, pi ∈

I ′ (i = 1, 2, . . . , m), 则对 S 上任意的 n 元抽象 Σ ↪→ Σ′ 严格下凸函数 ϕ(x̄), 都有

ϕ(Σ{x̄(p1)
1 , x̄

(p2)
2 , . . . , x̄(pm)

m }) � Σ′{ϕ(p1)(x̄1), ϕ(p2)(x̄2), . . . , ϕ(pm)(x̄m)}, (4.6)

其中等号成立的充要条件是: x̄1 = x̄2 = · · · = x̄m.

下面的定理也是抽象控制不等式的基本定理.

定理 4.8 设 Σ 为抽象向量平均, Σ′ 为抽象平均, S ⊂ R
n 为对称凸集, x̄ = (x1, x2, . . . ,

xn), ȳ = (y1, y2, . . . , yn) ∈ S, 满足 (x1, x2, . . . , xn) ≺Σ
n y1, y2, . . . , yn), 则对任意的 n 元抽象对
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称 Σ ↪→ Σ′ 严格上凸函数 ϕ(x̄), 都有

ϕ(x̄) � ϕ(ȳ), (4.7)

其中等号成立的充要条件是: xσ(i) = yi (i = 1, 2, . . . , n).

对于定理 4.8 的证明, 我们需要下面的两个引理.

引理 4.9[6] P 为双随机矩阵的充分必要条件是存在置换矩阵 G1, G2, . . . , Gl 和满足

a1 + a2 + · · · + al = 1 的正实数 a1, a2, . . . , al, 使得

P = a1G1 + a2G2 + · · · + alGl. (4.8)

引理 4.10 设 Σ为抽象平均, ϕ(x̄)是对称凸集 S ⊂ R
n 上的对称函数, G = (gij) (i, j =

1, 2, . . . , n) 是置换矩阵, 如果 ᾱ = (α1, α2, . . . , αn), β̄ = (β1, β2, . . . , βn) ∈ S 满足
αk = Σ{β(gk1)

1 , β
(gk2)
2 , . . . , β(gkn)

n } (k = 1, 2, . . . , n), (4.9)

则有

ϕ(ᾱ) = ϕ(β̄). (4.10)

引理 4.10 的证明是显而易见的.

定理 4.8 的证明 由于 Σ 是抽象平均, 并且 (x1, x2, . . . , xn) ≺Σ
n (y1, y2, . . . , yn), 所以

存在双随机矩阵 P = (pij) (i, j = 1, 2, . . . , n), 使得

xk = Σ{y(pk1)
1 , y

(pk2)
2 , . . . , y(pkn)

n } (k = 1, 2, . . . , n), (4.11)

由引理 4.9 可知: 存在置换矩阵 G1 = (g1ij), G2 = (g2ij), . . . , Gl = (glij) (i, j = 1, 2, . . . , n) 和

满足 a1 + a2 + · · · + al = 1 的正实数 a1, a2, . . . , al, 使得 P = a1G1 + a2G2 + · · · + alGl, 所以

pij = a1g1ij + a2g2ij + · · · + alglij (i, j = 1, 2, . . . , n), (4.12)

由于

ak = akgki1 + akgki2 + · · · + akgkil (i = 1, 2, . . . , n; k = 1, 2, . . . , l), (4.13)

抽象平均的吸收律得到

xi = Σ{y(a1g1i1+a2g2i1+···+algli1)
1 , y

(a1g1i2+a2g2i2+···+algli2)
2 , . . . , y(a1g1in+a2g2in+···+alglin)

n }
= Σ{Σ(a1){y(a1g1i1)

1 , y
(a1g1i2)
2 , . . . , y(a1g1in)

n }, Σ(a2){y(a2g2i1)
1 , y

(a2g2i2)
2 , . . . , y(a2g2in)

n }, . . . ,
Σ(al){y(algli1)

1 , y
(algli2)
2 , . . . , y(alglin)

n }}
= Σ{Σ(a1){y(g1i1)

1 , y
(g1i2)
2 , . . . , y(g1in)

n }, Σ(a2){y(g2i1)
1 , y

(g2i2)
2 , . . . , y(g2in)

n }, . . . ,
Σ(al){y(gli1)

1 , y
(gli2)
2 , . . . , y(glin)

n }} (i = 1, 2, . . . , n), (4.14)

记 zki = Σ{y(gki1)
1 , y

(gki2)
2 , . . . , y

(gkin)
n }, z̄k = (zk1, zk2, . . . , zkn) (k = 1, 2, . . . , l; i = 1, 2, . . . , n),

于是

xi = Σ{z(a1)
1i , z

(a2)
2i , . . . , z

(al)
li } (i = 1, 2, . . . , n), (4.15)

记 x̄ = (x1, x2, . . . , xn), 于是

x̄ = (Σ{z(a1)
11 , z

(a2)
21 , . . . , z

(al)
l1 }, Σ{z(a1)

12 , z
(a2)
22 , . . . , z

(al)
l2 }, . . . , Σ{z(a1)

1n , z
(a2)
2n , . . . , z

(al)
ln }), (4.16)

根据抽象向量平均定义得到

x̄ = (x1, x2, . . . , xn) = Σ{z̄(a1)
1 , z̄

(a2)
2 , . . . , z̄

(al)
l }, (4.17)
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由不等式 (4.5) 得到

ϕ(x̄) = ϕ(Σ{z̄(a1)
1 , z̄

(a2)
2 , . . . , z̄

(al)
l })

� Σ′{ϕ(a1)(z̄1), ϕ(a2)(z̄2), . . . , ϕ(al)(z̄l)}. (4.18)

由于 z̄k = (zk1, zk2, . . . , zkn), zki = Σ{y(gki1)
1 , y

(gki2)
2 , . . . , y

(gkin)
n }, Gt = (gtij) (k = 1, 2, . . . , l; i, j

= 1, 2, . . . , n) 为 n 阶置换矩阵, 根据引理 4.10 可以得到

ϕ(z̄1) = ϕ(z̄2) = · · · = ϕ(z̄l) = ϕ(ȳ), (4.19)

于是

ϕ(x̄) � Σ′{ϕ(a1)(z̄1), ϕ(a2)(z̄2), . . . , ϕ(al)(z̄l)}
= Σ′{ϕ(a1)(ȳ), ϕ(a2)(ȳ), . . . , ϕ(al)(ȳ)} = ϕ(ȳ), (4.20)

这样就证明了不等式 (4.7),容易知道其等号成立的充要条件是: 存在 n 阶置换矩阵 G, 使得

x̄ = Gȳ, 定理 4.8 证毕.

注 4.11 事实上, 不等式 (4.7) 与抽象平均 Σ 无关, 即对任意的抽象平均 Σ, 不等式

(4.7) 总成立, 并且它也是不等式 (1.2) 的推广和延伸.

由定理 4.8 的证明过程可以得到

定理 4.12 设Σ是抽象向量平均,Σ′抽象平均, S ⊂ R
n为对称凸集, x̄ = (x1, x2, . . . , xn),

ȳ = (y1, y2, . . . , yn) ∈ S, 满足 (x1, x2, . . . , xn) ≺Σ
n (y1, y2, . . . , yn), 则对 S 上任意的 n 元抽象

对称 Σ ↪→ Σ′ 严格下凸函数 ϕ(x̄), 都有

ϕ(x̄) � ϕ(ȳ), (4.21)

其中等号成立的充要条件是: xσ(i) = yi (i = 1, 2, . . . , n).

对于定理 4.8, 我们提出下面的猜想.

猜想 4.13 设Σ是抽象向量平均,Σ′抽象平均, S ⊂ R
n为对称凸集, x̄ = (x1, x2, . . . , xn),

ȳ = (y1, y2, . . . , yn) ∈ S, 如果对任意的 n 元抽象对称 Σ ↪→ Σ′ 上凸函数 ϕ(x̄), 不等式

ϕ(x̄) � ϕ(ȳ) 都成立, 则

(x1, x2, . . . , xn) ≺Σ
n (y1, y2, . . . , yn). (4.22)

对定理 4.12 也可以提出类似的猜想.

下面给出向量组 Y 抽象 Σ-控制向量组 X 的概念.

定义 4.14 设 Σ 是抽象向量平均,S ⊂ R
n 为对称 Σ 集, x̄i, ȳi ∈ S (i = 1, 2, . . . , m), 如

果存在 m 阶双随机矩阵 P = (pij), 使得

x̄t = Σ{ȳ(p1t)
1 , ȳ

(p2t)
2 , . . . , ȳ(pmt)

m } (t = 1, 2, . . . , m), (4.23)

则称向量组 X = {x̄1, x̄2, . . . , x̄m} 被向量组 Y = {ȳ1, ȳ2, . . . , ȳm} 抽象 Σ-控制, 称向量组

Y = {ȳ1, ȳ2, . . . , ȳm} 抽象 Σ-控制向量组 X = {x̄1, x̄2, . . . , x̄m}, 记作 {x̄1, x̄2, . . . , x̄m} ≺Σ
m

{ȳ1, ȳ2, . . . , ȳm}, 简记为: X ≺Σ
m Y .

下面是关于向量组 Y 抽象 Σ-控制向量组 X 的基本不等式.

定理 4.15 设 Σ 为抽象向量平均,Σ′ 为抽象平均, S ⊂ R
n 为对称 Σ 集, 如果 x̄i, ȳi ∈

S (i = 1, 2, . . . , m)满足 {x̄1, x̄2, . . . , x̄m} ≺Σ
m {ȳ1, ȳ2, . . . , ȳm},则对 S 上任意的 n元抽象对称

Σ ↪→ Σ′ 严格上凸函数 ϕ(x̄), 都有

Σ′{ϕ(x̄1), ϕ(x̄2), . . . , ϕ(x̄m)} � Σ′{ϕ(ȳ1), ϕ(ȳ2), . . . , ϕ(ȳm)}, (4.24)
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其中等号成立的充要条件是:x̄σ(i) = ȳi (i = 1, 2, . . . , m).

证明 由于 {x̄1, x̄2, . . . , x̄m} ≺Σ
m {ȳ1, ȳ2, . . . , ȳm}, 所以存在 n 阶双随机矩阵 P = (pij)

(i, j = 1, 2, . . . , m), 使得

x̄t = Σ{ȳ(p1t)
1 , ȳ

(p2t)
2 , . . . , ȳ(pmt)

m },

所以

ϕ(x̄t) = ϕ(Σ{ȳ(p1t)
1 , ȳ

(p2t)
2 , . . . , ȳ(pmt)

m }) (t = 1, 2, . . . , m), (4.25)

因为 ϕ(x̄) 为抽象 Σ ↪→ Σ′ 严格上凸函数, 根据不等式 (4.5) 得到

ϕ(x̄t) = ϕ(Σ{ȳ(p1t)
1 , ȳ

(p2t)
2 , . . . , ȳ(pmt)

m }) � Σ′{ϕ(p1t)(ȳ1), ϕ(p2t)(ȳ2), . . . , ϕ(pmt)(ȳm)}, (4.26)

由于对任意的 t = 1, 2, . . . , m, 有 p1t + p2t + · · · + pmt = 1, 根据抽象平均的递增律和吸收律

容易得到

Σ′{ϕ(x̄1), ϕ(x̄2), . . . , ϕ(x̄m)}
� Σ′{Σ′{ϕ(p11)(ȳ1), ϕ(p21)(ȳ2), . . . , ϕ(pm1)(ȳm)}, Σ′{ϕ(p12)(ȳ1), ϕ(p22)(ȳ2),

. . . , ϕ(pm2)(ȳm)}, . . . , Σ′{ϕ(p1m)(ȳ1), ϕ(p2m)(ȳ2), . . . , ϕ(pmm)(ȳm)}}
= Σ{ϕ(p11+p12+···+plm)(y1), ϕ(p21+p22+···+p2m)(y2), . . . , ϕ(pm1+pm2+···+pmm)(yn)}. (4.27)

又因为对任意的 t = 1, 2, . . . , m, pt1 + pt2 + · · · + ptm = 1, 所以

Σ′{ϕ(x̄1), ϕ(x̄2), . . . , ϕ(x̄m)} � Σ′{ϕ(ȳ1), ϕ(ȳ2), . . . , ϕ(ȳm)},
这样证明了不等式 (4.24), 易见其等号成立的充要条件是: x̄σ(i) = ȳi (i = 1, 2, . . . , m), 定理

4.15 证毕.

用同样的方法可以证明

定理 4.16 设 Σ 为抽象向量平均, Σ′ 为抽象平均, S ⊂ R
n 为对称 Σ 集, 如果 x̄i, ȳi ∈

S (i = 1, 2, . . . , m)满足 {x̄1, x̄2, . . . , x̄m} ≺Σ
m {ȳ1, ȳ2, . . . , ȳm},则对 S 上任意的 n 元抽象对称

Σ ↪→ Σ′ 严格下凸函数 ϕ(x̄), 都有

Σ′{ϕ(x̄1), ϕ(x̄2), . . . , ϕ(x̄m)} � Σ′{ϕ(ȳ1), ϕ(ȳ2), . . . , ϕ(ȳm)}, (4.28)

其中等号成立的充要条件是: x̄σ(i) = ȳi (i = 1, 2, . . . , m).

对于定理 4.15,我们提出如下的猜想.

猜想 4.17 设 Σ为抽象向量平均, Σ′ 为抽象平均, S ⊂ R
n 为对称 Σ集, x̄i, ȳi ∈ S (i =

1, 2, . . . , m), 如果对 S 上任意的 n 元抽象对称 Σ ↪→ Σ′ 上凸函数 ϕ(x̄), 不等式 (4.24) 都成

立, 则有

{x̄1, x̄2, . . . , x̄m} ≺Σ
m {ȳ1, ȳ2, . . . , ȳm}. (4.29)

对于定理 4.16,也可以提出类似的猜想.

在本文中, 我们建立了抽象控制不等式的理论基础以及相关的推论, 事实上, 我们并没

有用更多的例子表明这些抽象理论的应用价值,但至少例 2.2已经说明算术或几何控制不等

式理论可以由本文建立的抽象控制不等式理论推导出来. 由于篇幅的限制, 我们将在另外一

篇文章中, 应用本文的抽象控制不等式理论统一讨论诸多涉及平均的著名不等式和建立新的

一些不等式.
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