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摘要    在宇宙早期形成的黑洞被称为原初黑洞. 原初黑洞反映了宇宙早期的结构, 研究原初黑洞将加深我们对

早期宇宙演化规律的理解. 同时, 将有关原初黑洞的理论计算结果和相关观测数据进行比较, 可以有效地对相关

理论模型加以限制. 因此原初黑洞在理论和观测两方面都具有重要的研究价值. 形成原初黑洞的机制有多种, 本

文将主要介绍大幅度密度扰动产生原初黑洞的机制. “Carr-Hawking”塌缩模型被相关文献广泛采用. 该塌缩模型

认为原初黑洞的质量近似等于塌缩区域进入视界时的视界质量. 但是, 近年的数值计算结果表明临界塌缩模型更

加合理可靠. 在临界塌缩模型中, 原初黑洞的质量应由临界质量关系给出. 本文首先介绍大幅度密度扰动塌缩形

成原初黑洞的一些基本概念: 原初黑洞的形成条件、原初黑洞的质量、形成时间及其寿命等; 然后介绍原初黑洞

丰度的计算以及如何从暴涨模型的结果计算原初黑洞的丰度. 
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在宇宙早期形成的黑洞被称为原初黑洞 [1,2]. 能

够形成原初黑洞的机制有多种. 例如, 辐射主导时期

的大幅度密度扰动可以塌缩成原初黑洞 [3]; 宇宙早

期相变造成的一维拓扑缺陷 , 即宇宙弦 (cosmic 

string)也可以塌缩成原初黑洞[4]; 宇宙早期一次相变

过程中产生的真空泡之间的碰撞也可以产生原初黑

洞 [5,6]. 因此 , 通过研究原初黑洞 , 我们可以得到有

关宇宙早期演化和结构的丰富信息. 而且, 宇宙早期

极小尺度上的扰动 , 如果在进入视界时不能形成黑

洞, 将被粒子的自由运动抹平, 因此原初黑洞是宇宙

极小尺度扰动已知的唯一可观测效应. 另外, 因为在

宇宙早期可以形成质量小至普朗克量级的原初黑洞, 

具有很高的霍金辐射温度 , 所以原初黑洞是研究霍

金辐射的理想客体.  

而且原初黑洞还是一种天然的冷暗物质 (cold 

dark matter, CDM)[7]. 去年引力波的观测结果[8]发布

后 , 有文章认为产生这次引力波信号的大黑洞很可

能起源于暗物质中的原初黑洞[9,10,11]. 虽然目前还没

有观测到原初黑洞的存在 , 但这并不意味着观测对

原初黑洞毫无限制. 恰恰相反, 观测对原初黑洞有相

当强的限制. 比如, 暗物质的一部分为原初黑洞这一

简单要求就对初始的原初黑洞丰度β(即原初黑洞能

量密度与宇宙总能量密度之比 )提出了强的限制 : 

β <10−5~10−30. 另外, 通常认为暴胀产生了原初的密

度扰动 [12], 而大幅度的密度扰动将产生原初黑洞 . 

因此 , 观测对原初黑洞的限制也进而限制了暴胀模

型[13].  

原初黑洞具有重要的研究意义 , 有关这方面的

研究有很多 , 近期综述请详见文献[14~19]. 本文将

拾遗补缺 , 对大幅度密度扰动塌缩形成的原初黑洞

作简要的介绍 . 将首先简要介绍原初黑洞的基本概

念(形成条件、质量、形成时间和寿命等); 然后将主
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要介绍如何计算原初黑洞丰度; 最后是总结和讨论.  

1  原初黑洞的基本概念 

理论上 , 有多种物理过程可能形成原初黑洞 . 

如 , 辐射主导时期的大幅度密度扰动在进入哈勃视

界时可能塌缩成原初黑洞 [3]; 宇宙早期相变造成的

一维拓扑缺陷, 即宇宙弦可能塌缩成原初黑洞[4]; 宇

宙早期一次相变过程中产生的真空泡之间的碰撞也

可能产生原初黑洞 [5,6]等 . 在观测上 , 这些机制都受

到很强的限制 , 需要调节模型的参数以便与观测相

符 . 但是 , 后两种机制面临的精细调节难题较严重 . 

因此, 本文后续将基于第一种机制展开讨论.  

1.1  原初黑洞的形成条件 

在宇宙早期, 如果某一块停止膨胀的区域具有大

到足以克服内部压力的质量, 那么该区域在进入哈勃

视界后就会最终塌缩成一个原初黑洞. 根据文献[3], 

一个共动半径为R的区域能够塌缩成黑洞的条件为 

1,H
c Rδ δ≤ ≤

 
 

这里 ( )H
R R Rtδ δ≡ 是区域R在tR时刻进入视界时的平均

密度扰动比. ( )R tδ 定义如下: 

 ( ) ( ) 3, d ,R Rx t W x xδ δ=   (1) 

其中 ( )RW x 为窗口函数; ( , ) [ ( , ) / ( )]x t x t tδ ρ ρ= 为无量

纲的能量密度扰动比, ( , )x tρ 和 ( )tρ 分别为能量密度

和背景能量密度 . 上限是为了避免形成分离宇宙

(separate universe). 后来, 进一步的研究表明, 即使

1H
Rδ > , 也不会形成分离宇宙[20], 因此上限1并无必

要. 区域 R 能够塌缩成黑洞的条件应为 

 1,H
c Rδ δ≤ ≤  (2) 

如果要求收缩区域进入视界时的半径须大于Jeans半

径, 并假设收缩区域密度均匀, 那么 c wδ = ( w p ρ=
为态方程参数)[3]. 但数值模拟的结果表明 , cδ 与 w

以及塌缩区域的构型有关 . 对于辐射( 1 / 3w = ), 依

据不同的构型 , 0.45 ~ 0.66cδ ≈ [21,22]. 文献 [23]则给

出了一个有趣的解析结果 

 2sin ,
1 3c

p w

w
δ

 
=   + 

 (3) 

相比 c wδ = , 该结果和数值结果符合得更好.  

1.2  原初黑洞的质量 

原初黑洞的质量与其具体的塌缩模型有关 . 如

果采用标准的球对称塌缩模型, 即“Carr-Hawking”塌

缩模型 [3], 那么区域 R 形成的原初黑洞质量 BHM 近

似为 

 
3

15
23

10 g,
10 s

R R
BH H

c t t
M M

G −

 ≈ ≈ ≈  
 

 (4) 

这里 HM 为R进入视界时的视界质量: 

 3 ( ) ( )
4
3

,H R RM H t tρ−π=  (5) 

这里 ( )H t 为哈勃参数; Rt 为 R 进入视界的时刻(通常

也被视为黑洞形成的时刻), 由下式给出 

 ( ) ( ) 1,R R Ra t H t k R−= ≡  (6) 

其中 ( )a t 为宇宙尺度因子 . 文献[1]首次得到这一结

果. 文献[2]首次指出原初密度扰动可以导致引力塌

缩. 起初, 人们认为原初黑洞一旦形成, 其质量在整

个辐射主导时期都将会随着宇宙的膨胀而同步增长, 

最终将达到 1510 M (辐射主导结束时的视界质量)的

量级, 但是观测对这类巨型天体有很强的限制, 因此

在很长一段时间内 , 原初黑洞被认为不可能存在或

者数量极其稀少 [1]. 直到文献[3]通过详细的计算表

明: 不存在质量随宇宙膨胀同步增长的球对称黑洞

解, 因此原初黑洞的质量不会有显著的增长. 随后的

研究进一步证明这一点[24,25].  

在上述的“Carr-Hawking”点塌缩模型中, 原初黑

洞的质量近似等于形成黑洞时的视界质量 . 但是后

来 , 多个数值计算的结果表明存在一种临界塌缩

(critical collapse)现象[26~30], 即原初黑洞的质量与 H
Rδ

之间存在如下关系 

 ( ) ,H
BH H R cM KM

γ
δ δ= −  (7) 

其中K和 γ 为常数. 这一模型被称为“临界塌缩”模型. 

在此模型中, 黑洞的质量不再近似等于视界质量, 而

是一个依赖 H
Rδ 的函数. 

1.3  原初黑洞的形成时间 

通常认为 , 如果满足条件(2), 区域 R 将在进入

哈勃视界后很快塌缩成黑洞 . 因此 , R 被视为对应

原初黑洞的形成时间. 理论上, Rt 可以取任意值, 即

在任意时刻 , 都存在密度扰动进入哈勃视界时塌缩

成黑洞的可能性. 但是, 宇宙微波背景的观测数据告

诉 我 们 在 1~1 Mpc− 的 尺 度 上 , 密 度 扰 动 的 振 幅
510−≈ [31,32]. 通过 (13)式 , 取 510Rσ −≈ 以及 0.3cδ ≈ , 
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我们很容易发现相应的原初黑洞丰度小到可以忽略

不计. 因此, 通常认为在宇宙微波背景对应的观测尺

度上不会形成原初黑洞. 我们取1 Mpc 为宇宙微波背

景观测的最小尺度 , 用下标 B 标记参数在该尺度进

入哈勃视界时的取值 . 我们假设宇宙中仅存在辐射

和物质成分, 这样很容易得到下述等式 

 1 5
01 1 ~ 10 ,B eqz H z− −+ = +  (8) 

其中 eqz 为辐射成分与物质成分相等时的宇宙学红

移 . 因此 , 通常认为原初黑洞在辐射主导的早期

( Bz z> )才有可能形成的.  

1.4  原初黑洞的寿命 

原初黑洞的寿命即为其通过霍金辐射 [33]蒸发掉

所需的时间[14] 

 ( )
32 3

10
4 15

10 Gyr.
10 g

BH BH
BH

G M M
M

c
τ  

≈ ≈  
 

 (9) 

质量 15~ 10 gBHM 的原初黑洞目前正在蒸发 , 因

此这类原初黑洞的丰度将受到伽马射线观测数据的

限制 [34]. 更轻的原初黑洞已经蒸发完 , 大爆炸核合

成对这类黑洞有很强的限制 [35,36]. 如果假设黑洞蒸

发后会剩余稳定的残留质量 , 可以用现在的物质密

度限制这类黑洞 [37]. 更重的原初黑洞截至目前是稳

定的. 这类原初黑洞会产生引力透镜效应, 并对很多

天文现象产生影响 , 从而可以从观测上对其加以限

制. 有关这方面的研究请详见文献[14,15,19].  

2  原初黑洞的丰度 

我们将回顾大幅度原初密度扰动塌缩机制中 , 

原初黑洞质量谱(即不同质量的原初黑洞丰度密度)

的计算方法. 假设密度扰动的几率分布是高斯分布. 

这样 , 在 t时刻 , 区域R的平均密度扰动比 ( )R tδ 处于

区间 ( , d )R R Rδ δ + 的几率为 

 ( )
( ) ( )

2

2

1
, d exp d

22π
,R

R R R
RR

P M t
tt

δδ δ
σσ

  = − 
  

 (10) 

这里 ( )3
(4π / 3)RM a tR ρ= 是 t时刻区域R对应的平均

质量; 2 ( )R tσ 是均方差(质量方差) 

 ( ) ( ) ( )2 2

0

d
, ,R

k
t k t W kR

kδσ
∞

=   (11) 

其中 ( , )k tδ 是密度扰动功率谱, 2 ( )W kR 是窗口函数

)(RW x 的傅里叶变换.  

2.1  近似结果  

在 Rt 时刻, 区域R形成原初黑洞的几率为[38] 

 ( ), d .2
c

i R R RP M t
δ

β δ
∞

=   (12) 

注意, 这里考虑到归一化的问题, 因子2被额外

引入 [39,40]. 在大多数的模型中 c Rδ σ , 这时我们

有[41] 

 
( )

( )
2

2
exp .

22π
R R R

i
R Rc

t

t

σ δβ
σδ

  = − 
  

 (13) 

因为(11)式所定义的 2 ( )R tσ 是所有半径大于R的

区域的总效应 , 所以在“Carr-Hawking”塌缩模型中 , 

βi是形成所有质量超过MH的原初黑洞的总几率(MH

的定义见(5)式)[40]. 不过 , 在很多模型中下 , βi随着

MH的增加迅速减小, 因此常常被近似地认为是质量

BH HM M≈ 的原初黑洞的初始丰度.  

在临界塌缩模型中, 区域R进入视界时可能形成

的原初黑洞的质量不再是某一个确定值 , 而是一个

依赖βR的函数. 虽然形成质量 BH HM M≈ 黑洞的几率

最大 [42], 但是认为βi是质量 BH HM M≈ 的原初黑洞的

初始丰度不再是一个很好的近似. 而且, 即使依然采

用“Carr-Hawking”塌缩模型, 我们也需要更准确的原

初黑洞质量谱 , 以便更好地拟合精度日益增长的观

测数据.  

2.2  精确结果  

根据“Press-Schechter”测方法 [39,43], 为得到有关

原初黑洞质量谱的表达式, 我们定义如下积分[40,44,45] 

 ( ) ( ) ,, , d

c

R R RF M t P M t

δ

δ
∞

= 


 (14) 

( ),RF M t 是 t时刻 , 所有背景质量超过 RM (即半径超

过R)并且平均密度扰动大于 cδ 的区域占整个空间的

总比例. 因此, t时刻, 平均密度扰动大于 cδ 并且背景

质量处于区间 ( ), dR R RM M M+ 的区域所占比例为 

 ( ), .R c
R

F
f M

M
δ ∂= −

∂
  (15) 

进一步 , 我们就得到t时刻 , 平均密度扰动处于

区间 ( , d )R R Rδ δ δ+ 并且背景质量处于区间 (MR, MR+ 

dMR)(即半径处于区间 ( ), dR R R+ 的区域的数密度

为[40,44,45] 
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( )
( ) 2 2

2 2 2

, d d

2
1 exp .

π 2

R R R R

R R R

RR R R R

n M M

t

MM

δ δ

ρ σ δ δ
σ σ σ

   ∂
= − −  ∂    

 (16)
 

此区域如果在进入视界时满足条件 H
R cδ δ≥ , 那

么就会形成黑洞 . 因此 , t时刻质量处于区间 (MBH, 

MBH+dMBH)的黑洞数密度为 

 

( )

( )

d

, d .
c

BH BH BH

HR R R R
R R RH H

BH BHR R

n M M

M M
n M

M Mδ

δ δδ δ
δ δ

∞ ∂ ∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂∂ ∂  (17)
 

注意, t时刻是任意选定的初始时刻, 并非原初黑

洞形成的时刻. 一个区域只有在进入视界后, 才开始

塌缩并最终形成黑洞. (17)式实际计算的是在将来进

入视界后会形成黑洞 (质量处于区间 (MBH, MBH+ 

dMBH))的区域在 t 时刻的数密度. 通常选取 t 时刻为

再热结束(即辐射主导时期开始)的时刻.  

质量处于区间(MBH, MBH+dMBH)的原初黑洞在 t

时刻的能量密度为nBH(MBH)MBHdMBH. 如果假设原初

黑洞形成后其保持质量不变 , 那么原初黑洞目前的

能量密度比为[46] 

 ( )
3

0

1
,Ω di

PBH BH BH BH
c

a
M n M M

aρ

∞ =  
  

 (18) 

其中 cρ 是现在的临界能量密度(critical density), ia

和 0a 分别是t时刻和现在的尺度因子.  
如果考虑黑洞的霍金辐射效应 , 那么初始质量

为MBH的黑洞在t′时刻的质量m(t′)之间的关系为[45] 

 ( )1/33 3 ,BHM m tα≈ ′+  (19) 

其中α是与黑洞所能辐射粒子的自由度有关的常数 , 

具体请详见文献 [45]. 在 t′时刻 , 质量处于区间

(m,m+dm)的原初黑洞的数密度则为 

( ) ( ) ( )( )
3

2
1/33

3
, d 3 ,

3
i

BH BH

a m
n m t m n m t

a t t m
α

α
 

= +′ ′ +′
 ′ 

  

(20) 
相应的能量密度即为  ( ), dBHn m t m m′ . 如果再对m积

分, 就能得到原初黑洞在t′时刻的能量密度.  

2.3  暴胀模型和原初黑洞 

现在的宇宙学理论认为初始的密度扰动由暴胀

模型造成. 通常, 暴胀模型给出原初共动曲率扰动功

率谱 ( ),k t . 在共动规范下 , ( ),x tδ 的傅里叶变换

( )k tδ 与Bardeen势Ψ k 有如下关系 

 
2

2
(t)   . 

3k k

k

aH
δ  = − Ψ 

 
 (21) 

而Ψ k 和 k 在大尺度上为常数, 并有如下关系[47] 

 
( )
5 3

.
3 1

Ψ k k

w

w

+
= −

+
  (22) 

因此 , 一旦 ( ),k t 给定 , 我们就可以通过 (21)

和(22)式得到(11)式中的密度扰动功率谱, 进而计算

出原初黑洞的丰度.  

我们常用到如下关系[46,47] 

 
2

2 2
,HR

R R
i i

k

a H
δ δ=  (23) 

以及 

 
4

2
4 4

,HR
R R

i i

k

a H
σ σ≈  (24) 

这里下标 i表示变量在初始时刻 t的取值 . 因此 , 我 

们有 

 
( )
( )

2
2

2 2
,

H
RR

H
R R

δδ
σ σ

≈  (25) 

其中 ( )H
R R Rtσ σ= . 上述等式将极大简化 ( ),R Rn M σ 的

计算 . 将理论计算得到的原初黑洞丰度与观测数据

拟合 , 就可以最终得到原初黑洞的观测数据对暴胀

模型的限制.  

3  总结和讨论 

形成原初黑洞的机制有多种 , 本文中我们简要

介绍了通过大幅度密度扰动塌缩机制形成的原初黑

洞. 我们首先介绍了几个原初黑洞的基本概念(形成

条件、质量、形成时间和寿命); 然后介绍了如何计

算原初黑洞的丰度 , 以及如何从暴胀模型所给出的

原初曲率扰动功率谱得到原初黑洞的丰度.  

本文中采用的是高斯扰动假设 . 因为原初黑洞

的形成要求很大的密度扰动 , 所以非高斯的影响可

能很大 , 有关这方面的研究请参考文献[48,49]及其

引用.  

我们在2.3小节中介绍的仅仅是一种计算思路 . 

如果假设原初曲率扰动功率谱是标准的近标度不变

谱, 那么不需要假设具体的暴胀模型, 就可以从原初

功率谱指标得到原初黑洞的丰度 [41,50]. 另外 , 在3.3

小节中的介绍没有考虑Ψk随时间的演化, 有关Ψk随

时间的演化对原初黑洞的影响请详见文献 [46,47]. 
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需要指出的是从2.2小节开始, 我们给出的所有公式

都既适用于“Carr-Hawking”塌缩模型, 也适用于临界

塌缩模型. 在很多情况下“Carr-Hawking”塌缩模型都

是很好的近似 , 因此该模型的应用最为广泛 . 但是 

在某些情况下 , 临界塌缩模型能够给出更准确的  

结果.   
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Summary for “原初密度扰动与原初黑洞” 

Primordial density perturbation and primordial black holes 
Chengyi Sun 
Institute of Modern Physics, Northwest University, Xi’an 710069, China 
E-mail: ddscy@163.com 

The black holes formed in the early universe are called primordial black holes. Primordial black holes provide a profound 
tool to detect the primordial cosmological structures and study nontrivial physics of the early Universe. By fitting the 
theoretical predictions about primordial black holes to the observational data, we can constrain the cosmological models. 
There exist several mechanisms about the formation of primordial black holes. In this review, we focus on the primordial 
black holes formed by the collapse of over-densed regions. This paper is organized as follows. The first section is the 
introduction. Then, in the second section, we introduce briefly several basic concepts on the primordial black holes 
formed by the collapse of the over-densed region, including the condition for an over-densed region to collapse into a 
primordial black hole, the mass, the formation time and the lifetime of a primordial black hole. About the primordial- 
black-hole mass, usually, in the over-densed-region-collapsing mechanism, the “Carr-Hawking” collapsing model is 
adopted to describe the formation. This collapsing model tells us that primordial black holes always form with the mass 
approximately equal to the mass contained by the Hubble horizon at the time when the over-densed regions enter the 
Hubble horizon. This is called the horizon-mass relation. But, recently, the numerical simulations show that the phe-
nomenon of the critical collapse happens in the formation of primordial black holes. And primordial black holes with a 
range of masse are formed. The mass function of primordial black holes is given by a scaling relation. Here, both of the 
relations are introduced. Then, in the third section, based on the assumption that the primordial cosmological density 
perturbations obey the Gaussian distribution, we review the calculation of the mass spectrum of the primordial black 
holes. In this section, we, firstly, review the widely-used approximate expression of the initial mass spectrum of the pri-
mordial black holes. This approximate result is based on the horizon-mass relation that is implied by the “Carr-Hawking” 
collapsing model. Then by using the Press-Schechter method, we introduce the exact expression of the initial mass spec-
trum of the primordial black holes. This exact expression is based on the scaling relation that is implied by the critical 
collapse. Then by neglecting the effect of the Hawking radiation of primordial black holes, we express the present mass 
spectrum of the primordial black holes in terms of the initial mass spectrum of the primordial black holes. However, usu-
ally, the effect of the Hawking radiation of primordial black holes cannot be neglected. Then we also review how to cal-
culate the mass spectrum of the primordial black holes by considering the effect of the Hawking radiation. Since the 
mainstream cosmologists believe that, up to now, inflation is the best mechanism to generate the primordial density per-
turbation, we assume that the initial over-densed regions also origin from inflation. Then in the subsection of the third 
section, we relate the primordial power spectrum generated by inflation to the initial mass spectrum of the primordial 
black holes. The fourth section is the summary and discussion. 

primordial black holes, inflation, critical collapse, abundance of primordial black hole 
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