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摘要    本文通过引进一组正交的辅助非活性轨道和与它正交的辅助活性轨道, 将
价键理论方法中的冻核近似推广到轨道非正交的情形, 得到了体系能量及其对非活

性轨道的梯度解析表达式, 简化了价键自洽场方法中非正交轨道能量梯度的计算. 
该方法的标度为(Na＋1)m4, 其中Na和m分别是活性轨道和基函数的个数. 分析表明, 
与现有的其他算法相比较, 该方法具有更低的计算标度, 因而计算效率更高.  
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1  引言 
在当今的计算量子化学研究领域中分子轨道

(MO)理论占据着主导地位, 许多基于分子轨道理论

的计算方法获得了巨大的成功并得到广泛的应用 , 
应用范围涵盖了从小分子体系各类性质的高精度计

算到复杂生物化学体系的模拟计算. 然而, 价键理论

作为现代化学键的两大理论之一对许多化学家而言

依旧是化学概念的源泉. 1980 年以来, 人们发展了越

来越多的从头算价键理论计算方法, 使得价键理论

正在经历缓慢的复兴 [1~14]. 事实上, 从头算价键理论

方法和计算程序 [15~20]已经能够应用于许多分子体系

的精确计算, 对化学键的本质给出了深刻直观的认

识. 关于价键理论方法更详细的描述, 有兴趣的读者

可以参阅Hiberty和Shaik近期的评论文章 [21,22] . 一般

来说, 有两个因素限制了价键理论的发展, 使得它的

发展远远落后于分子轨道理论：其一, 一个价键结构

函数需要展开为 2n个Slater行列式的线性组合, 其中n
为该价键结构中共价键的个数; 其二, 与分子轨道理

论采用正交的分子轨道不同, 价键理论采用非正交

的原子轨道. 由于存在这两个困难, 价键方法的计算

量随着价键行列式数增长而指数增长 .  幸运的是 

在大多数的计算研究中, 直接参与化学反应的电子

数通常不是很多. 因此, 在应用价键理论方法时, 我
们可以只对这部分对化学反应起主要作用的电子在

价键理论框架中处理, 而其余的电子以双占据的形

式排布. 这样, 对大多数价键计算应用而言, 限制价

键理论发展的第一个困难就显得不是那么严重. 最
近, 我们组研究发展的一种基于Lewis结构的价键方

法, 称为LVB方法[23], 使得当价键电子数较多时也能

够较方便地处理. 对于第二个困难, 考虑到化学键是

通过成键轨道之间的重叠而产生的, 因此在价键理

论方法中 ,  我们必须保持价键轨道的非正交性 . 
Löwdin[24]利用行列式的一阶和二阶余子式得到了基

于非正交轨道的价键能量表达式. 从形式上看能量

表 达 式 比 较 简 洁 ,  但 是 轨 道 的 非 正 交 使 得

Hamiltonian矩阵元的计算明显的复杂了. 对非奇异

轨道重叠矩阵 , 余子式可以通过Jacobi比率定理得 
到[25], 对奇异轨道重叠矩阵, van Lenthe等提出了一

个有效的算法[6]. 采用这两种算法计算Hamiltonian矩
阵元的标度都是N4, 其中N是总电子数. 另外一种方

法是通过引进轨道的双正交变换, 同时将能量按基

函数直接展开 ,  这一方法避免了昂贵的积分变 
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换[26~30]. 与分子轨道方法相比, 后一种方法的计算用

时并不高.而且当双占据轨道与活性轨道正交时, 应
用核价分离技术可以显著地简化Hamiltonia矩阵元的

计算[31]. 实际上, 价键计算的主要困难是价键波函数

的优化, 特别是对价键轨道的优化. 我们知道, 价键

波函数的优化等价于最小化能量的期待值. 因此, 通
过对能量的变分, 可以推导出一个含有三阶余子式

的自洽场方程 [32,33]. 虽然这个自洽场方程可以采用

类似于求解Hartree-Fock-Roothaan (HFR)方程的方法

求解, 但是, 很明显由于方程显含六指标的三阶余子

式使得计算量非常大. 一个实用的方法是直接在能

量势能面上搜索稳定点, 其中基于广义Brillouin定理

的Super-CI方法[34]被广泛采用. 该方法通过求解一个

单激发的组态作用方程得到每一次轨道的迭代系数. 
由于Super-CI方法需要计算单激发组态的Hamiltonian
矩阵元, 每次迭代计算量是O(m2N6). 一个改进的方

法是应用近似Newton-Raphson (aNR)方法. 在先前的

工作中, 能量梯度是通过计算价键函数与单激发组

态间的Hamiltonian矩阵元得到的, 同时采用近似得

到计算Hessian矩阵[6]. 虽然aNR方法比Super-CI方法

有效得多, 但是采用aNR方法计算能量梯度的标度为

O(mN5), 仍然较高. 此外, 由于在上述两种方法中能

量表达式是表示为价键轨道的形式, 因此计算需要

进行耗时且耗内存的从基函数到价键轨道的双电子

积分变换. 很明显, 计算的高标度阻碍了从头算价键

理论的发展. 近来我们组通过提出能量梯度的解析

表达式[20], 将价键轨道优化的标度降到了Km4, 其中

K和m分别为价键行列式对的个数和基函数的个数. 
该方法通过引入跃迁密度矩阵得到了与Hartree-Fock
能量表达式类似的价键行列式之间的Hamiltonian矩
阵元表达式及其轨道梯度. 这样对任意两个价键行

列式的计算只需m4的标度就可以得到Hamiltonian矩
阵元及其梯度 . 此外, 该方法对考虑了动态相关的

BOVB[13]方法特别有效, 每次迭代的CPU用时几乎与

VBSCF相同. 
本文的目的是发展一种计算价键能量关于轨道

梯度的有效算法. 首先, 通过引进一组相互正交的辅

助非活性轨道和与之正交的辅助活性轨道, 我们得

到了能量和其对于辅助轨道的梯度的表达式. 然后, 
代入原轨道与辅助轨道的变换公式, 我们得到了关

于原轨道的能量及其梯度的表达式. 最后, 再将轨道

展开为基函数, 得到能量及其对于基函数梯度的表

达式. 分析表明, 相比于原有方法, 新方法有较小的

计算量. 

2  计算方法 

2.1  能量表达式 

在价键理论中, 多电子波函数表示为价键函数

ΦK的线性组合 

 VB
K K

K
CΨ = Φ∑ ,  (1) 

其中ΦK对应于经典价键结构 , 它可以采用称为

Heitler-London-Slater-Pauling (HLSP)函数的自旋耦合

形式; 如果应用无自旋量子化学, ΦK可以采用称为键

表的无自旋形式[9~11].体系的能量和价键结构的系数

可通过解久期方程得到 
 HC = EMC,  (2) 

这里 H, M 分别是价键结构间的 Hamiltonian 和

重叠矩阵, 它们的矩阵元表示为 

 ˆ ,   M  KL K L KL K LH H= Φ Φ = Φ Φ .  (3) 

传统上一个 HLSP 函数表示为 Slater 行列式的线

性组合. 因此, 我们可以将波函数表示成 Slater 行列

式的线性组合 

 K K
K

C DΨ =∑ .  (4) 

行列式DK 通过非正交的原子轨道或碎片轨道构造, 
定义为 

 ,  (5) 
1 2

Â( )
NK k k kD ψ ψ ψ=

其中 为反对称化算符, 自旋轨道ψÂ p的空间部分φp

表示为m维基函数{χμ}的线性组合 

 p pTμ μ
μ

φ χ= ∑ ,  (6) 

上式可以写为矩阵形式: 
 φ = χT.  (7) 

为讨论的方便, 在下文中的轨道指标定义如下：

(1) 那些在所有价键结构中都是双占据的轨道称为非

活性轨道, 用 i, j, k, l, …表示. (2) 在不同价键结构中

有不同占据数的轨道称为活性轨道, 用 t, u, v, w, …
表示. (3) 指标 p, q, r, s, … 表示任意的轨道. 

一般来说, 活性轨道的个数比较少, 而非活性轨
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道可以很多. 我们通过轨道的线性变换, 定义一组辅

助轨道集 

 i ji
j

a jφ φ′ = ∑ ,  (8) 

 t t jt j
j

aφ φ′ = +∑ φ ,  (9) 

其中变换矩阵 a 表示为 

 
1

1 2[( ) ]ji jia
−

= V 1 1 12[( ) ], 及 jt jta −= − V V

1

. (10) 

上式中 及 的定义为 1V 12V
 , .  (11) 1 1=V T ST 12 1 2=V T ST

在上式中S为基函数的重叠矩阵, T1和T2分别为非活

性轨道和活性轨道的系数矩阵. 这样辅助轨道就满

足正交条件 

 i j ijφ φ δ′ ′ = , 0i tφ φ′ ′ = .  (12) 

容易证明, 式(8)和(9)的轨道变换不改变价键波函数. 
通过轨道变换后, 体系的总能量可以表示为 

 ,  (13) 1 2 1E E E E= + + 2

其中 

 1
, ,2 2ii ij ij ij ji

i ij
E h g g⎡ ⎤′ ′ ′= + −⎣ ⎦∑ ∑ ,  (14) 

 2 2 1
, ,2

,
tu tu tu vw tu vw

tu tu vw
E h P g′′ ′= + Π∑ ∑ 2′ ,  (15) 

 12 21
, ,2

,
it iu it ui tu

i tu
E g g ′⎡ ′ ′= −⎣∑ P⎤⎦ .  (16) 

式(14)~(16)中的所有积分均为基于辅助轨道, 加一 
撇区别, P2′和Π2′分别为相应的活性轨道部分的一阶

和二阶约化密度矩阵[32]. 将式(14)和(16)按基函数展

开得, 

1 1 1 1 1 12 2E h G Tr trμν μν μν μν
μν μν

ρ ρ= + = +∑ ∑ ρ h ρ G1

1

, (17) 

 ,  (18) 12 1 2 1 2E Tr Tr= =G ρ ρ G

其中, 

 ,  (19) 1 1 1 1 1 1' ' ( )−= =ρ T T T V T

 2 2 21
2 ' '=ρ T P T2 ' ,  (20) 

 1 1
, ,2G g gμν λσ μλ νσ μλ σ

σλ
ρ ⎡= −⎣∑ ν ⎤⎦ ,  (21) 

 2 2' ' '1
, ,2tu t u t u

tu
G P g gμν μ ν⎡= −⎣∑

通过定义有效单电子积分 

 1F h Gμν μν μ= + ν ,  (23) 

非活性轨道的就可以应用核价分离技术进行处理[31]. 
将价键结构按价键行列式展开就可以得到了价键行

列式的系数. 体系的一阶和二阶约化密度矩阵可表

示为相应结构间一阶跃迁密度矩阵PKL和二阶跃迁密

度矩阵 的和.  
KLΠ

 2' VB KL VB
K L

KL
C C= ∑P P , 2' VB KL VB

K L
KL

C C= Π∑Π .  (24) 

2.2  能量梯度表达式 

根据微分的链式规则, 能量E关于轨道系数的导

数可以通过下式得到[20]

1 21 12 12 2

1 1 1 2'
d( ) ( )
d

t

ti i t

d TE E E E E
T dT T

'

1
iT

λσ ν

λσ νμ λσ μ ν μ

ρ
ρ

∂ ∂ + ∂ +
= +

∂ ∂ ∂
∑ ∑ ,(25) 

 
2'12 2

2 2'
d( )
d

w

wt w

TE E E
T T 2

tT
ν

νμ ν μ

∂ ∂ +
=

∂ ∂
∑ ,  (26) 

这里E12 + E2关于辅助活性轨道的梯度已经在先

期的XMVB软件包中实现了程序化[32], 只要求得辅

助活性轨道关于原轨道的导数就可以得到式(25)右边

第二项和式(26). 式(19)两边变分, 得到 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1[1 ] ( ) ( ) [1 ]δ δ δ− −= − + −ρ ρ S T V T T V T Sρ . (27) 

由式(9)和(19)可以得到辅助活性轨道的系数矩

阵为 

 .  (28) 2 2 1' = −T T ρ ST2

应用式(27), (28)两边对T1和T2微分, 得到 

 

2
1 1 1 1 2

1

1 1 1 1 2

d '
[1 ] [( ) ]

d

[ ( ) ] [(1 )( )]

t
it

i

i t

T

T
μ

μν
ν

μ ν

−

−

= − − −

−

ρ S V T ST

T V Sρ ST

,  (29) 

 
2

1
2

d '
[ ( )

d
t

tu
u

T

T
μ ]μν
ν

δ δ= − ρ S μν .  (30) 

现在计算式(25)右边第一项. 将式(17)和(18)相
加, 再对ρ1求导得 

 
1 12

2
1

( ) 2E E∂ +
= +

∂
F G

ρ
.  (31) 

由式 (27) ,  密度矩阵ρ 1 关于非活性轨道的导 
μ ν ⎤⎦ .  (22) 

数为 
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1
1 1 1 1

1

1 1 1 1

d
(1 ) [( ) ]

d

[ ( ) ] (1 )

i
i

i

T
σλ

σμ λ
μ

σ μλ

ρ −

−

= − +

−

ρ S V T

T V Sρ

.  (32) 

通过定义 Z 矩阵 

 1 2 11
2(1 )( )] ( )−= − +Z Sρ F G T V1 1 ,  (33) 

将式(31)和(32)代入式(27), 得到 

 
1 12

1
( )

4
i

E E
Tμ

∂ +
=

∂
Z .  (34) 

2.3  程序实现 

通过上面的讨论, 我们得到了能量及其梯度关

于非活性轨道的表达式. 为了得到能量的全微分, 我
们还需要计算能量关于辅助活性轨道的梯度. 由于

辅助轨道满足式(12)的正交条件, 我们的先期工作[31]

给出了此条件下能量关于辅助活性轨道的梯度. 因
此, 由公式(25)和(26), 我们就可以得到能量关于原

轨道梯度的表达式. 
基于上面的算法, 我们可以按下面的步骤计算

能量梯度： 
1. 读入初始猜测. 
2. 应用式(28)~(30), 计算辅助活性轨道系数T2′

和其关于原轨道的导数. 
3. 应用式(19), (11), (21)和式(17), 计算非活性

轨道的密度矩阵ρ1, 进而计算V1, G1和E1. 
4. 应用式(23), 计算关于基函数的有效单电子

积分, 积分变换求辅助活性轨道双电子积分. 
5. 应用式(3), 计算价键结构间的矩阵元. 
6. 应用式(2), 解久期方程得能量及价键结构系

数. 
7. 通过数值方法得能量关于辅助活性轨道的梯

度. [10]

8. 应用式(20)和(22), 计算活性轨道部分的密度

矩阵ρ2, 从而计算G2. 

9. 由式(33)计算 Z 矩阵, 进而得到 1
E∂

∂T
. 

10. 由式(25), (26)计算能量关于非正交轨道的 
梯度. 

得到能量梯度以后, 应用准Newton方法就可以

对价键轨道进行优化. 目前我们用Broyden-Fletcher- 

Goldfarb-Shanno (BFGS)[35]更新公式, 该方法是目前

最好的准牛顿优化方法之一, 而且内存使用较少. 

2.4  标度 

由上面的讨论, 我们可以知道, 本文的算法最耗

时的步骤是活性轨道的积分变换, 它的标度是Nam4, 
其中Na和m分别是活性轨道和基函数的个数. 此外, 
构造G1的标度为m4. 计算价键行列式之间的矩阵元

需要KNa
4, 其中K为行列式对的个数. 其他部分(如矩

阵乘等)的标度都不会超过m3. 因此, 最终的标度为

(Na+1)m4+KNa
4. 一般来说, 由于Na<<m, 目前算法的

标度近似为(Na+1)m4. 因此, 相比于其他的计算方法, 
本文的非正交价键轨道优化的算法在VBSCF轨道优

化上有更低的标度. 原先我们利用价键行列式对的

密度矩阵进行价键优化的算法, 在构造两个行列式

的Fock矩阵需要m4, 其标度为Km4. 以单键为例, 价
键结构有三个, 原算法需要构造 7 个Fock矩阵, 标度

为 7m4, 新算法只需 3m4. 在通常情况下, K>Na, 特别

是活性轨道较多时, K>>Na. 因此, 目前的算法更快. 
需要指出的是, 在BOVB[13]框架下, 通过每个价键结

构都可以有自己的轨道以考虑动态相关能, 按上面

的定义所有的轨道都是活性轨道, 这时如果价键行

列式对不是很多, 使用先前的算法[20]进行优化的效

率比较高. 

3  结论 
本文通过引进一组正交的辅助非活性轨道和与

之正交的辅助活性轨道, 得到了辅助轨道下与 RHF
方程类似的能量表达式. 通过将非活性轨道按基函

数展开, 双电子积分变换就只需对活性轨道进行. 应
用偏微分的链式法则, 我们得到了能量关于原来非

正交轨道(包括活性和非活性轨道)的梯度表达式. 因
此, 与现有的其他 VBSCF 优化算法相比, 本文的算

法具有更低的计算标度, 因此计算效率更高. 
本文中能量关于辅助活性轨道的梯度依旧使用

原来XMVB软件包中的数值方法计算. 对这部分的

改进可以通过引进正交虚轨道然后应用广义Brillouin
定理[34]计算辅助活性轨道的梯度和Hessian矩阵, 然
后应用aNR方法进行轨道优化. 这个算法正在发展之

中, 届时我们将另文发表.  
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附录: 式(27)和(30)的证明 

由矩阵逆的变分得 

 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )δ δ− −= −V V V V −

1

.  (A1) 

由式(11)得 

 1 1 1 1δ δ= +V T ST T S Tδ

−

2

.  (A2) 
应用以上两式, 由式(19)得 

 . (A3) 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( )

      [1 ( ) ] ( ) ( ) [1 ( ) ]
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δ δ δ δ

δ δ

δ δ

− − −

− − −

− −

= + +

= − + −

= − + −

ρ T V T T V T T V T

T V T S T V T T V T ST V T

ρ S T V T T V T Sρ

式(27)得证. 
由式(27), 式(28)两边变分得 

   (A4) 
2 1 2 1 2

1 2 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1

' [1 ]

       [1 ] [1 ] ( ) ( ) [1 ]

δ δ δ

δ δ δ− −

= − −

= − − − − −

T ρ S T ρ ST

ρ S T ρ S T V T ST T V T Sρ ST

由上式可得式(29)和(30). 
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Abstract: This paper presents an efficient algorithm for energy gradients in valence bond self-consistent field 
(VBSCF) method with non-orthogonal orbitals. The frozen core approximation method is extended to the case of 
non-orthogonal orbitals. The expressions for the total energy and its gradients are presented by introducing auxiliary 
orbitals, where inactive orbitals are orthogonal, while active orbitals are non-orthogonal themselves but orthogonal to 
inactive orbitals. It is shown that our new algorithm has a low scaling of (Na+1)m4, where Na and m are the numbers 
of the active orbitals and basis functions, respectively, and is more efficient than the existing VBSCF algorithms.  
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