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摘要 本文指出协调有限元给出偏微分方程 (PDE)特征值上界的本质等价于不等式 (uh, uh) 6 (u, uh)

6 (u, u), 由此推导出同精度的下界格式; 进而当 a(u − uh, uh) = O(λ∥u − uh∥2L2) 时, 构造同样精度的

高阶格式, 如 λH := 2a(uh,uh)
(u,u)+(uh,uh)

. 本文分别以矩形、三角形和六面体均匀网格上的线性元和多线性元

为例, 分析相应高阶格式成立的两个关键条件:能量内积投影空隙 a(u− uh, uh) = O(∥u− uh∥2L2)和特

征函数真解的 L2 范数 (u, u) 在离散网格中 l2 的保范逼近. 所附数值例子中的计算与文中证明的理论

相吻合, 对某些区域上的二维、三维 Laplace 问题列出若干高阶格式 (六阶、八阶、十阶) 的前几十个

特征值计算结果, 表明所提出的高精度格式对于奇异特征函数及高频特征值的计算也有效.
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1 引言

PDE 特征值计算 Lu = λu 和解方程 Lu = f 理论上都有 Ritz-Galerkin 弱解, 离散格式都用差分

法、有限元法、有限体积法和广义 Fourier 方法 (如平面波法), 特点是 PDE 特征值有 Rayleigh 商理

论, 计算上则要求解矩阵的广义特征值 Khuh = λhM
huh. 协调有限元理论严密, 应用灵活, 使用面广,

能确保离散解作为上界收敛 λh > λ. Strang 和 Fix 在经典文献 [1] 中提出的质量集中法 (lumping) 能

给出特征值下界, 其力学解释是, 用单位矩阵代替质量矩阵使系统结构变柔, 从而使特征值变小; 他们

同时担心质量集中会使系统结构变得过柔,并给出反例: 对于三次 Hermite元,特征值误差会从 O(h6)

增加到 O(h2), 导致严重的精度损失, 进而对于 m 次有限元计算 2m 阶椭圆方程的特征值给出了著名

的先验估计式 λhj − λj ∼ Ch2mλ2j . Weinberger [2] 则对二维有界域上用矩形均匀网格求解 Laplace 特

征值差分格式给出了上下界理论估计.

林群先生 20 世纪 60 年代起就关注 PDE 特征值计算的研究方向 (参见文献 [3]), 他与他的学生

们从理论上证明了基于非协调有限元计算特征值下界的条件 (参见文献 [4, 5]). 这个方向近年来继续

受到国际上学者们的关注, 如文献 [6].
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为满足应用中计算精度需要,可采用各种算法,如自适应网格加密技术 (h-version),计算重点转向

如何高效并行求解超大规模代数广义特征值;也可利用插值外推 [7]、后处理技巧 [8] 或重构法提高计算

精度 [9, 10], 或引入高次元 (p-h version) 提高刚度矩阵 K 的精度. 但由于 K 病态, 要区别出高次多项

式有可能出现的伪 (spurious) 特征值. 对于二维 Laplace 特征值, 文献 [11] 提出了组合五点公式和九

点公式以提高精度的算法, 我们尚未看到证明. Rayleigh 商加速是矩阵特征值计算中的一个基本方法,

如文献 [12–15]. 我们也曾提出了计算特征值的一些预变换方法, 如文献 [16–20].

本文的目的是要从一个新的角度探索计算 PDE特征值的高精度格式. 主要思想是,从 PDE椭圆

方程的一般协调有限元出发, 分析其格式给出特征值上界的内在性质, 直接推导出误差与该上界同阶

的下界格式, 进而基于这一对上、下界格式构造一系列的高精度格式.

根据 Rayleigh 商理论, 协调有限元总是给出 PDE 特征值的上界, 这是由极大极小的变分原理决

定的. 我们研究发现, 从逼近论角度, 其本质等价于不等式 (uh, uh) 6 (u, uh) 6 (u, u), u 和 uh 分别

对应了 PDE 特征函数真解和有限元近似解; 由此我们直接推导出相应的下界格式, 两者的精度均为

O(λ∥u−uh∥L2);进而,如果 a(u−uh, uh) = O(∥u−uh∥2L2),第 2节基于这一对相应的上、下界格式构造

出一组比原始协调元高阶的离散格式, 精度均为 O(λ∥u− uh∥2L2). 第 3 和 4 节分别以矩形、六面体的

线性元与多线性元及三角形均匀网格上的线性元为例, 分析相应高阶格式成立的两个关键条件: 能量

内积投影空隙 a(u− uh, uh) = O(∥u− uh∥2L2)和特征函数真解 u的 L2 范数在离散网格中 l2 的保范逼

近. 由于特征函数呈现出波的特性, 我们把积分的离散公式 (如梯形公式) 直接用于 u2, 这等价于采用

先平方后逼近算法, 以代替传统的先逼近后平方算法. 矩形网格上的算法可以平行推广到六面体网格,

以及更一般的高维超立方体网格. 第 5 节所附的数值例子验证了本文提出的高阶格式的精度. 第 5.1

小节找到了文献 [1]中提到的用质量集中法计算三次 Hermite元特征值精度从六阶下降到二阶的原因,

我们改为分块矩阵质量集中保持了六阶精度. 对一维重调和问题, 精度提高到了八阶. 第 5.2 和 5.3 小

节给出二维问题包括 L- 型区域和方环的奇异解及重特征值计算. 第 5.4 小节对于三角形网格给出八

阶公式. 第 5.5 小节对于三维立方体网格给出十阶下界公式. 本文的分析与计算表明, 超高精度的算

法往往与 PDE 特征值的多向频率有关, 这给我们实现基于频率的高效并行本性计算提供了算法基础.

2 基本理论框架

设 (λ, u) 是椭圆型 PDE 特征值问题的一组特征对,

a(u, v) = λ (u, v), ∀ v ∈ V, (2.1)

而 (λF , uh) 是相应协调有限元问题的一组特征对,

a(uh, vh) = λF (uh, vh), ∀ vh ∈ V h, (2.2)

特别地, 在离散计算时,

λF =
a(uh, uh)

(uh, uh)
. (2.3)

众所周知文献 [21], 这两组特征对之间有下面的基本关系式:

0 6 λF − λ =
a(uh − u, uh − u)

(uh, uh)
− λ

(uh − u, uh − u)

(uh, uh)
. (2.4)

1170



中国科学 : 数学 第 45 卷 第 8 期

由于 a(uh, uh) = a(u, uh)− a(u− uh, uh) = λ (u, uh)− a(u− uh, uh),

λF − λ =
λ

(uh, uh)

(
(u− uh, uh)−

a(u− uh, uh)

λ

)
.

由此, 有下面的引理:

引理 2.1 如果 a(u− uh, uh) > 0, 则有

(uh, uh) 6 (u, uh) 6 (u, u). (2.5)

证明 不等式 (2.5) 左边显然, 右边是因为

(u− uh, u) = (u− uh, uh) + (u− uh, u− uh) > (u− uh, uh) > 0.

引理证毕.

定义

λD =
a(uh, uh)

(u, u)
. (2.6)

因为

λ− λD =
λ (u, u− uh) + a(u− uh, uh)

(u, u)
=
λ((u− uh, u− uh) + (u− uh, uh)) + a(u− uh, uh)

(u, u)
,

于是, 我们得到了计算 PDE 特征值问题上下界的一组算法.

定理 2.1 如果 a(u− uh, uh) > −λ(u− uh, uh), 则

λD 6 λ 6 λF , (2.7)

其中等号当且仅当 λ = 0 时成立, 且当 a(u − uh, uh) 与 O(∥u − uh∥) 同阶时, 其上下界的逼近精度均

与 O(λ ∥u− uh∥) 同阶.

为构造高阶格式, 我们令

λH,γ :=
a(uh, uh)

( 12 + γ)(u, u) + ( 12 − γ) (uh, uh)
, (2.8)

其中 |γ| 6 1
2 为待定参数. 易见 λD 6 λH,γ 6 λF , 且

λ− λH,γ =
λ( 12 (u− uh, u− uh) + γ((u, u)− (uh, uh))) + a(u− uh, uh)

( 12 + γ)(u, u) + ( 12 − γ)(uh, uh)
.

从而, 我们证明了下面的定理:

定理 2.2 若取 γ = − a(u−uh,uh)
λ((u,u)−(uh,uh))

, 则有

λ− λH,γ =
λ( 12 (u− uh, u− uh))

( 12 + γ)(u, u) + ( 12 − γ)(uh, uh)
,

即 (2.8) 为逼近精度与 O(λ ∥u− uh∥2) 同阶的高阶格式.
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推论 2.1 当 a(u− uh, uh) 与 O(λ ∥u− uh∥2) 同阶时, 例如, a(u− uh, uh) = 0, 则

λH :=
2 a(uh, uh)

(u, u) + (uh, uh)
(2.9)

和

λG :=
a(uh, uh)√

((u, u) (uh, uh))
(2.10)

均为高阶下界格式: λH 6 λG 6 λ, 且逼近精度均与 O(λ ∥u− uh∥2) 同阶.

事实上, λH 和 λG 此时分别可视为 λD 和 λF 的调和平均值及几何平均值.类似可建立相当于 λD

和 λF 的算术平均值格式

λA :=
a(uh, uh)

(uh, uh)

(u, u) + (uh, uh)

2(u, u)
. (2.11)

易见 λH 6 λG 6 λA,且不等式 λA > λ成立的充要条件是 (u, uh) > 2
(u,u)−1+(uh,uh)−1 ,且逼近精度也与

O(λ∥u−uh∥2)同阶,与原始的有限元格式 (2.3)的精度 O(λ∥u−uh∥)相比,均属于高阶格式. 类似,我

们也可采用更广一类的广义平均值 (如文献 [22, 23]) 构造更精确的格式.

值得指出,对于给定的协调有限元,我们在构造高阶格式及算法实现时有两个问题需要回答,一是

如何估计我们定义的能量内积投影空隙量 a(u− uh, uh); 二是如何在离散格式中体现出 (u, u), 因为特

征函数本身也未知. 我们将在下面结合具体问题, 利用 PDE 特征函数的波函数特性深入研究. 本节是

基本理论框架, 不限于特定网格, 下两节具体讨论矩形、六面体的线性元与多线性元及三角形均匀网

格上的线性元.

3 矩形均匀网格特征值计算中的能量内积投影空隙与范数逼近

先以常微分方程特征值模型为例: −u′′(x) = λu(x), 两端边界条件可在下面的四种任取, u(0) =

u(1) = 0, u(0) = u′(1) = 0, u′(0) = u(1) = 0, u′(0) = u′(1) = 0. 相应法正交特征函数真解 um(x) 分

别为

um(x) =
√
2 sinmπx,

√
2 sin

(
m− 1

2

)
πx,

√
2 cos

(
m− 1

2

)
πx,

√
2 cosmπx.

给定网格 0 = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = 1, 所有网格点上的分片一次插值函数构成 n+ 1 维的线性

空间 S1(x0, x1, . . . , xn−1, xn).

对任给 u, g ∈ H, H 为该网格上分片一阶光滑的连续函数空间, 其能量内积定义为

a(u, g) :=
n∑
j=1

∫ xj

xj−1

(u′(x)g′(x))dx. (3.1)

特别地, 当 sI := sI [u] ∈ S1 时,

a(u, u) = a(sI , sI) + a(u− sI , u− sI). (3.2)

此时分片一次插值函数 sI 恰为 u在能量内积定义下的投影: a(u− sI , sI) = 0. 而且在该特征值模型中

Ritz 特征函数 (有限元解) 恰为特征函数真解的分片一次插值函数 sI , 记 hj = xj − xj−1, j = 1, . . . , n,
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h = maxhj ,这时 uhI (xj) = uI(xj),且 a(u−uh, uh) = 0. 为直接应用上节的高阶格式,需要将特征函数 u

的 L2 范数在离散网格中用 l2 范数表示. 记

⟨u, u⟩ : =
∫ 1

0

u2(x) dx, [u, u]∆n :=
u2(0) + u2(1)

2n
+

1

n

n−1∑
j=1

u2
(
j

n

)
.

命题 3.1 对于上面常微分方程特征值模型提到的四种边界条件, a(um−uhm, uhm) = 0. 且只要均

匀网格点数超过特征函数的频率 (n > m) 时, 用梯形公式求法正交特征函数真解 um(x) 在 L2[0, 1] 的

范数积分是精确的, 即 ∫ 1

0

u2m(x) dx =
u2m(0) + u2m(1)

2n
+

1

n

n−1∑
j=1

u2m

(
j

n

)
= 1. (3.3)

证明 事实上, 当 n > m 时, 分别有恒等式

2

n

n−1∑
j=1

sin2
(
mjπ

n

)
= 1,

2

n

n−1∑
j=1

sin2
(
(m− 1

2 )jπ

n

)
+

1

n
= 1,

2

n

n−1∑
j=1

cos2
(
(m− 1

2 )jπ

2n

)
+

1

n
= 1,

2

n

n−1∑
j=1

cos2
(
mjπ

n

)
+

2

n
= 1.

命题证毕.

一般可有积分表示

⟨u, u⟩ − [u, u]∆n =
1

n2

∫ 1

0

Gn(u; t)

(
1

2
− t

)
dt, (3.4)

其中

Gn(u; t) =
n−1∑
j=0

(u2)′
(
t+ j

n

)(
1

2
− t

)
dt.

由此不难验证, 对于有限 Fourier 级数

um(x) :=
b0
2

+
m∑
k=1

(bk cos k π x+ ak sin k π x),

只要均匀网格点数超过特征函数的频率 (n > m), 均有 ⟨um, um⟩ = [um, um]∆n , 即 um 在离散网格中

的 l2 范数与 L2(0, 1) 范数相等.

3.1 二维矩形均匀网格 Laplace 特征值计算中的能量内积投影空隙

对于矩形均匀网格, 设 xn,j =
j
n , yn,k = k

n , j, k = 0, 1, . . . , n.

该网格上的分片双线性插值函数可写成

S[u](x, y) =

n∑
j,k=0

ujkψj,k(x, y),
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其中以节点 ( jn ,
k
n ) 为中心的分片双一次插值函数

ψj,k(x, y) =



((j + 1)− nx)((k + 1)− ny),
j

n
6 x 6 j + 1

n
,

k

n
6 y 6 k + 1

n
,

(nx− (j − 1))((k + 1)− ny),
j − 1

n
6 x 6 j

n
,

k

n
6 y 6 k + 1

n
,

(nx− (j − 1))(ny − (k − 1)),
j − 1

n
6 x 6 j

n
,

k − 1

n
6 y 6 k

n
,

((j + 1)− nx)((k + 1)− ny),
j

n
6 x 6 j + 1

n
,

k − 1

n
6 y 6 k

n
,

0, 其他.

(3.5)

考虑该网格上特征值问题的波函数形式基本解

Um(x, y) = ωm1x+m2y,
j − 1

n
6 x 6 (j + 1)n,

k − 1

n
6 y 6 k + 1

n
,

其特征值 λm1,m2 = −(m2
1 +m2

2)π
2 log2(ω).

通过直接积分容易验证该波函数在以节点 ( jn ,
k
n ) 为中心的子矩形域上质量函数 b(Um, ψjk) 和刚

度函数 a(Um, ψjk) 分别等于如下的引理 3.1 和 3.2.

引理 3.1

b(Um, ψjk) : =

∫ j+1
n

j−1
n

∫ k+1
n

k−1
n

Um(x, y)ψjk(x, y)dxdy

=
n2Um( jn ,

k
n )(ω

m1
2n − ω−m1

2n )2(ω
m2
2n − ω−m2

2n )2

m2
1m

2
2 log

4(ω)
. (3.6)

引理 3.2

a(Um, ψjk) :=

∫ j+1
n

j−1
n

∫ k+1
n

k−1
n

∇Um(x, y)∇ψjk(x, y)dxdy

=
1

3

(
8U

(
j

n
,
k

n

)
−
(
U

(
j + 1

n
,
k

n

)
+ U

(
j − 1

n
,
k

n

)
+ U

(
j

n
,
k + 1

n

)
+ U

(
j

n
,
k − 1

n

)
+ U

(
j + 1

n
,
k + 1

n

)
+ U

(
j − 1

n
,
k − 1

n

)
+ U

(
j + 1

n
,
k − 1

n

)
+ U

(
j − 1

n
,
k + 1

n

)))
=

4

3
U

(
j

n
,
k

n

)(
2− ω−m1

n + ω
m1
n

2

ω−m2
n + ω

m2
n

2

− ω−m1−m2
2n + ω

m1−m2
2n

2

ω−m1+m2
2n + ω

m1+m2
2n

2

)
. (3.7)

以节点 ( jn ,
k
n ) 为中心的子矩形网格上 Laplace 能量投影的相对空隙可定义为

δUm,ψjk
(n) :=

λm b(Um, ψjk)− a(Um, ψjk)

Um( jn ,
k
n )

. (3.8)

由上面引理可知,

δUm,ψjk (n) = −n2(m2
1 +m2

2)(ω
m1
2n − ω−m1

2n )2(ω
m2
2n − ω−m2

2n )2

m2
1m

2
2 log

2(ω)
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− 4

3

(
2− ω−m1

n + ω
m1
n

2

ω−m2
n + ω

m2
n

2
− ω−m1−m2

2n + ω
m1−m2

2n

2
+

ω−m1+m2
2n + ω

m1+m2
2n

2

)
.

(3.8) 表明该相对空隙只依赖于波函数的频率 (m1,m2), 而与子矩形的位置 (j, k) 无关.

引理 3.3 对于均匀网格, 利用 Taylor 展开可得单波函数 Um(x, y) = ωm1x+m2y 的 Laplace 能量

投影的相对空隙的量级为 O(n−4),

δUm,ψjk
(n) =

1

6
m2

1m
2
2 log

4(ω)n−4 +
13

720
m2

1m
2
2(m

2
1 +m2

2) log
6(ω)n−6 +O(n−8). (3.9)

推论 3.1 波函数空隙公式 (3.9) 适用于以下四个波函数:

Um(x, y) = (ωm1x ± ω−m1x)(ωm2y ± ω−m2y), Um(x, y) = (ωm1x ± ω−m1x)(ωm2y ∓ ω−m2y), (3.10)

它们分别对应于矩形公式上 Laplace 零边界和零法向边界的特征波函数.

推论 3.2 当 m1m2 = 0 时, 公式 (3.9) 中的空隙消失, 此时沿 (x, y) 至少有一个方向的特征函数

为常数.

同样, 对于均匀网格上的线性插值有 S[u](x, y) =
∑n
j,k=0 ujkϕj,k(x, y), 其中屋顶函数 ϕj,k(x, y) 分

为 6 个子三角域,

ϕj,k(x, y) :=



ϕNE(x, y) = (j + k + 1)− nx− ny,
j

n
6 x 6 j + 1

n
,

k

n
6 y 6 j + k + 1− nx

n
,

ϕN (x, y) = (k + 1)− ny,
j − 1

n
6 x 6 j

n
,

j + k − nx

n
6 y 6 k + 1

n
,

ϕNW (x, y) = nx− (j − 1),
j − 1

n
6 x 6 j

n
,

k − 1

n
6 y 6 j + k − nx

n
,

ϕSW (x, y) = nx+ ny − (j + k − 1),
j − 1

n
6 x 6 j

n
,

j + k − 1− nx

n
6 y 6 k

n
,

ϕS(x, y) = ny − (k − 1),
j

n
6 x 6 j + 1

n
,

k − 1

n
6 y 6 j + k − nx

n
,

ϕSE(x, y) = (j + 1)− nx,
j

n
6 x 6 j + 1

n
,

j + k − nx

n
6 y 6 k

n
,

0, 其他.

(3.11)

通过直接积分容易验证该波函数在以节点 ( jn ,
k
n ) 为中心的子六边形域上的质量函数和刚度函数

分别等于引理 3.4 中的 b(Um, ϕjk) 和 a(Um, ϕjk).

引理 3.4

b(Um, ϕjk) := bNE(Um, ϕjk) + bN (Um, ϕjk) + bNW (Um, ϕjk) + bSW (Um, ϕjk) + bS(Um, ϕjk)

+ bSE(Um, ϕjk)

=
n(ω

m1
2n − ω−m1

2n )(ω
m2
2n − ω−m2

2n )

m1m2 log
3(ω)

×
(ω

m1−m2
2n − ω−m1−m2

2n )Um( jn ,
k
n )

m1 −m2
, (3.12)

a(Um, ϕjk) :=

∫ j+1
n

j−1
n

∫ k+1
n

k−1
n

∇Um(x, y)∇ϕjk(x, y)dxdy

= 4Um

(
j

n
,
k

n

)
−
(
Um

(
j + 1

n
,
k

n

)
+ Um

(
j − 1

n
,
k

n

)
+ Um

(
j

n
,
k + 1

n

)
+ Um

(
j

n
,
k − 1

n

))
= Um

(
j

n
,
k

n

)
(4− ω

m1
n − ω−m1

n − ω
m2
n − ω−m2

n ).
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同样得到, 以节点 ( jn ,
k
n ) 为中心的子六边形网格上 Laplace 能量投影的相对空隙为

δUm,ϕjk
(n) :=

λm b(Um, ϕjk)− a(Um, ϕjk)

Um( jn ,
k
n )

= − (m2
1 +m2

2)n(ω
m1
2n − ω−m1

2n )(ω
m1−m2

2n − ω−m1−m2
2n )(ω

m2
2n − ω−m2

2n )

m1(m1 −m2)m2 log(ω)

− (4− (ω−m1
n + ω

m1
n + ω−m2

n + ω
m2
n )).

引理 3.5 对于均匀网格, 利用 Taylor 展开可得单波函数 Um(x, y) = ωm1x+m2y 的 Laplace 能量

投影的相对空隙的量级为 O(n−4),

δUm,ϕjk
(n) :=

λm b(Um, ϕjk)− a(Um, ϕjk)

Um( jn ,
k
n )

=
1

12
m1(m1 −m2)

2m2 log
4(ω)n−4 +

1

180
m1(m1 −m2)

2

×m2(m
2
1 +m2

2) log
6(ω)n−6 +O(n−8). (3.13)

推论 3.3 当 m1m2(m1 −m2) = 0 时, (3.13) 中的空隙消失, 此时沿 (x, y) 至少有一个方向的特

征函数为常数或者为单波函数 Um(x, y) = ωm(x+y).

由 (3.9) 和 (3.13) 知,

n∑
j=1

n∑
k=1

δUm,ψjk
(n) =

1

6
m2

1m
2
2 log

4(ω)n−2 +O(n−4),

n∑
j=1

n∑
k=1

δUm,ϕjk
(n) =

1

12
m1(m1 −m2)

2m2 log
4(ω)n−2 +O(n−4).

因此, 我们得到如下命题.

命题 3.2 在有界区域上用矩形均匀网格计算 Laplace 特征值, 无论采用线性元或双线性元, 能

量内积空隙 a(u− uh, uh) 均非负且量级为 O(n−2), 这时不等式 (2.5) 和 (2.7) 成立, 此外当 m1m2 = 0

时, (3.9) 中的空隙消失, m1m2(m1 −m2) = 0 时, (3.13) 中的空隙消失.

为减少这类空隙, 我们提出以下的一个新格式:

δUm,φjk
(n) := λm b(Um, ψjk)−

1

2
(a(Um, ψjk) + a(Um, ϕjk)). (3.14)

直接计算表明,

δUm,φjk
(n) = −U

(
j

n
,
k

n

)(
n2(m2

1 +m2
2)(ω

m1
2n − ω−m1

2n )2(ω
m2
2n − ω−m2

2n )2

m2
1m

2
2 log

2(ω)

− 1

6

(
20U

(
j

n
,
k

n

)
− 4

(
U

(
j + 1

n
,
k

n

)
+ U

(
j − 1

n
,
k

n

)
+ U

(
j

n
,
k + 1

n

)
+ U

(
j

n
,
k − 1

n

))
−
(
U

(
j + 1

n
,
k − 1

n

)
+ U

(
j − 1

n
,
k + 1

n

)
+ U

(
j + 1

n
,
k + 1

n

)
+ U

(
j − 1

n
,
k − 1

n

)))
=

1

240
m1m2(m1 +m2)

2 log6(ω)n−6 +O(n−8), (3.15)

且波函数空隙公式 (3.15) 适用于 (3.10) 中的四个波函数.
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例如, 对于 [0, 1]2 上的零边界问题, 特征函数真解 um1,m2 = sinm1πx sinm2πy. 记 h = 1
n ,

a(u− uh, uh) =
n−1∑
j=1

n−1∑
k=1

δum1,m2 ,φjk
(n) =

1

240
m1m2(m1 +m2)

2 log6(ω)n−4 +O(n−6)

=: Cm1,m2 (u− uh, u− uh).

因为此时 (u− uh, u− uh) = O(h4).

因而, 在用均匀矩形网格求解 2D 有界域 Laplace 特征值时, 我们实际上在内点采用了如下的九

点差分格式:

aUm,φjk
(n) :=

1

6h2

(
20U

(
j

n
,
k

n

)
− 4

(
U

(
j + 1

n
,
k

n

)
+ U

(
j − 1

n
,
k

n

)
+ U

(
j

n
,
k + 1

n

)
+ U

(
j

n
,
k − 1

n

))
−
(
U

(
j + 1

n
,
k − 1

n

)
+ U

(
j − 1

n
,
k + 1

n

)
+ U

(
j + 1

n
,
k + 1

n

)
+ U

(
j − 1

n
,
k − 1

n

)))
(3.16)

和九点积分格式:

bUm,ψjk
(n) :=

1

36

(
16U

(
j

n
,
k

n

)
+ 4

(
U

(
j + 1

n
,
k

n

)
+ U

(
j − 1

n
,
k

n

)
+ U

(
j

n
,
k + 1

n

)
+ U

(
j

n
,
k − 1

n

))
+

(
U

(
j + 1

n
,
k − 1

n

)
+ U

(
j − 1

n
,
k + 1

n

)
+ U

(
j + 1

n
,
k + 1

n

)
+ U

(
j − 1

n
,
k − 1

n

)))
. (3.17)

由此, 我们得到如下的结论.

定理 3.1 在用均匀矩形网格求解 2D 有界域 Laplace 特征值时, 存在唯一的九点格式使得能量

内积投影空隙为 O(n−4),这时差分格式 (3.16)是线性元与双线性元的平均,积分格式 (3.17)保留双线

性插值.

为在离散格式中表示 um1,m2 按 L2([0, 1]2) 的范数, 我们只需将一维时的结论作平行推广.

定理 3.2 设 [0, 1]2 上 Laplace 特征值问题四边分别满足零边界或零法向边界条件, 只要每个方

向均匀网格点数超过特征函数的频率 (n > m = max(m1,m2)) 时, 二维矩形求积公式对于特征函数真

解 um1,m2(x, y) = um1(x)um2(y) 的 L2[0, 1] 范数用 l2 表示也是精确的, 即 ⟨u, u⟩ = [u, u]∆n , 此时,

⟨u, u⟩ :=
∫ 1

0

∫ 1

0

u2(x, y) dx dy,

[u, u]∆n :=
1

4n2
(u2m1,m2

(0, 0) + u2m1,m2
(1, 0) + u2m1,m2

(0, 1) + u2m1,m2
(1, 1))

+
1

2n2

( n−1∑
j=1

(
u2m1,m2

(
j

n
, 0

)
+ u2m1,m2

(
j

n
, 1

))
+
n−1∑
k=1

(
u2m1,m2

(
0,
k

n

)

+ u2m1,m2

(
1,
k

n

)))
+

1

n2

n−1∑
j=1

n−1∑
k=1

u2m1,m2

(
j

n
,
k

n

)
.

与一维时类似, 对于二维有限 Fourier 级数

um1,m2
(x, y) :=

(
b0
2

+

m1∑
k=1

(bk cos k π x+ ak sin k π x)

)(
c0
2

+

m2∑
l=1

(cl cos l π y + dl sin l π y)

)
,
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只要每个方向均匀网格点数超过特征函数的频率 (n > m = max(m1,m2)),均有 um1,m2 在离散网格中

的 l2 范数与 L2[0, 1]2 范数相等, 即 ⟨um1,m2 , um1,m2⟩ = [um1,m2 , um1,m2 ]∆n .

在第 2 节的基础上, 利用矩形网格和 Laplace 算子的特性, 我们可构造更高精度的格式. 注意到

质量矩阵是具有好条件数的良态压缩矩阵, 其矩阵多项式也良态. 记

KU = λ̃H

(
1

2
(D +M)

)
U := λH ϕ1(M)U.

进而可令

ϕm−1(M)K U = λ̃h ϕ̃m(M)U, (3.18)

其中 ϕm(M) 和 ϕ̃m(M) 为 M 的两组 m 次矩阵多项式, 参见文献 [23,24].

适用矩形网格的算法可以平行推广到六面体网格以及更一般的高维超立方体网格.

对于出现非函数节点基底, 如 Hermite 元中包含导数基底, 需要把格式写成矩阵块形式, 按主对

角块施行优化算法.

3.2 六面体网格上计算 Laplace 特征值的若干超高精度格式

从广义矩阵特征值角度,矩形网格双线性元和六面体网格三线性元形成的刚度矩阵和质量矩阵均

可为一维相应矩阵的 Kröneker 乘积,

A2 = A⊗B +B ⊗A, B2 = B ⊗B, A3 = A2 ⊗B +B2 ⊗A, B3 = B2 ⊗B,

矩形网格和六面体网格线性元的刚度矩阵和质量矩阵则为

Ã2 = A⊗ I + I ⊗A, B̃2 = B ⊗ I, Ã3 = A2 ⊗ I + I2 ⊗A, B̃3 = B̃2 ⊗ I.

从差分方程角度, 刚度矩阵和质量矩阵对应于差分格式.

矩形网格适用的算法可以平行推广到六面体网格以及更一般的高维超立方体网格.作为二维九点

格式 (3.16) 和 (3.17) 的推广, 对于三维立方体区域 [0, 1]3, 三维六面体网格形成能量投影算子的刚度

矩阵和质量矩阵分别对应于内点 (x, y, z) 处步长为 h 的 27 点差分格式. 在以三维内节点 (x, y, z) 为

中心、长度为 2h 的六面体中, 记

F6(x, y, z) = f(x, y, z − h) + f(x, y, h+ z) + f(x, y − h, z) + f(x, h+ y, z) + f(x− h, y, z)

+ f(h+ x, y, z),

F8(x, y, z) = f(x− h, y − h, z − h) + f(x− h, y − h, h+ z) + f(x− h, h+ y, z − h)

+ f(x− h, h+ y, h+ z) + f(h+ x, y − h, z − h) + f(h+ x, y − h, h+ z)

+ f(h+ x, h+ y, z − h) + f(h+ x, h+ y, h+ z),

F12(x, y, z) = f(x, y − h, z − h) + f(x, y − h, h+ z) + f(x, h+ y, z − h) + f(x, h+ y, h+ z)

+ f(x− h, y, z − h) + f(x− h, y, h+ z) + f(x− h, y − h, z) + f(x− h, h+ y, z)

+ f(h+ x, y, z − h) + f(h+ x, y, h+ z) + f(h+ x, y − h, z) + f(h+ x, h+ y, z),
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且对于三维有限 Fourier 级数

fm1,m2,m3(x1, x2, x3) :=

3∏
j=1

(
bj0 +

mj∑
k=1

(bjk cos kπxj + ajk sin kπxj)

)
,

只要每个方向均匀网格点数超过特征函数的频率 (n > m = max(m1,m2,m3)), 均有 fm1,m2,m3 在离散

网格中的 l2 范数与 L2[0, 1]3 范数相等, 即 ⟨fm1,m2,m3 , fm1,m2,m3⟩ = [fm1,m2,m3 , fm1,m2,m3 ]∆n .

值得注意的是,三维立方体等距网格 Laplace特征值四阶计算格式不是唯一的. 事实上,若把三维

六面体网格上三线性元刚度函数的 21 点格式

Kh
Tri[f ] =

1

12h2
{32 f(x, y, z)− 2F12(x, y, z)− F8(x, y, z)}

和线性元刚度函数的 7 点格式

Kh
7 [f ] =

1

h2
{6 f(x, y, z)− F6(x, y, z)}

做算术平均作为新刚度函数的 27 点格式

Kh
27[f ] =

1

2
(Kh

Tri[f ] +Kh
7 [f ]) =

1

24h2
{104 f(x, y, z)− 12F6(x, y, z)− 2F12(x, y, z)− F8(x, y, z)},

同时保留三线性元的质量函数的 27 点格式,

Mh
27[f ] =Mh

Tri[f ] =
1

144
{40 f(x, y, z) + 12F6(x, y, z) + 2F12(x, y, z) + F8(x, y, z)},

同样可得到四阶计算格式.

更一般地, 对于刚度函数和质量函数均可分别引入单参数的 27 点格式如下:

Ah27[f ](a) =
1

h2

{
2

3
(5 + 3a)f(x, y, z)− aF6(x, y, z)−

1

12
(3a− 1)F8(x, y, z)

− 1

6
(2− 3a)F12(x, y, z)

}
, (3.19)

Bh27[f ](b) =
2

9
(2− 9b) f(x, y, z) + bF6(x, y, z) +

1

72
(18b− 1)F8(x, y, z)

− 1

18
(1− 9b)F12(x, y, z). (3.20)

作为特例, 三线性元的质量函数 Mh
27[f ] = Ah27[f ](

1
12 ), 而 Kh

27[f ] = Ah27[f ](
1
2 ).

图 1 所示的是另一组常用格式

Ah27[f ]

(
4

9

)
=

1

36h2
{152 f(x, y, z)− 16F6(x, y, z)− 4F12(x, y, z)− F8(x, y, z)} (3.21)

和 27 点积分格式

Bh27[f ]

(
2

27

)
=

1

216
{64 f(x, y, z) + 16F6(x, y, z) + 4F12(x, y, z) + F8(x, y, z)}, (3.22)

我们已将这组格式推广到任意维超立方体网格.

1179



孙家昶等: 偏微分方程特征值计算的上下界分析与高精度格式构造

(a) (b)

图 1 (a) 差分格式: 3 维 27 点 (27 = 33); (b) 积分格式: 3 维 27 点 (27 = 33)

于是可建立一般六面体等距网格 Laplace 特征值计算在内节点上带双参数 (a, b) 的高精度格式

λH =
Ah27[f ]

1
2 (B

h
27[f ] + f)

. (3.23)

事实上, 对于光滑的函数, 双参数格式 (3.19) 和 (3.20) 满足

Ah27[f ]
1
2 (B

h
27[f ] + f)

= −∆[f ]

f
+
h2(∆[f ]2 − f∆2[f ])

12f2
+O(h4).

特别地, 对于 Laplace 特征函数,

−∆[f ] = λf,
Ah27[f ]

1
2 (B

h
27[f ] + f)

= λ+O(h4).

进一步地分析和计算表明,不同参数对于特征值计算 (3.23)的影响很小,理论上只限于影响误差 O(h4)

中 f (2,2,2) 项的系数.

在此基础上同样可构造基于格式 (3.19) 和 (3.20) 的六阶、八阶直至十阶超高精度格式, 数值计算

结果见第 5 节.

4 三角形均匀网格特征值计算中的能量内积投影空隙

为避免与三角域重心坐标记号 (u, v, w) 混淆, 本节的特征函数记号改用 f 和 g.

4.1 三角形均匀网格 Laplace-like 特征值计算中的能量内积投影空隙

本小节讨论重心坐标 (u, v, w = 1−u− v)下的 PDE特征值计算问题 L[g] = λg,这里 Laplace-like

算子

L[g] :=
4

3
(g(1,1)(u, v)− g(0,2)(u, v)− g(2,0)(u, v)). (4.1)

于是, 对给定的一组实数对 (µ, ν), 函数

gµ,ν(u, v) = ωv(−2µ−ν)+(−u−v)(µ−ν)+u(µ+2ν) (4.2)
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是重心坐标下带双参数的 Laplace-like 特征函数的一个基本解, 即

λµ,ν =
L[g]

g
:=

4

3g(u, v)
(g(1,1)(u, v)− g(0,2)(u, v)− g(2,0)(u, v)) = −12(µ2 + µν + ν2) log2(ω). (4.3)

同时, 下面六个波函数:

g1(µ, ν) = ω3uν−3vµ = gµ,ν(u, v), g2(µ, ν) = ω3uµ+3v(µ+ν), g3(µ, ν) = ω−3(vν+u(µ+ν)),

g4(µ, ν) = ω−3(vµ+u(µ+ν)), g5(µ, ν) = ω3uµ−3vν , g6(µ, ν) = ω3uν+3v(µ+ν) (4.4)

具有相同特征值 (4.3).

特别地, 对单位正三角形, ω = e
2πi
3 , L[g] 为 Laplace 算子, λµ,ν = 16π2

3 (µ2 + µ ν + ν2). 故对于一般

三角形区域, L[g] 可称为 Laplace-like 算子.

在三角形均匀网格上以重心坐标 (u, v, w = 1− u− v) 表示的分片线性插值基函数 (见图 2) 为

ϕjk(u, v) =



ϕNE(u, v) = nu− (j − 1), ∀ j + k − nu

n
6 v 6 k

n
,

j − 1

n
6 u 6 j

n
,

ϕN (u, v) = n(u+ v)− (j + k − 1), ∀ j + k − 1− nu

n
6 v 6 k

n
,

j − 1

n
6 u 6 j

n
,

ϕNW (u, v) = nv − (k − 1), ∀ j
n
6 u 6 j + k − nv

n
,

k − 1

n
6 v 6 k

n
,

ϕSW (u, v) = 1 + j − nu, ∀ k + j − nu

n
6 v 6 k

n
,

j

n
6 u 6 j + 1

n
,

ϕS(u, v) = j + k + 1− n(u+ v), ∀ k + j − 1− nu

n
6 v 6 k

n
,

j − 1

n
6 v 6 j

n
,

ϕSE(u, v) = 1 + k − nv, ∀ j + k − nu

n
6 v 6 k + 1

n
,

j − 1

n
6 u 6 j

n
.

0, 其他.

(4.5)

通过积分可直接计算出以内节点 ( jn ,
k
n ) 为中心的质量函数

(gµ,ν , ϕjk) = (gµ,ν , ϕjk)NE + (gµ,ν , ϕjk)N + (gµ,ν , ϕjk)NW

+ (gµ,ν , ϕjk)SW + (gµ,ν , ϕjk)S + (gµ,ν , ϕjk)SE

=
n(ω

3µ
2n − ω− 3µ

2n )(ω
3ν
2n − ω− 3ν

2n )(ω
3(µ+ν)

2n − ω− 3(µ+ν)
2n )

27µν(µ+ ν) log3(ω)
gµ,ν

(
j

n
,
k

n

)
(4.6)

N
NW NE

S
SW SE

(j − 1, k + 1)

(j, k − 1) (j − 1, k)

(j + 1, k) (j, k + 1)

(j, k)
(j +1, k − 1)

图 2 以重心坐标 ( j
n
, k
n
) 为中心的六片三角形域
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和刚度函数

(∇gµ,ν ,∇ϕjk) =
2

3

(
6 gµ,ν

(
j

n
,
k

n

)
−
(
gµ,ν

(
j − 1

n
,
k + 1

n

)
+ gµ,ν

(
j − 1

n
,
k

n

)
+ gµ,ν

(
j

n
,
k − 1

n

)
+ gµ,ν

(
j + 1

n
,
k − 1

n

)
+ gµ,ν

(
j + 1

n
,
k

n

)
+ gµ,ν

(
j

n
,
k + 1

n

)))
=

16

3

(
1− 1

8
(ω− 3µ

2n + ω
3µ
2n )(ω− 3ν

2n + ω
3ν
2n )(ω− 3(µ+ν)

2n + ω
3(µ+ν)

2n )

)
gµ,ν

(
j

n
,
k

n

)
. (4.7)

因而, 在用均匀三角形网格求解 2D有界域 Laplace-like特征值时, 我们实际上在内点采用了如下

的七点差分格式:

a(gµ,ν , ϕjk) = (∇gµ,ν ,∇ϕjk)

=
2

3

(
6gµ,ν

(
j

n
,
k

n

)
−
(
gµ,ν

(
j − 1

n
,
k + 1

n

)
+ gµ,ν

(
j − 1

n
,
k

n

)
+ gµ,ν

(
j

n
,
k − 1

n

)
+ gµ,ν

(
j + 1

n
,
k − 1

n

)
+ gµ,ν

(
j + 1

n
,
k

n

)
+ gµ,ν

(
j

n
,
k + 1

n

)))
(4.8)

和七点积分格式:

b(gµ,ν , ϕjk) = (gµ,ν , ϕjk)

=
1

12

((
gµ,ν

(
j − 1

n
,
k + 1

n

)
+ gµ,ν

(
j − 1

n
,
k

n

)
+ gµ,ν

(
j

n
,
k − 1

n

))
+

(
gµ,ν

(
j + 1

n
,
k − 1

n

)
+ gµ,ν

(
j + 1

n
,
k

n

)
+ gµ,ν

(
j

n
,
k + 1

n

)))
. (4.9)

由此, 我们得到如下的结论.

定理 4.1 在用均匀三角形网格求解 2D 有界域 Laplace-like 特征值时, 存在唯一的七点格式使

得能量内积投影空隙为 O(n−4), 这时相应的差分格式为 (4.8), 积分格式为 (4.9).

证明 由 (4.6) 和 (4.7),

δgµ,ν ,ϕjk
(h) :=

λµ,ν (gµ,ν , ϕjk)− a(gµ,ν , ϕjk)

gµ,ν(
j
n ,

k
n )

= −4n(µ2 + νµ+ ν2)(ω
3µ
2n − ω− 3µ

2n )(ω
3ν
2n − ω− 3ν

2n )(ω
3(µ+ν)

2n − ω− 3(µ+ν)
2n )

9µν(µ+ ν) log(ω)

− 2

3
(8− (ω− 3µ

2n + ω
3µ
2n )(ω− 3ν

2n + ω
3ν
2n )(ω− 3(µ+ν)

2n + ω
3(µ+ν)

2n ))

=
81

20
µ2ν2(µ+ ν)2 log6(ω)n−6 +

891

560
µ2ν2(µ+ ν)2(µ2 + νµ+ ν2) log8(ω)n−8

+O(n−10). (4.10)

因而, 对于能用均匀三角形网格围成的 2D 有界域, 其节点个数为 O(n2), 此时 a(g − gh, gh) = O(n−4)

= O(∥g − gh∥2). 其唯一性可用待定系数法直接验明.

推论 4.1 特别地, 当 µν(µ + ν) = 0, gµ,ν 可称为主特征函数, 这时 (4.10) 所对应的七点线性插

值恰为 Laplace-like 算子的能量投影,

a(gµ,ν − ghµ,ν , g
h
µ,ν) = 0. (4.11)
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作为特例, 在单位正三角形均匀网格上, 零边界和零法向边界的 Laplace 特征函数的真解分别是

(参见文献 [18])

TSinµ,ν = g1(µ, ν) + g2(µ, ν) + g3(µ, ν)− g4(µ, ν)− g5(µ, ν)− g6(µ, ν) (4.12)

和

TCosµ,ν = g1(µ, ν) + g2(µ, ν) + g3(µ, ν) + g4(µ, ν) + g5(µ, ν) + g6(µ, ν). (4.13)

例如, 对于零边界,

a(TSinµ,ν − (TSinµ,ν)h, (TSinµ,ν)h) =
n−1∑
j=1

n−j−1∑
k=1

δTSinµ,ν ,ϕjk
(n)

=
1

240
µν(µ+ ν)2 log6(ω)n−4 +O(n−6)

=: Cm1,m2(f − fh, f − fh).

因为此时 (TSinµ,ν − (TSinµ,ν)h,TSinµ,ν − (TSinµ,ν)h) = O(h4).

(4.10)对于 (4.4)中的其他五类波函数同样成立,因此,格式 (4.8)和 (4.9)对于任意的有界凸区域

恒有 a(f − fh, fh) = O(∥f − fh∥2).

4.2 三角形格式中 L2(T) 范数的离散范数表示

现在讨论 Laplace零边界特征函数真解 TSinµ,ν 和零法向边界特征函数真解 TCosµ,ν 的 L2(T)范
数在三角形格式中离散范数表示.

定义 4.1 两个复函数在三角域 T 上的 L2 内积定义为

⟨f, g⟩ :=
∫ 1

0

∫ 1−u

0

f(u, v)ḡ(u, v)dvdu, (4.14)

而在三角域 T 均匀网格上的 l2 内积为

[f, g] :=
1

n2

n−2∑
j=1

n−1−j∑
k=1

f

(
j

n
,
k

n

)
ḡ

(
j

n
,
k

n

)
+

1

2

{ n−1∑
j=1

f

(
j

n
, 0

)
ḡ

(
j

n
, 0

)

+
n−1∑
k=1

f

(
0,
k

n

)
g

(
0,
k

n

)
+
n−1∑
j=1

f

(
j

n
,
n− j

n

)
ḡ

(
j

n
,
n− j

n

)}
+

1

6
(f(0, 0)ḡ(0, 0) + f(1, 0)ḡ(1, 0) + f(0, 1)ḡ(0, 1)). (4.15)

特别地, 对于零边界函数, l2 内积公式简化成

[f, g]0,n :=
1

n2

n−2∑
j=1

n−1−j∑
k=1

f

(
j

n
,
k

n

)
ḡ

(
j

n
,
k

n

)
. (4.16)

定理 4.2 [25] 设 Laplace 特征值问题 T 上三条边同时满足零边界或零法向边界条件, 只要均匀

网格点数超过特征函数的频率 (n > max(µ, ν)), 用求解特征函数真解 TSinµ,ν 和 TCosµ,ν 在 L2[T] 范
数的广义梯形积分公式是精确的, 即对于任意整数对 (µ, ν), TSinµ,ν 满足

⟨TSinµ,ν ,TSinµ,ν⟩ = [TSinµ,ν ,TSinµ,ν ]0, (4.17)
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零法向边界函数特征函数 TCosµ,ν 则满足

⟨TCosµ,ν ,TCosµ,ν⟩ = [TCosµ,ν ,TCosµ,ν ]. (4.18)

证明 为书写方便, 记 ω̃ = e2iπ, 下面的证明要用到如下积分公式:

∫ 1

0

∫ 1−u

0

ω̃uµ+vν dv du =

0, (µ, ν) ∈ Z, µ2 + ν2 > 0,

1, µ = ν = 0
(4.19)

和求和公式:

n−2∑
j=1

n−1−j∑
k=1

ω̃
µj+νk

n =


1, (µ, ν) ∈ Z+, n > µ > ν > 0,

2− n

2
+ i

n

2

cos µπn
sin µπ

n

, (µ, ν) ∈ Z, n > µ > ν = 0,

1

2
(n− 1)(n− 2), µ = ν = 0.

(4.20)

由于 ω̃ = e2iπ, 积分公式 (4.19) 显然, 只需验证求和公式 (4.20). 事实上,

n−2∑
j=1

n−1−j∑
k=1

ω̃
(µk+νj

n =
n−2∑
j=1

ω̃
j(ν−µ)

n (ω̃µ − ω̃
(j+1)µ

n )

ω̃
µ
n − 1

= 1, ∀ (µ, ν) ∈ Z+, n > µ > ν > 0,

n−2∑
j=1

n−1−j∑
k=1

(ω̃
µj
n + ω̃−µj

n ) =
n−2∑
j=1

(n− 1− j)(ω̃
µj
n + ω̃−µj

n ) =
n−2∑
j=1

(j − 1)(ω̃
µj
n + ω̃−µj

n )

=
n− 2

2

n−1∑
j=1

(ω̃
µj
n + ω̃−µj

n ) = 2− n,

n−2∑
j=1

n−1−j∑
k=1

(ω̃
µj
n − ω̃−µj

n ) =
n−2∑
j=1

(n− 1− j)(ω̃
µj
n − ω̃−µj

n ) = −
n−2∑
j=1

(j − 1)(ω̃
µj
n − ω̃−µj

n )

=
n−1∑
j=1

(n− 2j)(ω̃
µj
n − ω̃−µj

n ) = in
cos µπn
sin µπ

n

.

由 (4.12) 和 (4.13) 可知,

|TSinµ,ν |2 = 6− TSmµ,ν +TSpµ,ν , |TCosµ,ν |2 = 6 + TSmµ,ν +TSpµ,ν ,

其中

TSmµ,ν = ω̃u(µ−ν) + ω̃v(µ−ν) + ω̃(u+v)(µ−ν) + ω̃u(2µ+ν) + ω̃(−u−v)(2µ+ν) + ω̃v(2µ+ν)

+ ω̃u(µ+2ν) + ω̃(−u−v)(µ+2ν) + ω̃−v(µ+2ν),

TSpµ,ν = ω̃−v(µ−ν)−u(2µ+ν) + ω̃v(µ−ν)+u(2µ+ν) + ω̃−u(µ−ν)−v(2µ+ν) + ω̃u(µ−ν)+v(2µ+ν)

+ ω̃v(µ−ν)−u(µ+2ν) + ω̃−v(2µ+ν)−u(µ+2ν) + ω̃v(ν−µ)+u(µ+2ν) + ω̃v(2µ+ν)+u(µ+2ν)

+ ω̃u(µ−ν)−v(µ+2ν) + ω̃−u(2µ+ν)−v(µ+2ν) + ω̃u(ν−µ)+v(µ+2ν) + ω̃u(2µ+ν)+v(µ+2ν),

直接计算易得 ∫ 1

0

∫ 1−u

0

TSmµ,νdv du =

∫ 1

0

∫ 1−u

0

TSpµ,νdv du = 0.
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因此, 利用 (4.19) 和 (4.20), 我们得

⟨TSinµ,ν ,TSinµ,ν⟩ =
∫ 1

0

∫ 1−u

0

6dvdu = 3,

[TSinµ,ν ,TSinµ,ν ]0 =
1

n2
(3(n− 1)(n− 2) + 9(n− 2) + 12) = 3

和

⟨TCosµ,ν ,TCosµ,ν⟩ =
∫ 1

0

∫ 1−u

0

6dvdu = 3,

[TCosµ,ν ,TCosµ,ν ]0 =
1

n2
(3(n− 1)(n− 2)− 9(n− 2) + 12) =

3

n2
(12− 6n+ n2),

n−1∑
j=1

(
6 + TSmµ,ν

(
j

n
,
k

n

)
+TSpµ,ν

(
j

n
,
k

n

))
= 12(n− 3), TCosµ,ν(0, 0) = 36,

[TCosµ,ν ,TCosµ,ν ] =
1

n2

(
3(12− 6n+ n2) +

1

2
× 12(n− 3) +

1

6
× 3× 36

)
= 3.

从而得证 (4.17) 和 (4.18).

与二维矩形网格时类似, 对于三角域上有限个形如 (4.4) 波函数组成的广义 Fourier 级数

um1,m2(u, v) :=

m1∑
µ=1

m2∑
ν=1

6∑
l=1

bl,µ,νgl(µ, ν),

只要均匀网格点数超过特征函数的频率 (n > m = max(m1,m2)), 均有 um1,m2 在离散网格中的 l2 范

数与 L2[T] 范数相等, 即 ⟨um1,m2 , um1,m2⟩ = [um1,m2 , um1,m2 ].

本节的推导和算法可以推广到高维蜂窝形区域, 如三维四面体. 这是因为在几何上三维蜂窝型四

面体分割可视为二维一致三角形分割的自然推广, 只是公式要复杂得多.

5 数值算例

5.1 一维重调和方程计算

对一维 Laplace 特征值问题, 图 3(a)给出采用三次 Hermite 插值和第 3.1小节中提到的矩阵分块

质量集中方法计算前 10 个特征值的六阶收敛阶 (网格尺寸分别为 1
16 和

1
32 ), 简单的质量集中特征值

误差会从 O(h6) 增加到 O(h2) (参见文献 [1]), 从表 1 可以看出, 分块矩阵质量集中方法是下界, 且比

原来的三次 Hermite 元精度高.

对一维重调和问题,采用二次元得到二阶上界,刚度矩阵为A,质量矩阵为B = [B11, B12;B21, B22],

这里采用八阶公式, 刚度矩阵不变, 质量矩阵改为

B̂ =

[
2h(1− a)I + aB11, bB12; bB21, cB22 +

h3

60
(1− c)I

]
,

其中 h 为网格尺寸, 参数

a =
483− 4

√
3885

588
, b =

28a+ 3

26
, c =

13 + 42a

36
.

数值收敛阶见图 3(b), 图形中 err8, err16, err32, err64 分别为 h = 1
8 ,

1
16 ,

1
32 ,

1
64 时的相对误差.
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图 3 (a) 一维 Laplace 问题前 10 个特征值的误差收敛阶; (b) 一维重调和问题前 10 个特征值在不同网格尺寸

下的误差收敛阶

表 1 一维 Laplace 特征值问题前 8 个特征值的相对误差: h = 1
16

误差 特征值指标

1 2 3 4 5 6 7 8

三次 Hermite 插值 (上界) 1.87e−9 1.15e−7 1.23e−6 6.35e−6 2.20e−5 5.88e−5 1.32e−4 2.61e−4

分块矩阵质量集中方法 (下界) −6.95e−11 −6.34e−9 −1.05e−7 −8.29e−7 −4.19e−6 −1.58e−5 −4.89e-5 −1.30e−4

提高精度倍数 26.88 18.13 11.65 7.66 5.24 3.71 2.69 1.99

5.2 L- 型区域 Laplace 前 105 个特征值计算

考虑以 (−1, 1), (−1,−1), (1,−1), (1, 0), (0, 0)和 (0, 1)为顶点的 L-型区域,图 4(a)给出了分别用

有限元方法 (FEM) 和有限差分方法 (FD) 第一个特征值随网格尺寸减小的误差变化.
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FD
FEM

 相
对
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误
差
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图 4 (a) 第一个特征值在不同网格剖分下的相对误差; (b) 前 105 个特征值在不同方法下的相对误差
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我们采用误差补偿算法 [24] 计算前 105 个特征值, 从图 4(b) 可以看出, 以 10−4 作为误差界限, 此

时有限元方法和有限差分方法的误差要比加权的调和平均高两个数量级. L- 型区域的第 3 个特征值

为光滑解, 其真解对应于方形区域 [0, 1]2 的第一个特征值 2π2, 对此我们可以构造高阶格式, 这里我们

记刚度矩阵为 A, 质量矩阵为 B, IN 为 N 阶单位矩阵, 10 阶下界公式对应的刚度矩阵 K10 和质量矩

阵 M10 如下:

K10 = A ((1− b1 − b2)IN + b1B + b2B
2),

M10 = B (1− a1 − a2)IN + a1B + a2B
2,

这里

a1 =
32857

54040
, a2 =

36023

108080
, b1 =

36889

54040
, b2 =

4971

108080
.

计算前 6 个特征值的误差对于 h = 1
8 为

[0.089871,−0.0040264,−5.5432e−9,−0.0030634, 0.21466, 0.15719],

而当 h = 1
16 为

[0.0384,−0.00070722,−9.7167e−12,−0.00039359, 0.092937, 0.07].

其中第三个特征值的收敛阶为 9.16.

5.3 方环区域 (ring square) 前 10 个特征值计算

考虑在单位正方形 [0, 1]2 中去掉正方形 [13 ,
2
3 ]

2 的方环区域, 文献 [26, 27] 讨论了方环区域适用于

第一对重特征值 (第二和三个特征值) 的自适应网格. 图 5 给出有限元方法、调和平均 (2.9) 和带权重

的调和平均公式 (2.8) 下前 10 个特征值在网格尺寸 h = 1
36 的相对误差.

求解前 10 个特征值的对应权重为 γ = {0.3, 0.25, 0.25, 0.2, 0.1, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0}.
图 6 给出前 10 个特征值对应的特征向量示意图.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−2

0

2

4

6

8

10

12

14

16
×10−3

 

 

FEM

图 5 前 10 个特征值的相对误差
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图 6 方环区域 Laplace 前 10 个特征值的特征向量

5.4 单位正三角形与平行六边形域

首先考虑三边都是零边界的情形, 把 (3.18) 中的高阶公式形式运用到三角形的八阶公式如下:

ϕ(M) = (1− b1 − b2)I + b1M + b2M
2,

ϕ̃(M) =

(
3

2
− b1 − 2b2

)
M +

−1 + 2b1 + 4b2
2

M2, (5.1)
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其中

b20 = 521m6 − 1563m5n+ 3315m4n2 − 4025m3n3 + 3315m2n4 − 1563mn5 + 521n6,

b21 = 22m6 − 66m5n+ 105m4n2 − 100m3n3 + 105m2n4 − 66mn5 + 22n6,

b22 =
(m− 2n)2(2m− n)2(m+ n)2

(m2 −mn+ n2)3
,

b1 =
7

10
+
b22
90
,

b2 = − 1

315
+

b22b20
1260b21

;

我们给出不同网格尺寸下的误差 (如 err8为 h = 1
8 的相对误差)比较, 数值结果是八阶的 (见图 7(a)).

对于两边为零边界、第三边为零法向边界, 对于这种边界条件问题没有解析解, 我们以较细网格

下的高阶公式解作为精确解. 运用调和平均公式 (2.9), 我们得到四阶的收敛结果 (见图 7(b)).

表 2 给出六边形的前 10 个特征值运用调和平均下界公式 (2.9) 的四阶数值结果.

5.5 单位立方体 Laplace 零边界

对于单位立方体,我们分别给出有限元方法的二阶上界数值结果 (见表 3)和公式 (3.21)–(3.23)的

四阶下界结果 (见表 4), 把 (3.18) 中的高阶公式形式运用到立方体, 对于不同频率得到相关的十阶下

界格式, 其计算结果在表 5 中列出.
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7.0

7.2

7.4

7.6

7.8

8.0

8.2

8.4

8.6

8.8

9.0

 

 

err8/err16
err16/err32
err32/err64

0 5 10 15
3.0

3.5

4.0

4.5

 

 

err8/err16
err16/err32
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(a) (b)

图 7 (a) 零边界: 前 15 个特征值的误差收敛阶; (b) 混合边界条件 (两边零边界、第三边零法向边界)

表 2 六边形前 10 个特征值的相对误差: 调和平均

网格尺寸 特征值指标 (重数)

1(1) 2(2) 4(2) 6 7 8 9(2)

h = 1/8 −4.66e−4 −7.77e−4 −1.60e−3 −1.83e−3 −3.35e−3 −2.79e−3 −4.19e−3

h = 1/16 −4.11e−5 −5.79e−5 −1.01e−4 −1.12e−4 −2.11e−4 −1.29e−4 −2.31e−4

收敛阶 3.51 3.75 3.99 4.03 3.99 4.43 4.18
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表 3 前 32 个特征值的相对误差: 有限元方法

网格尺寸 特征值除以 π2 (重数)

3(1) 6(3) 9(3) 11(3) 12(1) 14(6) 17(3) 18(3) 19(3) 21(6)

h = 1/8 0.013 0.039 0.048 0.10 0.05 0.09 0.088 0.17 0.13 0.16

h = 1/16 3.2e−3 9.68e−3 1.18e−2 2.45e−2 1.29e−2 2.27e−2 2.16e−2 4.69e−2 2.79e−2 4.25e−2

收敛阶 2.01 2.02 2.02 2.04 2.02 2.03 2.03 1.91 2.22 1.92

表 4 前 32 个特征值的相对误差: 4 阶下界公式

网格尺寸 特征值除以 π2 (重数)

3(1) 6(3) 9(3) 11(3) 12(1) 14(6) 17(3) 18(3) 19(3) 21(6)

h = 1/8 −5.4e−4 −2.49e−3 −5.1e−3 −9.85e−3 −8.58e−3 −1.34e−2 −1.8e−2 −2.9e−2 −2.3e−2 −3.37e−2

h = 1/16 −3.37e−5 −1.55e−4 −3.19e−4 −6.05e−4 −5.40e−4 −8.34e−4 −1.14e−3 −1.77e−3 −1.46e−3 −2.09e−3

收敛阶 4.00 4.01 4.00 4.03 3.99 4.00 3.99 4.05 3.98 4.01

表 5 前 32 个特征值的相对误差: 10 阶下界公式

网格尺寸 特征值除以 π2 (重数)

3(1) 6(3) 9(3) 11(3) 12(1) 14(6) 17(3) 18(3) 19(3) 21(6)

h = 1/8 −5.23e−9 −2.65e−7 −1.46e−6 −9.64e−06 −5.27e−6 −1.79e−5 −2.47e−6 −1.66e−4 −6.55e−5 −2.10e−4

h = 1/16 −5.12e−12 −2.54e−10 −1.42e−9 −8.61e−9 −5.23e−9 −1.69e−8 −3.45e−7 −1.34e−7 −6.43e−8 −1.84e−7

收敛阶 9.99 10.03 10.0 10.13 9.97 10.04 9.48 10.28 9.99 10.15

致谢 感谢审稿人的有益建议.
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An analysis on lower bound and upper bound and construction

of high accuracy schemes in PDE eigen-computation

SUN JiaChang, CAO JianWen & ZHANG Ya

Abstract Any conforming finite element scheme always gives an upper bound for elliptic eigenvalue problem.

We point out that it is essentially equal to (uh, uh) 6 (u, uh) 6 (u, u), and a lower bound scheme wich is called

a dual scheme with the finite element projection is proposed. If a(u − uh, uh) = O(λ∥u − uh∥2L2), a series of

high order schemes with the same accuracy have been obtained, such as harmonic means λhH := 2a(uh,uh)
(u,u)+(uh,uh)

.

For the linear and multi-linear element of rectangle, triangle and parallelepiped domains, two key conditions are

investigated: a(u − uh, uh) = O(λ∥u − uh∥2L2) and the distance between the L2 norm (u, u) and l2 norm in the

discrete grid of the eigen-functions. The numerical experiments are carried out to validate the theoretical results.

For Laplace problem in 2D/3D we give some high order schemes (6th, 8th and up to 10th order) to compute the

first dozens of eigen-values. They are efficient to the singular eigen-functions and high frequency eigen-values too.

Keywords PDE eigen-computation, lower bound and upper bound, high-order schemes, high accuracy

parallel computation
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