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有限域上射影特殊酉群的几类极大子群

李 尚 志 查 建 国
( 中国科学技术大学数学系

,

合肥 )

摘 要

本文定出了 p s U (
。 ,

护) (
”
龚 3 ) 由含 T一子群的全部极大子群 ( T 一子 群是 指 由

某一方向上全部酉平延组成的子群 )
.

这些极大子群的所有可能的类型为
: “ U (

n ,

衬 所作用的空间 V 的全迷向子空间或维数小于 粤的非退化子空间的定驻子群
; 舟

, , , , , , ,

一
, - - 一 2

V 分成一 些同维数的子空间的正交和
,

这些子空间组成的集合的定驻子群(有少数例

外 ) ; 当
, ,

为偶数时
,

自然地嵌在 p S U (
, , ,

q
,

) 中的 p s p

(
n ,

q ) 或 尸S ,

(
, ,

q ) 2 2 : 以及

尸S U ( 6
,

4 ) 中一类特殊子群
.

_ 己 l
二全

.

、 J l 亡二l

1
.

F ; ,

是 护个元素的有限域
. 。 卜一 ) 云一 口“

是 F 。 :

的二阶 自同构
,

以 F ,

为不变子域
.

V

是 F , :

上 , 维行向量空间
,

定义了反 H er m iet 内积

(
x ,

, ,

) =
x 产! y

` , x ,
y ` V

,

其中

(
一 , 。 ` 阴

)
,

当一
’ m

,

(
一 , ` 阴

)
,

当一
2阴 + ,

,

这里 “ ` 二
,

`

一
△

·

\ △ /

l
、...1,L

一一H

V 中保持以上内积不变的行列式为 1 的全体线性变换组成特殊酉群 S U (
, ,

尹)
,

而 S U (
。 ,

了)

对中心的商群就是对应的射影群 尸S U (
, ,

犷)
.

本文中将总假定
,

) 3
.

对任给的 V 中迷向向量
“
及 F才中加素

、 ,

我们把山矩阵 T
: , , ,

一 I 一
,
H扩。

所决定的变换
x T

, , :

一 x 一
s

(
x , 。

)
。 , x 〔 V

叫做一个酉 平延
.

众所周知
,

全体酉平延在群 SP U (
。 ,

护) 中组成一个共扼 类
,

并且
,

除
刀 一 3

,

且 q ~ 2 的情形外
,

酉平延生成群 尸s u (
。 ,

护)
.

注本文的讨论中将排除 p S U ( 3 ,
4 ) 这一例外

情形
.

当对对任意给定的迷向向量

且仅当 <
“

> 一 <
。

)
,

即 : 了
, ,

“ 〔 V
,

子群 T
。

-

卜- )
(
。

) 是迷向线与

T 叭
,

1
, ` F ;

} 叫做一个 T 一子群
.

T
。

一 不

T一子群之间的 l一 l 对应
.

还要提到的是
,

本文 1 9 8 1 至} , 月 1 0 日收到
.
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6 P’U (
。 ,

护) 中任意元 g 和 V 中任意迷向向量 “ ,

有 g一 `

几 g ~ T
“ :

.

2
.

联系到单本原置换群的分类问题
, 0

’

N
o

lln
〕 建议研究有限典型群的极大子群问题

.

他

还列 出了射影辛群的几类子群
,

猜想它们是极大的
,

并预料对其余的典型群也有类似的结果
.

我们从几何的考虑出发
,

成功地定出了 p s 。
( 2 , ,

妇 中含 了一子群的全部极大子群
l) ,

部分地证

实了 。
’

N an 的猜想
.

现在
,

我们将对群

` 一 p s v (
, 2 ,

孕,

)
, 。 ) 3 且当

刀
~ 3 时

, 甲 > 2

作同样的事情
,

所不同的是
,

由于非迷向向量的存在
,

增加了问题的难度
.

我们的主要结果

是 :

定理 1
.

以下子群在 G 中极大
:

a) V 的全迷向子空间的定驻子群
.

b ) v 的维数小于 n/ 2 的非退化子空间的定驻 子群
.

c) 将 V 分解成一些两两正交的
/

维的子空间的直和
,

这里
,

当 q > 2 时
, ;

) 2 ; 当 q 一 2

时
, , ) 3 ,

或 ; ~ l 但
n

笋 6
.

这些子空间的集合的定驻子群
.

d ) 孕 ~ 2 ,

且
n
一 6 时

,

形如

<
a ` x ,

+ a , x ,
>

, i 裤 1 , 。 , 父 , 铸 0

或

<
a xl , 十 … 十 a 6

介 )
, a ,

… 气 一 1

的全体迷向线的集合的定驻子群
,

其中 {
x l ,

…
, x `

} 是由两两正交的非迷向向量组成 v 的一

组基
.

e

)
刀
一 Z m 时

,

形如

灯(
a , ,

…
, a Z。

) )
, a , ` r , ,

i 一 l , 2 ,

…
, 2二

的全体迷向线的集合在 “ 中的定驻子群及其在 尸 U (
, ,

了) 作用下的任一共辆子群
.

上述子群都含 T 一子群
.

反过来
,

我们有

定理 2
.

G 的任 一含 T一子群的极大子群必是定理 1 所列的子群之一
从线性变换群的观点来看

,

上述
a

)
,

b ) 型的子群是可约的
,

c) 型的子群当
;

) 2时是不

可约
,

但是非本原的
,

其余的子群都是不可约而是本原的
.

还值得指 出
,

e) 型的极大子群
,

其

实就是 F 。 _

上的射影辛群 尸s ,
( 2、

,

刃
,

或这个射影辛群的指数为 2 的扩群
.

应用我们的主要结果
,

在第四节 中我们还讨论了几个有关的群论间题
.

二
、

迷向线与 --T 子群

我们把任一子空间 v , 中全体迷向线的集合记作 L 。
( V l

)
,

这些迷向线所 对 应 的全 体 了-

子群 { T
。

!加 ) 〔 L 。
( V ,

) }所生成的群记作 T 。 : .

另一方面
,

对 G 的任一子群 G I ,

满足 丁
,

簇 lG

的全体迷向线 <
。

) 的集合
,

则被记作 L 。
( G l

)
.

引理 1
.

设 lG 等 c
,

与 ( lG ) 非空
,

则 G 、 成 st a b 与 ( lG )
.

特别
,

若 M 是 G 中含 T一子群的

极大子群
,

则 M 一 S t a b L 。

( 九了 )
.

l) 见作者的
“
射影辛群 p s , ( 2”

,

助 中几类极大 子群
”
一文

.
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引理 2
.

) 1子空间 V, 能被迷向向量张成的充要条件是
: V ,

全迷向或含有二维
一

作退 化 子

空间
.

ii) 设 凡 是 0L ( V ) 的子集
,

则 0L <0S ) ~ S。 的充 要 条 件 是
: 对 任 一 对 <

“
)

,

<
。

) 。 s。 ,

有

乙 。
<
。 , ,

)二 50
.

引理 3
.

设 “ , 。
是一对迷向向量

.

若 (
“ ,

心 笋 。 ,

则 (T ~
) 一 <T

, ,

乙儿 若 (
“ , 。

) 一

0 ,

则 (T
“ , , 》 ~ <T

。 , T
, ,

T
,

、
, ,

T
“

+e
。

>
,

其中
, , 日分别是 F言

,

F ;

八F ,

中任一元
.

引理 4
.

1) 设 v ,
是一个双曲平面

,

灯
“

) 是不含于 Vl 且
_

不含于 v户的任一迷向线
.

若子空

间 ( V l , 。
) 非退化

,

则 T ( 。 ` , u 》 一 <T 。 : ,

T
“

)
.

ii) 设 v ,
是至少三维的子空间

,

它的核 K er y , 一 v l
n v亡的维数不超过 1 ,

迷向线 <
“

) 既

不含于 Vl 也不含于 v亡
,

另外
, v l 与 <v l , “

) 至少有一 个非退化
,

则除了一 个 例 外 情 形 外
,

(即 宁 ~ 2 , d i m V : 一 3 , V : 与 <V : , 。
) 都非退化 )

,

我们有 T <犷 1 , “ ) 一 ( T 。 : , T
“

)
.

iii ) V 的子空间 W l ,

…
,

W , 组成的链称为一个斜交链
,

如果 :
每个子空间 附 , 由迷向线

张成
,

每个 w兀i 异 2 ) 既不含于 (砂
; ,

…
,

砰 i一

诊
,

也不含于 <w , ,

…
那 : 是斜交链

,

并且它们所张成的子空间 砰 ~ (砰
1 ,

di m K e r V一蕊 l
,

di m V I )

…
,

w ,
) 非退化

,

,

牙 i一
泞

上
.

若 伴 , ,

…
,

V l 是 w 的一个子空间
,

当 甲 > 2 ,

当 宁 ~ 2 ,

则 T 二 一 灯T 。 : ,

T 二 : , T叭

引理 5
.

或 V六

定理 1`

G 。 、

是子空间

“
`

, T 、
沙

.

三
、

含 不子群的极大子群

V ,

在 ` 中的定驻子群
,

则 T一子群 了
,

含于 G 。 ,

当且仅当
“
含于 Vl

全迷向子空间 V 。
的定驻子群 G 、 。

在 ` 中极大
.

证明要点
.

由引理 , , L 。
( `

、

0) 一 0L ( V妇
.

再利用引理 2 的 i) 可得 G 、 。

一 S at b L 。
( V扫

.

于是
,

若 G 的子群 M 真包含 G 。 。 ,

则由引理 1 知 0L ( M ) 含有 V才之外的迷向线 <
“

)
.

于是
,

夕。 中有向量
。 ,

使 (
“ , 。

) ~ l ,

且

F 。 = (
。

)上 (
u 上
自 V 。 )

.

对 V甘外的任一向量 寿
,

我们同样有 莎` v 。 ,

(汀
,

动 一 l , V 。 一 <必土 (于门 V0 )
.

根据 w itt 扩

张定理
,

存在 g 〔 G
,

使
“ g 一 月“

, 。 g = 夕一 ,。 ,

(
“ 1

自 V。
) g 一 (介

一

门V0 )
,

这 里 夕是在 F李中适当选取使 、 的行
一

列式为 1 的一个元素
.

显然
,

有 g o G 、 . ,

(补 一 <ug )
,

于

是

T 。 ~ T
。 :
一 g一 l五 .g 簇 对

.

所有 丁一子群都含于 M
,

因而 对 一 G
,

G 。 。

的极大性得证
.

定理 l b
.

维数小于 可 2 的子空间 v l 的定驻子群在 G 中极大
.

证明要点
.

分两种情形讨论 :

1) V l 一 <
二

> 是 作迷向线
.

易见 0L ( (G 。 ) 一 0L (
二 上

)
,

(G
x 》 一 S t ab L 。

( -xL )
,

且对任意真包

含 (G 、 的子群 对
,

与 ( M ) 含有形如 灯
二

+ 玲
,

y 。 , 上 的迷向线
,

而任一个不在
二 二

中的迷向线

具有形式 (
、
十 力

,

歹。 、
气 由于 ( y

,

力 一 一 (
二 , 二

) 一 (夕
,

神
,

根据 w itt 扩张定理可知
,

存
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在 g ` G ,

使 x g ~ x ,

y g ~ 夕
.

这就有 多 ` (G
x ) ,

(x 十 力 g 一 (
x + 刃

,

从而 T * , 镇 M
.

2 ) di m F , 李 2
.

我们有

乙。 ( G 。 ,

) 一 乙。了V l
) U L 。

( V亡)
, G 。 ,

一 5 t a b ( L 。
( V l

) U L 。
( 1厂犷

一

) )
.

若子群 M 真包含 ` 犷 : ,

与 ( M ) 必含迷向线 <留
,
十 留玲

,
o 笋 州 : 〔 V l ,

o 笋 “ , Z o V广
.

注 意 到

V , ,

<留
, 十 留分

,

v广所组成斜交链
,

V亡是 V 一 <V l ,

却 t + 留 2 , v拎 的至少三维的非退化子空

间
,

由引理 4 的 iii ) 立即可得 M 一 G ,

只有 q 一 2
,

且 id m v 全一 3 的情形例外
.

当 q ~ 2 ,

且 d而 V护一 3 时
,

我们能够在 0L ( M ) 中找到形如 <硒
1 十 矶 ) 的迷向线

,

其中

; , ,

茹
:

分别是 v l ,

V亡中的迷向向量
.

于是 ( v亡
,

硒
,
十 矶 ) 退化

,

可用引理 斗的 11) 得出

vT< 分
,

。 i 十 。 2 , 簇 .M 再利用引理 4 的 iii ) 即得 M 一 .G 至于刚才所说的 矶
,

矶 的存在性
,

可

由如下途径得出
: 若在 与 ( M ) 所含的迷向线 ( 川

、 十
`姚 ) 中 州 , , 多。 :

都非迷向
,

则由 w itt 扩张

定理
,

可找到 g 〔 G , : ,

使 留 lg 一 x , 留 2 9 一 留 :
+ , ,

这里 ` 是 V ,

中与 留 :

正交的一个非迷向向

量
, ,

是 v劳中与 。 :

正 交 的 一 个 迷 向 向 量
.

于 是 (
二
十 ( 11,

2
+ 力> 一 ( (留

:
+ 留 2

) g >〔

与 ( M )
.

令 硒
:
一 阳 :

十 二 ,
拓

2
一 。 ,

则由 (。
:

+ 留 : , ! 十 州 2
+

。

) 一 l 知 <汤
、
十 矶) ~ <(

`灼 十

留 :

) + (
x +

` 。 2
+

t,

) ) 〔 乙。
( M )

,

且 拓
,

与 石
:

迷向
.

定理 cI
.

若 F 一 v ,

土
· ·

一 V , ,

id m V :
一

· ·

一
id m V , ~ r ,

其中当 q > 2 时
, 犷 〕 2 ,

当 q 一 2 时
, ,

) 3
,

则子空间集合 气V : ,

…
, V ,

} 的定驻子群 G , 在 G 中极大
.

证明要点
.

我们有 ` , 一 S t a b (乙
。

( V 、

) U … U L 。
( F ,

) )
,

L 。
( `

,
) 卫乙

。
( F ,

) U … U 乙
。
( F ,

)
.

对任意子群 M 篆` , ,

与 ( 对 ) 含有形如 和
i ,

+ … 十 ia 砂的迷向线
,

这里 友异 2 ,
0 铸

“ , 〔 v , ,

1 一
: : ,

…
,

侠
.

对每一个 ` 〔 伙
,

友十 1 ,

…
,

纷
,

苟 中有元素分别将 凡
: ,

vi
Z ,

…
,

矶 , 变到

1
厂 :一 * + : ,

F
: 一、 + 2 ,

…
,

工
: .

因而
,

对每个 , ,

我们有一条迷向线 (
, ` , :

) ` L 。

( M )
, ’

这里 拟 ,

~
a 卜 * + :

+ … +
。 : ,

o 特 “
汪 价

, 1 ~ 厂一 友十 l
,

…
, ,

.

将这些迷向线插入子空间链 巧
,

…
,

F ,

中
,

我们得到斜交链

V , ,

(
“ , *
夕

,

T产2 ,

V , ,

…
,

V * ,

(州
*+ ,

少
,

不
· 、+ : ,

<
“ * + 2

少
,

…
,

V卜
, ,

<阳
,

夕
, V ,

.

若
犷

) 3
,

与定理 lb 的推证一样可得 M ~ G
.

若
,
一 2 ,

但 q > 2 ,

能够在 0L ( M ) 找到迷向

线 <
a :
十 4 , + … + 叭 )

,

使它在 V ,

中的分量
a :

非迷向
,

于是子空间 叮v l , 。 ,
+ 。二十 … 十

。 ,
>非退化

,

先用引理 4 的 i)
,

再用引理 4 的 iii ) 即可得出所需结论
.

至于 / 一 2 ,

且 q 一 2 的情形
,

G , 不极大
.

实际上
,

此时每个 V ,
中仅有两条迷向线 <ix )

,

<y沙
, `

白们相互正交
,

于是可以看出 G ,
真包含于两两正交的非迷向线的集合 { ( xl )

,

( y
`

)
,

…
,

灯xI 夕
,

( y ,
) } 的定驻子群之中

.

定理 l .d 设 q ~ 2 , x , ,

…
, 工 ,

是 由两两正交的非迷向向量组成的 V 的一组基
,

则除
。
二

6 的情形外
,

线集 { <xl )
,

…
,

(介 >} 的定驻子群 G
,

在 ` 中极大
.

而当
,

~ 6 时
, G `

不极大
,

真包含 J
:

迷向线集 L Z
,。
的定驻子群之中

,

这里 与
` 由全体形如

<
a , x ;

+ a , x ,

夕
,

i 铸 z , a , a , 笋 。

或 <al x :
+ … + 气介 )

, 。 :

…
a `
一 l

的迷向线组成
,

S :
ab 乙 2

,`
在 G 中极大

.

证明要 点
.

OL ( `
,

) 由全体形如 <
。 ix ,

+ ia ix 夕
, i 笋 ,

,

a, a , 护 0 的迷 向 线 组 成
,

`
,

~

s at l)jJ
。
( G

,

)
.

若子群M真包含 `
。 ,

与 ( M ) 必含有迷向线 <内
x :
十 … 十 。 ,叙 )

,

友) 4
, a ,

… 吸
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尹 0
.

若
刀
一4

,

立即得出 M 一 .G

若
,
一 5 或

。
) 7 ,

我们总可在 0L ( M ) 中找 到 迷 向 线 <内
x ,

+ … 十 气 :

公
,

使 左<
。 ,

“ :

…
a 、 笋 0 ,

于是四维子空间 叮叔
一 , , 二 * ,

八+ 1 ,

al x ,

十 … 十 气八 ) 退化
,

可用引理 斗的 的 和

111)
,

得出 M = G
.

当
,
一 6 时

,

验证了 几
,。

~ L 。
( S t

ha L Z
,`

) 之后
,

就很容易推出 tS ab L Z
,`
在 ` 中的极大性

.

定理 l e
.

设 ,
~ 2 。 , L

`

是全体形如

( (
a , ,

…
, a Z ,

) )
, a , 〔 F , , ;

一 l
,

2
,

…
,

2 。

的迷向线的集合
,

则 L
f

在 ` 中的定驻子群 S t
ab L

,

及其在 尸U (
。 ,

扩) 下的任一共扼 在 ` 中 极

大
.

证明要点
.

V 中全体形如

(
a : ,

…
, a Z。

)
, “ 、 ` F 。 , !

= l
,

2 ,

…
,

2 。

的向量组成 F ;

上的一个辛空间 V
, ,

以 V 中所定义的内积为内积
,

而 G
,

~ G 门尸G L ( Zm
,

刃

就是作用于 V
,

上的射影辛群 p s ,
( Z m

,

刃
.

任意给定非对称元 口〔 F 护\ F ; , L
,

之外的任一迷

向线具有形式 叮
“

)
,

其中
“ 一 留 :

+ 口却 2 ,

留 , , “ / 2

是 V ,

中一对线性无关且相互正交的向量
.

令子群 M 真 包 含 tS al, 几
,

则 0L ( M ) 含 有 L
,

之 外 的 迷 向 线 <
“

) ~ <即
:

+ 日留 2

)
.

设

<动 ~ <硒
:
十 口拓

2

>是 L
,

之外任一迷向线
,

则由 w it’t 扩张分理知
:
存在 g 〔 `

,

《 tS ab L
` ,

使

阳 lg ~ 品
, ,

川 2
9 一 肠

2 ,

从而 <动 一 <ug ) ( 0L ( M )
.

这就证明了 对 ~ G
.

定理 2
.

` 的任一含 T一子群的极大子群M必是定理 1 所列的子群之一
证明要点

.

由引理 1 ,

我们有 M 一 S ilt 卜与 (对 )
.

为证明本定理
,

我们分两种情况讨论 :

l) <0L (对 ) ) 一 V :

特 v
.

必有 对 ~ tS ab VI
.

若 v :

退化
, K er y :

一 V0
,

则 M 一 s at b Vc

是定理 l a 中所说类型的极大子群
.

若 V ,

非退化
,

则 V洁的维数必为 1
,

M 一 st ab V广属于定

理 l b 的类型
.

事实上
,

若 id m V亡) 2 ,

则将有 <0L ( M ) ) 一 <与 ( Vl ) U OL ( V亡) ) 一 V
,

产生

矛盾
.

2 ) <L 。
( M ) ) 一 V

.

考虑由 0L ( M ) 中取出迷向线来组成的具有极大长度的斜交链 <留
1

)
,

( 留
2

)
,

…
,

(留
犷

)
.

若 <阳
, ,

…
, 留冷 ~ V :

笋 v ,

从 0L ( M )\ 0L (矶 )二 0L ( V力 中取 出迷向线组成另一条不可

加
一

长的斜交链
,

得到另一个子空间 V Z
里 v 全

.

照此下去
,

最后得到 V 的一个正交分解 : V 一

V :

上 v Z

土… 上 v , , L 0( M )二 L 0( v口U … U L 0( V ,
)

.

M中每一元素将每一 V 、 变到某一 V ,

中
,

可见 M 蕊 tS ab { F , ,

…
,

v ,
}

,

由 M 的极大性可知
,

或者所有 V
,

的维数相等
,

因而 对 属于定

理 1。 的类型
,

不然就有 l ~ 2
,

M 属于定理 lb 的类型
.

当 灯留
, ,

…
, 川

r

) 一 V 时
·

,

我们试图在 0L ( M ) 的每一条迷向线中选定一个向量
,

使所选

定的所有向量两两的内积都在 F 。
中

.

如果这种选法能够实现
,

M 就是定理 le 类型的子群
.

通过更仔细的讨论
,

我们证明了
,

仅当 q 一 2 时
,

这种选择过程才有可能失败
,

而在这种选择失

败时
,

又可证明 M 属于定理 ld 所说的类型
.

四
、

几 点 应 用

设 p 是基域 F , ,

的特征
.

本节的 沦证将建立在以下简单事实上
:
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引理6
.

任给迷向向量
“ ,

则迷向线 <
“

) 的定驻子群 认
“ ) 是 T 一子群 T

。

在 ` 中的 正 规 化

子
.

` ( ,`》 的 Sy lo w p一子群 S。 也是 G 的 Syl o w p一子群
,

T
。

是 s
,

的中心
.

我们还要指出
,

若
万 是非迷向向量

,

则 认价 的 匀 fo w p一子群不是 G 的 匆 lo w p一子群
.

推论 1
.

G 是单群
.

证
.

设 N 叠 G
.

若 p 整除 IN I
,

则对 G 的任一 Sy lo w P一子群 S , ,

{ l } 笋 N 门 s ,会 S , .

由于

加群的非单位正规子群必含有此 p一群的非单位中心元
.

N 也就含有至少一个酉平 延 因 而含

有所有酉平延
.

于是必有 N 一 G
_

若 p 不整除 IN I
,

则对任一非迷向向量 x ,

根据先 前 事 实
,

N位
x》 不 含 ` 的 Sy lo w p一子

群
,

仍是 G 的真子群
,

由 (G
了 ) 的极大性知 N 镇 (G 价

.

从而 N 簇 门 (G 劝 一 { IJ
.

推论 2
.

G 的任一自同构 。 具有形式

U 卜今 P 一
I U

r

P
,

U 〔 G ,

其中
。 ( A ut F ; : , 尸是广义酉方阵

,

证明要点
.

G 的所有 Sy lo w 产一子群的集合在 二 作用下不变
,

Sy lo w 犷子群的中心一一

T 一子群的集合亦如此
.

T 一子群在 ` 中正规化子的集合
,

也就是迷向线定驻子群的集合 V言
,

在

` 作用下也不变
.

将线定驻子群集合 气(C
却>

1留 〔 V } 记作 V气 若
。
一 3

,

则 V *

就是 G 中含 T 一子群的全体

极大子群的集合
,

在 J 下不变
.

若
。 > 3 ,

子群 M 属于 v *

当且仅当 :

i) 对 是 G 中含 T 一子群的极大子群
.

ii) 若 T一子群 7
’ “ 、 ,

爪
` :

含于 M
,

则交

自 ` ( “ )

汀 “ , , “’ “ : )“ (
,
》“ 犷

言

中任一 T 一子群亦含于 M
.

iii ) 除了 M 本身外
,

任何满足条件 i)
,

ii) 的子群不能包含M中所有 T一子群
.

由引理 5 和引理 2 的 心
,

条件 的 意味着 0L ( M ) 一 .0I ( L 。
( M ) )

,

于是 <L 。
( M ) ) 一 v ,

铸

v ,

M 只能是非迷向线定驻子群或全迷向子空间定驻子群
.

条件 iii ) 排除了维数 ) 2 的全迷

向子空间定驻子群
.

易见
,

满足上面条件的子群
,

它们之间的关系在
口 下仍然成立

,

从而
J 诱导出集合 v 冰

的

一个置换 叮气 为了看出置换表示
。 卜一 )

尹 的忠实性
,

注意到这个表示的核中任一元
a 。 定驻每

一个 T 一子群 T
, ,

从而将每一个酉平延 乙
,

,

变到某个 T
。 , , ,

.

对任一满足 (u
, 。

) 一 1的迷向向

量 “ ,

我们有

T
“ 一 f ,

~ 此与
。

一 ( T乃 T
。

T
。 , ,

) 、 一 T乃
:

T
,

T
。 , 了:

~ 升
`一 , : , ,

从而 了 一 红
.

这说明 丙 定驻每一个酉平延
,

从而 。 。 一 1
.

集合 v * 可以看作射影空间
,

以每个 (G 酬 > ` v * 为射影点
, 。 的坐标作为 (G

留 ) 的齐次坐标
.

点 q
“ ) 与 (C 岭 正交可用群论语言刻划如下

: 若其中一点 (G
“ 》 。 叮

,

则 T
。

镇 ` <。 ) ; 若两点都

不属于 v言
,

则 (G
“ ) 自 (G 刃 含于至多 3 个 V *

中子群中
.

V *

中三点 (G
州 。

,

` <。 。 及 认
即。 共线可

刻划为
: 与其中任意两点正交的点必与其中第三点正交

.

于是 广 保持射影点的正交性与共

线性
,

用射影几何基本定理可知 A ut G 同构于由全体具有 以下形状的变换组成的群的 一个子

群
:
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“ , 卜今 阳
r

尸 , ,vt 〔 V
,

其中
: 〔 A ut F 。 2 ,

p 是广义酉方阵
.

由此即可推出所需结论
.

应用 B a er 田 关于非交换 p一群的格同构象的一个定理
,

我们还可证明 :

推论 3
.

若群 G *

与 ` 的子群格相互同构
,

则 G * 与 ` 同构
.
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