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摘 要

本文给出了 K d y 一 B盯 g e r s
方程行波解的如下边值 问题 :

业 一 A m
业 十 “ 2

一 , 一 。 ,

d z Z d z

u
(一 co ) ~ 1

, “
( + co ) 一 o

的级数解
.

求解的方法是把整个解分解成三个区域的级数解
,

然后利用对接条件 ( 函

数和导数连续 ) 构成一个整体级数解
.

与精确解的比较表明
,

精度可达到任意位小

数
.

对方程中的参数 A .
的任意值均可给 出相应的级数解

.

特别对 A . < 2 的情

况
,

第一次给出了振荡型激波的级数解
.

关锐词 : K d y
一

B ur g et
。
方褪

,

级橄解
,

振荡型激波

一 日 ! 侣旨
、 J

二
二 J

如所周知
, K d y 方程由于存在孤立波和孤立子那样的定型波解

,

已被流体力学家和物理

学家们广泛研究过
“

,

21 .

目前对 K d V 一 B ur g e r :
方程的研究也渐趋增加

【3一 ` , .

许多非线性波动
问题 (详见文献【3 , 6

,

7 D均可归结为如下的 K d y 一 B盯 g er
:
方程 :

“ ,

+ “ “ ,

+ 占。
二二 二

~
, 。 二二 , 占 , , > 0 ,

( 1)

如果寻求这个方程的行波解
,

即

u
(

x , t
) ~

u
(

x 一 几z 一 丸 ) ~ “
(

:
)

,

( 2 )

则 ( l) 式化为
:

一 : “ ,

十 二二 ,

一 , “ , ,

+ 占气
: :

~ 0
.

( 3 )

如果把边界条件规定为标准形式 :

、夕、Z通
.

嵘砂
户、̀户̀、

“
(一 co ) ~ l , “

( + co ) , 0 ,

且当
:

* 士 co 时
, “
的各阶导数均趋于零

。

那么对 ( 3 )式积分一次
,

并利用边界条件 ( 4 )
,

方程可化为

占“ : ,

一叭 + “ 2

一
加
一 o ,
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稍作交换
,

方程 ( , )可化为 含有单参数的标准形式叹
: :

一 A , u ,

+ u Z

一 “ 一 o ,

(一 co ) 一 1
, “ ( + co ) ~ 0

,
( 6 )

“封了l气.̀

其中
l

x ~
-

于于了 ,

V 占

对于方程 ( 5 )
,

文献 t 3] 中曾给出了用 J a c o b

A _

~
一

之二 > -0

V 占

椭圆函数表达的一类解析解 ; 对问题 ( 6 )
,

【4 ,

5] 中分别给出了同样的精确解 :

( 7 )

文献

情况 C

_

情况 B

, :

(刃 ~ 1一

二
_ 尸一、 、 一 ( 1 +

5

丫万

1
。 一

污 .)z

情况 A

. ~ ~ ~ 翻二

当 A . ( 8 )

一
嫦龄耀舱耀嗣脚

道
,

间题 ( 6 )

存在如下三类形式的解 3t] :

图 ,

dK
y 一 uB gr ser 方程的典型解曲线 ( i) 情况 ( A )

, A . 李 2 ,

单调激波型解 、

i( i) 情况 ( B )
, A . < 2 ,

振荡激波型解
,

( 111) 情况 ( C )
, A .

~ o (
; ~ o )

,

孤立波解
,

其图形可参看图 1
.

文献 〔3一刘均只给出单调激波型的解
,

至今尚未见到有人以解析形式给出情况 ( B )
,

即

A 一 < 2 时的振荡激波型解
.

本文试图给出问题 ( 6 )
,

在任何 A .
值下的级数形式解

,

从而也

给出了 A .

< 2 时的振荡激波解
.

本文利用函数
。 (幻 在无穷远处的特性

,

估计出函数
“
沙 ) 在 z > 。和

z < 0 两个区域

的级数特性
,

然后再建立
z 一 0 附近的中间幂级数

.

接着利用这三个级数在对接处
z ~ 九 >

Q 和
: ~ : L < o 的连接条件 (函数和导数连续 )得到了完整的级数形式的解

.

与精确解 ( 8 )的

比较表明
,

级数解能达到任意精确度
,

只要适当选取项数即可
.

与其它数值方法 (如差分法 )相

比较
,

级数解没有数值耗散和色散之类的误差
,

可以作为其它数值方法比较的标准
.

本文给出

了不 同 汉 ,
值下

,

问题 ( 6 )的各种级数解
.

二
、

八 m ) 2 情况的级数解法

由于函数
, 份 ) 在 z 一 士 co 处的性态截然不同叨 ,

因此用一个级数的形式来表达函数
“
似乎是很困难的

.

这样
,

至少要两个级数 (
z < 0和

: > 0) 来加以表达
。

从精确解 ( 8) 易

于看出
, : ~ 。 点正好是这两个级数的发散点

,

因此无法在
z

~ 。 处对接
.

从而有必要引人

第三个级数 (
: ~ 0 附近的中间级数 )

,

使对接处不会出现级数的发散
.

另一方面
,

由于问题

( 的的解具有平移性
,

即若
“ ,

(幻 为 ( 6 )式的解
, , ,

(
: 一 :

0) 也为 ( 6 )式的解
,

因此在 试 0) 值估

计有误差时
,

左
、

右级数 (
: < 。 和

: > 0) 的发散点可能在
: ~ o 附近移动

,

这就更有必要引

人第三个在
z

~ 0 附近的中间级数
,

以便使级数易于对接
,

又不使级数在对接处发散
.

为此
,

我们按
: 的不 同值

, l (一 oo
, : ; ]

, xl [ : L , z R

]
,

Ixl [ z : ,

+ co ) 把
,
的级数分成三

个
,

分别称为左
、

中
、

右级数 (图 2 )
.

考虑到中间级数的收敛半径
,

}
: ;

!
,

l
: L

} 值一般不宜过
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大
,

通常取
z 。

~ 一 : L 一 1
.

.0

下面我们给出三个级数的估计形式
.

左
、

右级数形式的确定是 由问题 ( 6 ) 的解
“ (幻

在
z 一 士 co 处的渐近性态而 定 的 叨

.

令
, 一 。

,

则 ( 6) 式化为 :

.
(
君

)
ó...巨.......,...........自...

且
!

rl

八曰
.

,二

......ó....

飞卜!
左

业 一 A

一 纽二生巨
.

(9)
d “ 夕

由边界条件 ( 4 )知叹

{
z 、 十的

, 。 (幻 oc A砂 .’ ,
。 。
一 生 ( A .

2

: 一 0

图 2 级数解的三个区间

一斌A蕊十 4 ) < 。
,

z ” 一 co
, u ( , ) 一 1二 B , “ : , : ,

a l
.

2

~ 全( , . 士丫硬不不
-

) > 。
·

当此
,

则易于估计出左
、

右级数的形式
.

( i) 对右段 (
z > 0) 级数

,

我们设

“ +

(二 ) 一 习
a ,

(
e ` , ’

)
` ,

普令
r 。

~ 。 a 。 , ,

则级数又可写成 ;

, + ( , ) 一 习
a 。 : : ;

( ii ) 对中间 (
z ~ 0附近 )级数

,

我们可用通常的幂级数的形式
,

记为 :

“ 。
( , ) 一 习 c

, 2 .

;

( iii ) 对左段 (
z < 0) 级数

,

我们可以设

二一 (二 ) 一 见 习
B (

。 , m ) (
。。 , :

)
, ·

(
。 、 ,

)
· ,

刀 = 1) , 二 0

若令

贝日有

r r

一 e 口 1公 , r Z

~
e J Z ,

“ 一份 ) 一 艺 艺
B (

。 , 。 )片
·

r乳

. 多
`

( 1 0 )

( 1 l a
)

( 1 l b )

( 12 )

( 1 3 )

( 1 4 )
件 = 0 仍 = 0

这里在正式计算时尚需分两种情况 :

( A ) 当
。 1

加
:

~ 无理数时
, 。 一 ( 二 ) 采用 ( 14 )或 ( 13 )式的一般形式 ;

( B ) 当
。 ;

/
。 2

~ 有理数 ~ P / q ,

这里 P , q 为正整数
.

这时 ( 1 4 )式的各项有可能出现重复

项
,

因此采用如下形式的级数是合理的 :

二一 (二 ) 一
全

,二 (
,

今
·

)
·

( 1 5 )
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—
一它包含了这种情况的各种可能形式

·

由边界条件 ( 4 )知 :

a 。
~ 0 , B ( 0 , 0 ) 一 1 或 b。

~ 1
.

( 1 6 )

有了上述三个级数的估计形式之后
,

把左
、

中
、

右级数代人 ( 6 )式
,

利用级数的乘法
,

按同类

项合并
,

可以容易导出级数的系数之间的递推关系式 :

( i ) a 。
一 0 , a :

待定
,

一 1
a

一 (
, a孟+ 1) (

,

一 ) 艺
a * · a , 一* , n ) 2 ; ( 17 )

( ii ) C 。
~

“
( 0) 由解的唯一性给 出

, c ;

待定
,

C
. + 2

(
。 十 2 ) (

。 + 1)
(

, + 1) , 。 c
, 、 1

+ ( ` 一 Z c 。

) C
。

一 见 c *
·

C
。 一

,

。 ) 1
.

( 18 )

由于解的可平移性
,

要唯一确定解必须给定 c 。
~ 试 0) 值

.

一般对 。 < c
。

< 1 的任一值海

可给出一条解 曲线
.

( 11 1) 分两种情况 :

( A )
.

当 吸 /
。 2

~ 无理数时
,

B ( 0 , 0 ) 一 1 , B ( 0 , l ) 和 B ( 1 , 0 ) 为待定值
,

, (

一
)

一 {客愈
” (`

, L ,
·

B (一 `
, 。 一 乙 , 一 2 , (一 解 ,

丫
〔 ( m a ;

十 。 。 2
)

,

一 A ,
( m 。 :

+ n 。 :

) 十 1 ]
.

( B )
.

当 a :

/
。 :

~ P /召 ~ 有理数时
,

b。
~ l , b , , b ;

待定
,

( 19 )

套̀一 `
\ P

-

`

)
( 2 0 )

— Q I

P

习
b *

·

b卜 , , n 笋 户, n 尹 q
·

综合上面各式
,

可以看出这三个级数共有四个未定常数 : 。 , , B ( o , 1 )
, B ( l ,

0) (或 b , ,

气 ) 和 c : .

恰好有四个对接条件 (函数值和一阶导数值连续 )
。成立

,

它们是 :

,

二 “ ”

(
: R

) 一
“ +

(
z ;

) ~ p
,

几 , 鲤远之 _

d宕

J ~ + /~ 、
竺竺宁业 一 0

,

“ 万

z R > 0

九 , , ,

(
z :

) 一
“ 一

(
z L

) ~ 0 , ( 2 1 )

f
、
曰
己u o

(
z L

) 兰虹业止 _ 0
.

红 < 0

方程组 ( 2 1) 可看作是未定常数

组 ;

d z d 名

a : , B ( o , l ) B ( l
,

0 ) (或 b , , b ,
) 和 c :

的非线性代数方翟

l) 由于对接点两边均满足同一个二阶常微分方程
, 因此只要函数值和一阶导数位连续

, 则二阶导数及其它高阶导数均

为连续
.

因此
,
只要对接点在收敛半径内

,
级数解与对接点位置无关

.
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f、 (
a l , B ( o , 1)

, B ( l , o )
, c :

) ~ o , i 一 1 , 2
,

3
.

4 ,

它可 以用 N e w t on
一 R aP h s

on 方法迭代求解之
:

劣
, + `

~ 犷 一 [ J
,

]
一 ` ·

t几

这里
r
是迭代次数 ;矩阵 〔月 是 J a 。 。 hi 矩阵

,

其元素为 :

( 2 2 )

( 2 3 )

去, ~ 吐口X ;

而 多一 (
a , ,

刀 ( 0
,

l )
, B ( l

,

0 )
,

c ;

)
了
过一 ( f

; ,

fz
,

f
, ,

f
;

)
了 迭代方程至

}{劣
r + ,

一 劣
r

l{ < 。
( ~ 1 0一

片

~ 10一 10
) ( 2 4 )

为止
.

一旦求出参数
a : , B ( 。

, 1 )
, B ( 1 ,

0) 和 c :
后

,

级数的所有系数完全确定
,

从而对任一固

定
x 可计算出

“ (的 值
,

问题 ( 6 )完全解决
.

三
、

A m < 2 情况的级数解法

A . < 2 与上面 A . 李 2 情况所不同的是
: 在 A . < 2 时

,

.al
2

是一对共扼复数
,

即

。 ;
,

2

~
。 士 i夕

,

( 2 5 )

其中

。 一 刁 .
/ 2 ,

吞一 丫不万丽 / 2
.

( 2 6 )

这也就是解在
z < 0 区域 出现振荡型激波的来源

。

很显然
,

对于右边级数和中间级数来说
, A . < 2 与 A . 李 2 情况完全相同

,

计算公式也

同样适用
,

其差别仅在于左面级数的估计形式和计算公式
.

如果考虑到 气
2

在复数情况下
,

左

面级数解仍有 ( 13 )式的形式
,

那么我们可以把左面级数解估计成如下的形式 :

乃s)
,̀,̀

矛

`
、叮矛、u 一 ( , ) 一 艺 :

.

(二 )
e o s n口: 十 户

,

(` )
5 1。 ” 声` ,

其中

(二 ) 一 习
B ( n , m ) e ` ” + , ” “ ’ ,

( 二 ) 一 艺 C (
, ,

。 )
“ ` ” 十 “ ` ,“ B ,

招.gP

了...月,`11ee
lt

这里
a
和 夕值 由 ( 26 )式确定

.

把 ( 2 7 )
,

( 2 5) 式进行求导
、

平方代人 ( 6) 式
,

经过归并 同类项并比较同类项系数后 (详见附

录 A )
,

可以得到如下结果 :

B ( 0 , o ) ~ 1 , C ( 0 , 0 ) ~ 0 (边界条件 )
,

刀 ( l
,

o ) 和 c ( 1 , o ) 为待定值
,

B ( n ,

。 ) 一
一 ;

( d + 2 ) 十旦竺』

( d 十 2 )
,

+ g
,

C ( , ,

。 ) 一

解 , n

~ 0
,

( 2 9 )

( d + 2 )
2

+ r
1一 2 …

其中
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甘一(
ff+ 2。 )

2
了 一 。 2

尸一A .

g一 2。
叨(

, + Z m ) 一 A , · 。夕
-

·

(
。
十 2。 )

。 一 1 ,

s ~ 生 夕 又 〔斌七
2 二飞 只二

,

乙 )
·

B (
, 一 左

, , 一 L ) 一 c (及
, L )

·

c (
, 一 泛

, 二 一 乙) ]

十 习 艺 〔班
” 十 七 L )

·

B (乞 ` 一 天一 L ) 十 C (
, + 畏

, L )
抢 = O L = O

·

C以
, m 一 友一 L ) ] 一 Z B (

, ,

m )
, ( 3 0 )

R ~ 生 又 又 c[ (及
,

)L
·

2 茄1 在飞

B (
, 一 咬

, m 一 L ) + B (及
, L )

·

c (
, 一 及

,
. 一 L ) ]

一 艺 习 〔B (
, 十 及

, L )
·

c 以
, 。 一 及一 L ) 一 ` (

, 十 反
, L )

介= O L 一 0

·

B快
, m 一 灸一 L ) ] 一 Z C (

, , m )
-

因此
,

只要 B ( l ,

0)
, c ( 1 ,

0) 值已知之后
,

则可由 ( 2 9 )式逐次算出任意
。 和 m值 的 B (

, ,

, )

和 c (
。 , 。 ) 值

.

与 A . ) 2 情况相类似
,

在 A . < 2 情况
,

左
、

中
、

右三个级数共有四个未定

参数 : 。 : , C : ,

B ( 1 , 0 ) 和 C ( 1 , 0 )
,

其对接条件仍然是 ( 2 1 )式
,

它们同样可以用 N e w t o n 一 R二
-

p hs on 方法迭代求解
。

其求解过程与 A
。
》 2 情况几乎一样

.

四
、

数值计算结果和讨论

1
,

与精确解 ( 8) 的对比情况

和 一鱼
~

了了
’ 由于 入加

:

一 3 / 2 ~ 有理一一沪O

2à一尸

l
口这时 才

一
5/ 了百

, 。 。
一 一 1/ 了了

,

数
,

故左面级数有 ( 15 )式的形式
.

级数对接处分别取作 : z ,

一 0
.

5 , : ; - 一 .0 5
.

N “ w t o n -

R a p h s o n
迭代精度

8
取作 10一 .1 .

那么级数解与精确解之间的最大绝对误差为
:

m a x

}“ 级 , 一 。 , 。
} “ 0

.

13 7 x 一。
一 ’ ` .

可见
,

在
6 很小的情况下

,

级数解与情确解几乎没有什么误差
。

可以看出
,

只要迭代精度要求

高 (包括计算机精度 )
,

解就可达到很高的精度
. ’

如果对精确解 ( 8) 进行二项式展开
,

不难看出
,

当 : > O时成立 :

“ (“ ) 一 ’ - 一

一乞丁
( l + 君 丫万 )

,

_ 石址
二 _

孟
: _

J
- ,

一 1 一 1[ 一 2 , 了万 + 3。 万 一 4e 了蔺 十 …

~ 2口
` ,一二

一 3 e 勿
。忿

+ 4 君 , , 。“

一

这与我们的 ( l l a) 式相一致
.

对 : < 0 ,

同样用二项式展开就有 :

, 伽 ) ~ 1一
一 .

孟
.

人
二 _

孟
:

火
:

谧
冲 :

~ 1一 。护万 1[ 一 Z e 了万 + 3e 侧万 一 …
。 了万 ( 1 + 。了万

~ l 一 e口 t .

+ Z e , , 名

一 3 亡 2口 : “

这与 ( 13 )和 ( 巧 )式估计相一致
.

不难看出
,

加人中间级数以避免对接时的发散
.

十 4 e (口 : + “ z ) ` 十 …
z

~ 0 是左
、

右两级数的发散点
,

无法对接 ; 必射
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一价` 留比赴之

~ I助

、 认资
.

_
.

三
召

、 、 、 、

汾
、 、_

eel众O
00 z

图 3对不同A ,
多2 的级数解曲线 图 4 对 A

一
, /丫百 和 1 3 /斌而情况的级数解曲线

(
一

才

二
2

.

1 , -

一
才. 0 3

.

0 , -
·

一
A . , 5

.

0)
(—

A . 二 , l犷了
, -

一才. 二 13 /犷丽 )

.0石
,̀ēU

(
杆
)
二

~ I民0 一 里认0 一
智

O刀 .0 5

图 , 对 A。 = , /犷
一

云情况的级数解与渐近解 (经过平移 )的比较

(

— 级数解
,

△ C a n o s a [ ` 1 (经过平移 ) )

2
.

单调激波解 ( A
,

) 2)
图 3 分别给出了 A , 一 2

.

1 , 3
.

0 和 5
.

0 情况下级数解的曲线
,

它们对应于
a ;

/
。 :

~ 无理数

图 4 分别给出了 A 。 一 5/ 丫万 私

` 3 /了而 情况下级数解 的曲线
,

它们分别对应于 一 /
。 2

一 , / 2和 `。 / , 两种情况
,

其左边级竺
由( ` 5 )式确定

·

为了与已知的渐近解 ` 81
相比较

,

在图 ” 中给出了 人 一 ’ (对应于文献 〔̀ ,宁叩
` ~ 。

.

04 ) 的级数解与 C a
on as 的二阶渐近解的比较 (经过适当的平移 )

,

可以看出
,

两者儿乎

没有什么误差
.

这是一种非常奇特的现象
,

值得人们加以研究
.

如果把文献邝1的解化成本文

叁数 A 。 的形式
,

则有
:

“

一甘、 十
·

石
备

一

卜
一 ln 石守彩

歹

!
十 “

s(z), ( 3 1)

其中 刃 一 xe p ( lz /A刀
, 6 一 l/ A轰

, z :

与本文的
z 可差一个常数

.

对曲线 ( 3 1)进行适当的向右平移
,

渐近解与级数解的误差相当微小

通过计算不难发现
,

只要
,

即使对 A ,
不太大 (

。 不

太小 )的情况也成立 (至少在
: 〔 〔一 10

, 10] 范围内 )
.

具体数值参见表 .l 这就是说
,

二阶

渐近解 ( 3 1) 是问题 ( 6 )的一个较好的近似 (对 A , ) 2 )
.

但是
,

仔细分析解 ( 3 1) 可以发现
,

解

( 3 1 )在
: 1 〔 (一 co

,

co ) 内会出现极大值 (即曲线并非单调下 降 )
,

例 如
,

当 A , 一 2
.

1 时
,

: :

~ 一 12
.

2 1 50 4 4 8处
,

, 渐近 ~ 1
.

0 0 0 6 80 0 2 2 ; A , ~ 3时
, : 、

~ 一 3 1
.

16 0 3 6 3 3 2 , 。 斯近 ~

1
.

0 0 0 0 0 3 4 2 7 等等
.

对于大 A .

的位置在于 刀满足如下的方程 :

值也可以证明存在极值处
.

由解 ( 3 1 )求导
,

不难得出极值点
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4” ~

( 1+ 刃 )
2

。
嵘 (兴 )(3 2 )

髓着A ,
的增加

,

极值点越来越远离
: :

~ 0 ,

即渐近 的最大值越来越接近于 1
。

表 I A 。 , 3 时级数解与渐近解的比较

材级 数 忿 - 份渐近

9
。

5

9
。

0

8
。

0

7
.

0

6
。

0

5
。

0

4
。

0

3
。

0

2
。

0

l
。

0

0
。

0

一 1
。

0

一 2
。

O

一 3
.

0

一 4
。

0

一 ,
。

O

一 6
.

0

一 7
。

O

一 8
。

O

一 9
,

J

一 1 0
。

0

0
。

1 19 6 12 7 5

0
。

13 6 8 6 5 3 9

0
.

17 7 8 4 2 94

0
,

2 2 8 2 7 9 5 9

0
。

2 8 8 6 4 0 9 2

0
。

3 5 8 4 4 2 10

0
.

4 3 5 9 3 1 0 3

0
.

5 18 0 1 1 9 8

0
.

6 0 0 , 6 5 6 2

0
。

6 7 9 17 0 2今

0
.

75 0 0 0 0 0 0

0
。

8 10 5 4
1

毛8 7

0
.

8 5 9 87 5 1 1

0
。

8 , 8 4 3 4 6 0

0
。

9 2 75 5 8 8 0

0
。

94 8 96 6 2 5

0
。

9 6 4 3 7 7 1 2

0
.

9 7 , 3 0 0牛5

0
.

9 8 2 9, 6 13

0
。

9 88 2 7 8 6 0

0
。

9 9 1 9 5 7 9 7

6
。

6 2 4 6 6 6 6 4

6
。

1 2 4 6 6 6 6峪

5
。

1 2 4 6 6 6 6 4

今
。

12 4 6 6 6 6呜

3
.

12 4 6 66 64

2
。

12 4 6 6 6 64

1
。

12斗 6 6 6 6 4

0
。

12 4 66 6 6 4

一 0
.

8 7 5 3 3 3 36

一 飞
.

8 7 5 3 3 3 3 6

一 2
.

8 7 5 3 3 3 3 6

一 3
.

9 7 5 3 3 3 3 6

一 4
。

8 7 5 3 3 3 3 6

一 ,
,

8 7 5 3 3 3 3 6

一 6
.

8 7 5 3 3 3 3 6

一 7
。

8 7 5 3 3 3 3 6

一 8
。

8 7 5 3 3 3 3 6

一 9
。

8 7 5 3 3 3 3 `

一 1 0
。

8 7 5 3 3 3 3 6

一 1 1
.

9 7 5 3 3 3 3 6

一 12
。

8 75 3 3 3 3 6

0
.

11 9 1 4 1 0 8

0
。

1 3 6 3 7 2 4 8

0
。

1 7 7 2 7 4 6 5

0
。

2 2 7 5 9 6 7 ,

0
。

2 8 7 8 3 80 5

0
。

3 5 7 , 7 6 33

0
.

斗 35 1 2 14 5

0
。

5 17 3 90 3 8

0
。

6 0 0 2 0 2 9 3

0
。

6 7 9 0 3 7 4今

0
。

7 5 0 0 0 0 0 0

0
.

8 10 5 8 2 2 8

0
.

8 5 9 9 0 6 2 6

0
。

8 9 8 4 6 9 0 2

0
。

9 2 7 6 3 0 8 1

0 9 4 9 1 0 , 2 3

.
。

9̀ 斗5 9 3 5 ,

0
。

9 7 5 5 8 6 0 5

0
。

9 8 3 2 9 0 9 9

0
。

9 68 6 3吕9 2

0
。

9 , 2 3 2 16 8

忍.0
. .二. .口

O 5

0
.

0

图 6 对不同

(

—
才 . ~ 1

.

5 ,

A . < 2情况的振荡型级数解
- -

一才
.

0 1
.

0 , -
·

- 一 A . ~ 0
.

幻

3
.

振荡激波解 ( A , < 2)

用本文的方法同样可给出 A , < 2 时的级数解
,

这时左面级数采用 ( 2 7 )式
,

计算级数系数

采用 ( 2 9 )式
.

图 6 给出了 A ,
~ 让 5

,

.1 。和 .15 情况下 的三条级数解曲线
.

可以看出
,

当

A . < 2 时
,

解的左边 (
: < 0) 出现了波动和振荡

,

但振荡的幅值并未有文献 7[ ]的草图上所

指出的那么大
。
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综上所述
,

可以看出
,

对于 K d y 一 B盯 g e r s
方程的定型波解

,

可以采用本文提出的级数解

法
,

得到任意参数 A .
值下的级数解

,

特别是得到了振荡型激波的解
.

与精确解和渐近解的

比较表明
,

本文的方法是正确
、

精确和有效的
.

本文的级数解法尚可推广到求解某些非线性常
”

微分方程的边值问题上去
.

附 录 A

对 ( 2 7 )式关于
`

求导
,

易得出:

, : 一 艺 ( : 二+ , 户,
.

)
e o s , 月。 + ( , 二一

。 月9 .

)
, in , 冷z , ( A

.

1)
日 = O

. 云 ~ 万 ( : J + z。 月,扁一
, ’
月

’ : ·

) e o s 。 , : + ( , g 一 z。 口: 二一
。 ’
户

’
,
`

) , in ” 吞z , ( A
·

2 )

二
O

其中

一 艺
“ (

。 + 2。 ) , (
。 , m ,￡ `· + 2 , 〕。 · ,

一 艺
二 ,

(
。 + Z m )

, , ( , , , )。 “ 二+ , 二 )。 : ,

一 艺
二 (

。
+ 2 . ) c ( 。 , 。 )

e ` · + 2· 》。 · ,

一 艺
a ’

(
n + 2 。 ,

’
c (

。 , . ) “
’ + ’ 二 ’ ` ’ .

( A
·

3 )

,

几片乙
”
红

r,....Jleseseseseses` ,

二
0

比较复杂的是计算 (
, 一

)
2

项
,

利用三角公式不难得出 ;

巴谈 臼

(
, 一

)
,

一 艺 艺 ( : 。

cos m月二 + 。 . 5
0 . 月z

)
·

( z

一
e
os (

。 一 。 )月
: + ,
一

, `n
(

, 一 。 )月
`

)
厅匀 0 叨 . 0

,口 扭

一 万 万 [
: . :

一
c o s 二月2 c o `

(
。 一 , )月

z + , . :

一
, `n “ 月2 c OS (

” m )月名

二
0 . ~ O

一 。 ) 舀
, + 户, 户

一
s二 。 月z · s

in (
, 一 , :

)月
`

]

” 月二
·

亏r + e o s
(

, 一 2。 )户
二 · 犷舒

卜isn+ 萝 , P
一 _ . c o s 用月z

·
s i n

O二 月

。 艺 艺 [
c o , ” 月z ` 产 , +

二
O 加 = G

一 s in
(
。 一 2二 )月

二 ·
s r ]

, ( A
.

4 )

这里

{
尸

r ~
9 . 9 一 _ . 十 户. P

。 _ ,
P , 9 . _ . 一 户。 _

二
9 .

一
, S梦 ~

一
,

2 2

( A
·

5 )

印产犷
君 , g 。 _ . 一 厂, P

。 _ . P , g 。 _ 。 十 9 . 户
, _ .

2一

—
,

二二二

一
-

-
` ~ ` .̀ . . ` . . . . .

2

利用性质 :

r r ~
r

J一加 , 子犷 ~ 于矛一叨 ,

S r 二 一 s : 一 ” ,

亏r 二 了君` ” ,

( A
.

幻式可化为 :

口 , . 。 , 口

(一 )
,

一 艺 艺
, :

· e o , , 月z + ` :
· n 、

二
+ 2

艺 艺 (
犷
奈

: , ·

溯
, 月,

口 . 0 用 , O 二
1 加= O

+ , : + :

二
s
in

。 口:
) +
艺 ( A

.

` )

灿
.

加



褥注愈到 ` ,.
一 , ,

` 九一
, 9 . 9 . 十。 等项

,

利用级数乘法不难得出 :

r . , . -

一 艺 [ B ( , , `)
“ `· + , ` ’ 。 ]

·

艺 [ B (
, 一 。 , ` )

, ` , 一

”
, , ,· ]

亩一 0
i 一 0

. 由

~ 艺 艺 [ B ( 。
, L )

·
B (

” 一 。 , 搜一 乙 )
·

“
· + , 介 ,“ ]

,

西一 0 L . 0

,二
9 . 十 .

一 艺 t B ( , , ` )
。 `
“

, ` , 。 ·

1
·

艺 [ B (
。 + , , ` )

e ` · + 二 + , ` ’ · `

]
裤~ n 宕一 O

加 盛

~ 万 艺
B (。

, ` 一 “ )
·

B (
, + , , L )

e ` , + ,· + , 众, “ ,

介 . O L 一 O

的 T一 .

~ 艺 艺
B ( 。

, r 一 , 一 L )
·

B (
。 + m

,
L ) “

’ + , T , ` ’ ·

r . O L , 0

从而不难求出

艺 二
,

艺 砂
,

艺
,

知
. ,

艺
s孙

.

和

二
O

二
O 加 . 0 旧 . 0

艺 代。

翻

的表达式
。

把 〔A
.

l )一 ( A
.

` ) 式等代入方程 ( 6 )
,

比较
.
in

。

所
, c

os 邓
二
和 “ ,+ ` ’ ` 的系数

,

可以得出如下

两组方程 :

加 .

刃 (
, , 。 )

· ` + c `
一

,
· g +

合烈燕〔B (` , 乙 )
·

B (
。 一 天, 。 一 L ) 一 c (天

, 乙 )

用 加 一几
·

c (
。 一 ` , 二 一 L ) 1 + a

·

习 艺 〔B (
” + ` , “ )

·
B (天

, ` 一 天一 L ) +

决一 0 乙 一 0

c (
。

+ 灸, 乙 )
·

c (灸
, 二 一 灸一 L 夕] ~ 0

, ( A
·

7 )

份 扭

~ B (
” , 。 )

· 了 + c (
, , , )

. ` +

合燕系〔c (` , L )
·

B (
” 一 灸, m 一 乙)

棍 饭一 互

+ B (咬
, L )

·
C (

, 一 畏
,

一
L ) ] 一 口

艺 艺 仁B (
。 + 左, L )

·
c (乏

, 。 一 互一 乙)
乏 . 0 L . O

一 C (
, + 乏

, L )
·

B (灸
,
。 一 泛一 L ) 1 ~ 0 , ( A

·

8 )

其中
一

使
’

. ~ 0

雌 ) 1
。 ( .A , 夕

(
, + 2二 )

2“ , 一 。 ,

口一
A二 (

。 + 2 ` ) a 一 1 ,

2 。月a ( ” + 2 “ ) 一 A

…
户,

ō目

由此可得 ( 2 , )式
.

由 ( A
.

7 )和 ( A
.

8) 式及边界条件知 :

B ( o , o ) 。 1 , C ( o
,

o夕~ o , B ( 1 , o ) 和 c ( l , 0 ) 是待定嵌
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