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摘要    对三维高磁雷诺数下非理想可压磁流体方程组发展了基于 TVD 的守恒格式. 

八波模型磁流体方程组属于非严格的非凸双曲型方程组, Powell对该方程组进行了修正

并建立了一组新的磁流体方程组. 修正后的方程组形式上非守恒, 不能直接采用守恒

型格式. 针对该方程组构造了基于 TVD 的守恒格式, 并通过一维磁流体激波管问题进

行了验证; 对不同情况下的非定常磁流体 Rayleigh 问题和定常 Hartmann 问题数值模拟

结果和解析解的比较说明算法可靠性较高, 可采用此算法对高磁雷诺数下的磁流体问

题(如宇宙磁流体问题、钝头体高超声速绕流)进行有效的数值模拟.  
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空间物理、天体物理等物理过程将涉及到空气动

力学和磁场的相互作用. 例如, 已经知道太阳表面的

局部强磁场可达到上千高斯的强度, 而且太阳附近

的大气是部分电离或者完全电离的. 太阳及其大气

中的许多物理过程都受到磁场和等离子体的控制[1~3]. 

在过去的几年中, 将磁流体技术应用于高超动力学

中的课题越来越受到学者的关注. 二十世纪九十年

代初, 俄罗斯提出了一种采用涡喷发动机与磁流体

强化超燃冲压发动机的组合推进系统作为其高超声

速巡航飞行器的动力系统的新设想, 并制定了相关

技术的“AJAX”发展计划[4].  

磁流体动力学包含了电磁学、流体动力学、化学

动力学以及等离子体动力学等多门基本学科, 是一

门复杂的交叉学科, 其理论模型由流体力学守恒方

程组、Maxwell 方程组以及磁流体本构方程组成, 因

此磁流体动力学模型的数学特性高度复杂. 在数值

模拟研究方面, Zachary和Colella[5]利用高阶Godunov

格式求解了一维理想磁流体方程. Dai 和 Woodward

对于多维理想磁流体方程发展了基于非线性

Riemann 解的迭代算法[6], 随后他们又引入基于特征

法的高阶 Godunov 格式建立了一维磁流体方程的近

似 Riemann 解算法[7]. 在文献[8]中, Dai 和 Woodward

又针对双曲型守恒方程组引进了一种 Godunov 型的

隐显式混合格式, 该格式的优点是具有严格的守恒

形式, 而且对于任意的CFL数, 其空间和时间精度都

能达到二阶.  

由于磁流体方程组本质上属于双曲型方程组 , 

将 TVD 格式引入到磁流体方程组的数值模拟中也受

到了广泛的关注[9~13]. 利用 TVD 格式需要确定偏微

分方程组的特征值和特征向量, 然而该方程组已经

被证明是非严格的双曲型方程组, 存在既非线性退

化场又非真正非线性场的特征场, 而且 Jacobi矩阵不
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满秩[9]. Powell[9]提出了消除上述奇异性的三个原则, 

并且通过引入磁场散度的影响建立了一组新的磁流

体方程组. 近年来, Hoffmann 等人[11~13]把利用 TVD

限制器修正的四阶龙格-库塔方法应用到磁流体的数

值模拟, 该格式的缺点是由于引进了龙格-库塔方法, 

增加了计算量.  

本文采用八波模型的磁流体方程组对高磁雷诺

数情况下磁流体 Rayleigh 问题和 Hartmann 问题进行

数值模拟. 当磁雷诺数 Rem 1 时, 八波模型的磁流

体方程组在形式上非守恒, 不能直接采用守恒型格

式. 本文研究目的是构造基于 TVD 的守恒格式, 并

通过一维磁流体激波管问题进行了验证, 最后通过

数值模拟并与具有解析解的高磁雷诺数下的磁流体

Rayleigh 问题和 Hartmann 问题的比较, 说明算法的

可靠性. 

1  八波模型非理想磁流体控制方程 

对磁流体方程组的推导需要考虑到磁场对导电

流体的作用, 以及流场对磁场的影响, 因此磁流体方

程组由 Navier-Stokes 方程组、Maxwell 方程组以及

Ohm 定律推导得出, 它包括质量方程、动量方程、能

量方程以及磁感应方程.  

采用下面的无量纲参数:  
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定义下面的无量纲参数为, 

马赫数: / / ;M u pγ ρ∞ ∞ ∞ ∞=  

雷诺数: / ;Re u Lρ μ∞ ∞ ∞=   

普朗特数: / ;pPr = mc k   

磁雷诺数: m m .Re u Lσ μ∞ ∞ ∞=  

对八波模型的磁流体方程组无量纲化并且考虑

原方程奇异性的影响, 可得如下的方程组(此方程已

经去掉了*号):  
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其中 
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方程(1)在笛卡尔坐标系下可简写为 

 ,∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

v v v

t x y z x y z
q f g h f g hm  (2) 

其中 为考虑磁流体流动在时间推进中保证磁场满

足散度条件而加入到八波模型中, Powell[9]研究发现

形如方程(1)的八波模型可避免原磁流体方程组对流

项 Jacobi 矩阵非满秩的性质. 因此在本文研究中, 将

采用方程(1)作为模型方程.  

m

2 数值计算方法 

2.1 一般坐标下方程形式 

在一般曲线坐标系 ( , , )ξ η ζ 下, 方程(1)可写成 
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其中 
T
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x y z ,v v vη η η= + +G vf g h x y z ,v v vζ ζ ζ= + + vH f g h  
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为了防止坐标变换在均匀流场引入误差, 此处

并未采用通常所用的“守恒”形式, 而是直接对上述

方程组构造差分格式[14].  

2.2 方程组的特征系统 

一维的理想磁流体方程组已经被证明为非严格

的双曲型方程组, 在磁流体方程组的特征场中, 存在

既非真正非线性场, 亦非线性退化场的情况. 因此, 

其特征场的特性要远比 Euler 方程组复杂. 文献[15]

指出, 由于磁流体方程组的非凸性, 可以产生混合波. 

虽然采用 Powell 准则所构造的新磁流体方程组避免

了通量的 Jacobi矩阵不可逆, 但是对其特征向量的构

造仍然存在问题.  

以曲线坐标ξ 方向为例, 其通量 F的 Jacobi矩阵

的特征值为 

0 a a f f
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其中 ;x y zU u v wξ ξ ξ= + +  a ,ξv  fξv 和 sξv 分别为ξ 方向

Alfven 波、快磁声波和慢磁声波的波速, 其形如:  

a a a ,ξ aξ ξ ξ= + +x x y y z zv v v v ( )2 2 2
f 4 a s

1 ,
2ξ ξ

⎡ ⎤= + +⎣ ⎦v a v c z   

( )2 2 2
s 4 a s

1 ,
2 ξ

⎡ ⎤= + −⎣ ⎦ξv a v c z  a
m

,
μ ρ

= x
x

B
v a

m

,
μ ρ

= y
y

B
v   

a
m

,
μ ρ

= z
z

B
v  2 2 2 2

a a a a ,= + +x y zv v v v  2
s ,γ

ρ
=

pc   

2

该 8 个特征值所对应的特征向量见文献[13]. 观察上

( )22 2 2 2
4 4 a s s a4 ,ξ ξ

⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦
z a a v c c v  

述曲线坐标ξ方向的特征值不难发现, 当 0Bξ = 时, 8
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该慢磁
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应的右特征向量表现出奇性. 该奇性可通过以下方

法予以消除. 注意到以下等式成立: 

4
f s s

m
,

a
v v c Bξ ξ ξμ ρ

=  

即 

fm

s 4 s
sgn( ).

B v
B

v a c
ξ ξ

ξ
ξ

μ ρ
=  

0,Bξ =  取 sgn( ) 1.Bξ =  若 应用上式对文献[13]中的

右特征向量进行修正

2.3 数值模拟方法 

由 , 该方程组的无粘部分是非守

恒形

左、 , 可得出一组新的特征向量. 

同样, 可给出η 与ζ 方向的  Jacobi 矩阵特征值及特征

向量.  

方程(1)可看出

式. 由于 0⋅ =B∇ 的限制项 M 对于流场变量 Q

是线性的, 因此 只对该双曲型方程组的线性场

有影响. 进一步研究可发现 M 项是将特征值为零的

特征场改变为熵波场. 因此该项对磁流体非线性场

并未有影响, 即 M 项不会影响非线性场的激波结构. 

磁流体方程组无粘部分的差分方程可写为:  
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上式已经利用了条件 1ξ η ζΔ = Δ = Δ = , 其右侧

采用 加一个小量 了算子记法, 若给上式
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该格式可以在 i, j, k 三个方向上分别进行计算

Q I

. 
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不但简化了程序设计, 而且提高了稳定性. 以 i 方向

为例, Harten 的二阶 TVD 格式[10]的数值通量为 
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其中, LRoe, RRoe和 Roe
lλ 分别为方程(3)采用了 Roe平均

格式.  

3  数值模拟结果分析 

3.1  磁流体激波管问题 

激波管问题属于可压流动的经典问题, 在初始

薄膜分割成的两部分均

衡状态组成. 本文研究对磁流体激波管和空气动力

值模拟实验, 以利于对比. 

对磁

之后的右特征向量、左特征向量和特征值.  

对于粘性部分的求解, 采用显式中心差分

时刻, 激波管由处于原点的

学激波管问题均进行了数

流体激波管问题采用本文提出的基于 TVD 的守

恒格式, 而对 Euler 方程组采用熵条件格式[14].  

磁流体激波管问题采用 Brio 和 Wu 提出的算例[15]. 

数值模拟的结果如图 1~5 所示. 网格数量、空间步长

和时间步长均和文献[15]中的相同, 即 1,xΔ =  网格

数量 800,n =  0.2.tΔ =   

对于上述磁流体激波管问题, Brio 和 Wu 发现会

出现以下的波: 向左传播的快膨胀波(FR)、慢混和波

(SC)和向右传播的接触间断(CD)、慢激波 快膨

胀波(FR), 

(SS)和

这些波在密度图中均已标出.  

 

 

图 1  密度 

 

图 2  y 方向磁感应强度 
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从图中可以看出, 尽管在接触间断附近有抹平, 

该格式对激波的捕捉只需要 5 个点, 而且在慢激波附

近没有明显的振荡. 因此, 本文构造的算法能够很好

的捕捉到磁流体的特征波, 得到的结果比较令人满意.  

3.2 磁流体 Rayleigh流动问题 

磁流体 Rayleigh 问题是指无限长的平板在 z 方

向上施加随时间和空间不变的磁场强度 Bz, 沿 x 方向

在 t=0时刻突然以不变速度 U运动. 磁流体 Rayleigh

问题是磁流体边界层流动中很重要的基本问题, 它

考虑了分子粘性、磁场扩散率以及阿尔芬波的传播[16]. 

该问题可以作为检验数值模拟磁流体边界层流动的

程序的标准.  

当 磁 谱 朗 特 数

图 3  x 方向速度 

 

图 4  y 方向速度 

 

图 5  压强 

m m/ 1P μ μ σρ= = 时 , 磁 流 体 

Rayl

了不同外加磁场

强度在同一时刻的速度型和感应磁场强度分布的数

值模拟和解析解的比较

 

p (Pa) σ (mho/m) 

eigh 问题有解析解. 本文数值模拟采用的参数如

表 1 所示, 网格为 5×4×100 的三维网格, 移动壁面采

用绝缘壁面. 图 6 和 7 分别给出了当 41.5 10 TzB
−= ×

时不同时刻速度型和感应磁场强度分布的数值模拟

和解析解的比较. 图 8 和 9 分别给出

.  

在上述的条件下, m 1Re Re= , 因此采用八波

模型的算法求解. 从上图可以看出, 在外加磁场不变的

表 1  磁流体 Rayleigh 问题参数 

 ρ (kg/m3)  

4×10−5 1.78×107
 32.3 

 

 

图 6  不同时刻的速度型分布 
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情况下, 匀速区随着时间扩 , 而Hartmann层不变; 如

果外加磁场增大, 匀速区扩大, 而且 Hartmann 层变薄. 

3.3 磁流体 Hartmann流动问题 

在磁流体旁路超燃冲压发动机推进系统中, 最

关键的部件是内部磁流体发生器[17]. 从原理上磁流体

发生器内部流动属于磁流体 Hartmann 流动[18], 该流动

为等离子体在两个无限长平行平板之间的流动, z 方向

施加磁场强度, 在平板的展向有一对电极. 假设管道的

高宽比非常小, 即 因此忽略电极附近的边

缘效应对中心 电极上的电势不同, 两电极

之间的电场强 出, 即 B , 其

中 为负载因子. 时, 该

动退化为P

给出了不同

求解 H

图, 从图中

看出

大

2 / 1H W , 

流动的影响. 

度由负载因子给

当 0 1k< <
y zE ku∞= −

结构为磁流体发生k

器, 当 k>1 时, 该结构为磁流体加速器.  

考虑流量一定的情况, 此时容易证明当磁场为

零时, Hartmann流 oiseuille流动. 数值模拟

中采用的网格为30×5×50的三维网格, 雷诺数和磁雷

诺数分别为 Re=100, Rem=100. 图 10 Ha

数下数值模拟和解析 artmann 流动速度型的比

较图, 图 11 给出了感应磁场强度的比较

随着 Ha 数的增大, 速度型变得平坦, 边界层变

薄. 这是因为无量纲化后的边界层厚度为:  

* 1 ,δ μδ
σ∞

= = =
L HaB L

 

因此 Ha 数增大而边界层变薄, 在流量不变的情况下, 

速度型势必变得平坦, 同时感应磁场强度也减小. 

 

  
图 9  不同 By时的 Bx分布 图 7  不同时刻的感应磁场强度分布 

  

图 8  不同 By时的速度型分布 图 10  不同 Ha 数时速度型的分布 
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图 11  不同 Ha 数时 Bx的分布 

4 结束语 

本文对三维高磁雷诺数下的非理想磁流体方程组 

发展了基于 法对高磁

雷诺数下的磁流体 Rayleigh 问题和 Hartmann 流动问

行 研究.  

不能直接采用守恒型格式. 本文构造了基于 TVD 的

守恒格式, 并通过一维磁流体激波管问题进行了验

证. 比较结果说明该格式能够有效的捕捉到磁流体

的特征波. 磁流体 Rayleigh 问题和 Hartmann 问题是

磁流体流动中最基本的问题, 在特定情况下具有解

析解 . 采用本文构造的格式对非定常的磁流体

Rayleigh 问题在不同时刻和同一时刻不同外加磁场

强度情况分别进行了数值模拟 , 并对定常磁流体

Hartmann 流动在不同 Ha 数情况进行了数值模模拟. 

数值模拟结果和解析解的比较说明本文构造格式可

靠性较高, 可采用此算法对高磁雷诺数下的磁流体

流动问题(如宇宙磁流体问题、钝头体高超声速绕流)

进行有效的数值模拟.  
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