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摘要 本文从四个方面简要综述了模糊分析中泛函空间的若干研究工作, 包括: (1) 在拓扑线性空间

和某些模糊赋范线性空间框架下模糊泛函分析的发展; (2) 模糊数空间的各种度量及对具有线性结构

的相应具体泛函空间的嵌入; (3) 模糊连续函数空间与针对不同模糊连续性的多层正则模糊神经网络

的逼近; (4)基于单调测度论的可测函数空间和 Sugemo可积函数空间. 文中也提出今后开展研究的几

点建议. 吴从炘在 1952–1955 年期间是东北人民大学数学系的一名本科生, 徐利治先生给予了吴长期

指导与诸多支持.
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1 引言

1965 年, 文献 [1] 是关于模糊集 (fuzzy sets) 的开创性论文, 标志着具有广泛应用的模糊数学学科

的诞生. 1972 年, Chang 和 Zadeh [2] 称实数域 R 上的一族满足特殊性质的模糊集为模糊数, 首次涉

及模糊分析. 于是, 以模糊数为值的函数的分析学 (如模糊连续函数、模糊导数、模糊积分、模糊微分

方程等) 成为模糊分析的重要组成部分, 如专著 [3, 4] 等. 1977 年, Katsaras 和 Liu [5] 则引入模糊拓扑

线性空间, 它自然属于模糊分析范围. 再就是模糊分析通常也包括模糊测度、相应的模糊可测函数和

Sugeno 模糊积分, 参见专著 [6]. 当然, 上述著作所附的文献中包含有若干与具体应用相关的内容.

徐利治先生的研究领域十分深广, 泛函分析也是他的一个研究领域. 1956 年, 他作为中国科学院

三人代表团成员 (曾远荣、田方增、徐利治) 参加了在莫斯科召开的全苏泛函分析国际会议 (参见文

献 [7, 第 278 页]). 另外, 1953 年, 徐先生在东北人民大学 (即吉林大学) 讲授 “分析方法” (参见文

献 [8]) 课期间组织部分听课学生的课外学习小组活动时, 曾指导吴从炘阅读 Gal 的一篇泛函分析文

献 [9],吴从炘见到经典分析中某些很困难证明的结论,利用泛函分析相当容易地就能证明. 从而,吴从

炘对泛函分析产生浓厚兴趣,后来投身于泛函分析的研究. 1981年,以徐利治先生为主编的刊物《数学

研究与评论》在武汉华中工学院出版社出版. 同一年, 该出版社又出版了吴从炘担任副主编之一的刊
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物《模糊数学》,徐先生在许多人还缺乏了解情形下对这一在国内刚兴起的学科给予了热情支持,并推

动了时任华中工学院院长的朱九思对该学科创建学会及创办《模糊数学》刊物所给予的大力支持. 徐

先生历经磨难仍始终不渝地坚持高水平学术研究至今的精神, 激励学生克服种种困难持续开展研究.

今以模糊分析中的泛函空间为题,并选取其中几个方面的若干研究工作撰写一篇综述文章来庆贺老师

徐利治先生的 95 华诞.

本文第 2 节介绍模糊拓扑线性空间; 第 3 和 4 节分别介绍模糊数空间和连续模糊数值函数空间;

第 5 节介绍模糊可测函数空间、Sugeno 模糊可积函数空间和模糊测度空间; 第 6 节是小结与展望.

2 模糊拓扑线性空间

1956 年秋, 吴从炘返母校跟随大学毕业论文指导教师江泽坚先生进修两年泛函分析, 参加江先生

领导的经典拓扑线性空间讨论班. 1978 年春季学期, 吴从炘又前往中国科学院数学研究所学习关肇直

先生倡导的模糊数学, 在关先生支持下首先结合 1977 年蒲保明、刘应明在内部刊物 — 四川大学学报

(自然科学版)第 1期第 31–50页发表的论文《不分明拓扑学 I —不分明点的邻近构造与 Moore-Smith

式收敛》(该文于 1980 年正式发表于文献 [10], 也收集到刘应明与罗懋康的专著 [11]), 开展对模糊拓

扑线性空间的研究.

2.1 模糊拓扑线性空间的定义

本小节简要综述模糊拓扑线性空间的定义. 1979 年, 吴从炘 [12] 将 Katsaras 和 Liu 1977 年的模

糊拓扑线性空间定义中的模糊拓扑, 由 1968 年 Chang [13] 的定义加强为 1976 年 Lowen [14] 的满层模

糊拓扑, 并利用蒲保明和刘应明定义的模糊点及其邻域系进行了讨论. 随后, 吴从炘和方锦暄又分别

于 1981、1982 年给出了模糊拓扑线性空间各自的另外定义. 1982 年, 吴从炘和方锦暄 [15] 改用 Pu 和

Liu [10] 所引入的模糊点的重域系, 对模糊拓扑线性空间进行了再定义, 它与经典拓扑线性空间在形式

上接近, 具有平移不变性, 得到了这种模糊拓扑线性空间借助零点的重域基的刻画, 以及分离性的有

关性质.

1981 年, Katsaras [16] 同样采用 Lowen 的满层模糊拓扑来重新定义模糊拓扑线性空间, 并以 1978

年 Warren提出的邻域基为工具进行探讨. 事实上, 这两种定义的差别仅在于, 数乘运算中实数域拓扑

的选取,吴从炘和方锦暄的定义使用的是通常拓扑; Katsaras的定义则选用通常拓扑的诱出拓扑. 1984

年, 王戈平 [17] 指出两个定义等价. 有关工作参见文献 [18, 19] 及其中所附的文献, 如局部有界性与局

部凸性的引入可分别参见文献 [20, 21].

2.2 Quasi Lasalle (QL) 型模糊拓扑线性空间

本小节简要综述 QL型模糊拓扑线性空间. 1985年,吴从炘和方锦暄 [22] 引入了 QL型模糊拓扑线

性空间, 构造出非 QL 型的模糊拓扑线性空间, 并且证得 QL 型模糊拓扑线性空间可以由一族 Lasalle

伪模糊范数所刻画, 从而得到了模糊拓扑线性空间与经典拓扑线性空间的一个不同点. 2005 年, Fang

和 Yan [23] 指出了上述工作略有缺陷, 重新定义了 Lasalle 伪模糊范数族, 并且证明了 QL 型模糊拓扑

线性空间可以由重新定义的 Lasalle 伪模糊范数族所刻画. QL 型模糊拓扑线性空间的研究成果被收

入到当年的中国数学年鉴, 推动了模糊拓扑线性空间的空间理论的发展. 另外, 吴从炘和马明 [24] 还讨

论过 QL 型模糊拓扑线性空间与 Lowen 的模糊一致空间.
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2.3 模糊赋范空间

本小节简要综述模糊赋范空间的早期工作. 1984 年, 吴从炘、方锦暄 [25] 和 Katsaras [26] 分别提

出了各自的模糊赋范空间定义. 吴从炘和方锦暄的定义利用了模糊点. 1985 年, 马明 [27] 比较了这两

种形式上不同的定义, 说明了在某种意义上, 吴从炘和方锦暄定义的模糊赋范空间是 Katsaras 定义的

模糊赋范空间, 反之不真. 其区别就体现在, 吴从炘和方锦暄的定义蕴涵相应模糊拓扑的分离性, 而

Katsaras定义无此性质. 关于吴从炘和方锦暄定义的模糊赋范空间的有关讨论,可参见文献 [18,19]及

所附文献.

1988年, Wu和Ma [28]给出了两个模糊赋范空间之间模糊线性算子 F 的直接定义,即 F (axλ+ byµ)

= aF (xλ) + bF (yµ) (xλ 和 yµ 为模糊点). 该文献进而讨论了这种模糊线性算子意义下的模糊赋范空

间的代数对偶及关于网收敛的连续性意义下形成的对偶空间. 这时, 代数对偶呈现出的是一个线性空

间与另一个具有某种性质的格的乘积的结构形式. 1990 年, 吴从炘、马明和包玉娥在北京召开的中日

模糊集与系统双边会议上所作的报告 [29] 中, 尝试引进一种 L- 模糊赋范空间概念.

1991 年, 吴从炘和方锦暄 [30] 修改文献 [28] 的模糊线性算子定义, 增添了适当条件 (实际上是后

来 Fang [31] 提出的模糊线性序同态概念的基础) 得到了诸如一致有界原理的模糊推广等结论.

2.4 模糊拓扑线性空间的拓展

本小节简要综述模糊拓扑线性空间的两类拓展. 1997年, Fang和 Yan [32] 开始了 L-拓扑线性空间

的工作, 引入了线性序同态概念, 展开了 L- 拓扑线性空间的线性算子的研究. 2005 年, Yan 和 Wu [33]

引进并讨论了模糊 L- 囿空间. 2011 年, Abel 和 Sostak [34] 也研究过此空间.

1991 年, Ying [35] 首次从逻辑观点引入模糊化拓扑. 2000 年, Liu 和 Zhang [36] 又研究了 L- 模糊

化拓扑的范畴. 基于 Lukasiewicz 逻辑的模糊化拓扑线性空间概念于 2004 年被 Qiu [37] 提出. 2006 年,

Zhang 等人还引进了基于连续值逻辑的模糊化拓扑线性空间. 在此前后, Yan 和 Wu [38,39] 提出了完

全分配格 L 上模糊化拓扑线性空间, 给出了 L- 模糊化拓扑线性空间的零点的邻域基刻画定理, 证明

了 L- 模糊化拓扑线性空间范畴是线性空间范畴上的拓扑范畴等. 2007 年, Yan [40] 则将经典概率赋范

线性空间与模糊化拓扑线性空间联系起来,首次提出了概率赋范线性空间中集合的概率有界度和概率

准紧度的概念, 并得到了这两个概念的模糊化拓扑式的刻画.

经典泛函空间涵盖拓扑代数, 1984 年, 吴从炘和马明 [41] 也引进了模糊拓扑代数, 得到借助零点

的重域基的刻画, 并且相应地讨论了局部乘法凸模糊拓扑代数. 1989 年, Wu 和 Ma [42] 又定义了模糊

赋范代数,证得分离的模糊拓扑代数为局部乘法凸当且仅当它线性同胚于一族模糊赋范代数乘积的子

代数.

2.5 线性空间的模糊范数新定义与模糊泛函分析的发展

本小节围绕模糊范数的各种新定义作简要综述, 新定义时常要用到模糊数 (见第 3 节). 1992 年,

Felbin [43] 称 (X, ∥ · ∥, L, U)为模糊赋范线性空间, 其中 X 为实数域上线性空间,模糊范数 ∥ · ∥为取值
非负的非紧模糊数且满足由两个具有特定性质的二元函数 L, U : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] 所表述的某种

形式的三角不等式等条件. 文中证明了, 特别当 L = ∧(Min), U = ∨(Max) 时, 该三角不等式退化成类

似于经典赋范空间三角不等式的形式. 另外, 这种模糊范数相应的恰好是 Kaleva-Seikkala 模糊度量.

接着, Cheng 和 Mordeson [44] 又引入了一种与 Kramosil 和 Michelek 模糊度量恰好相应的模糊范数.

2003 年, Bag 和 Samanta [45] 则提出一种与 Cheng 和 Mordeson 定义稍有不同的模糊范数, 随后他们
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得到在模糊框架下经典泛函分析的 4 个基本定理, 还陆续获得模糊非扩张映射的不动点定理、模糊一

致正规结构和模糊自反性的若干性质. 另一方面, 2002 年, Xiao 和 Zhu [46] 研究的是取值非负的 (紧)

模糊数的模糊范数, 然后, 他们又讨论了这种模糊赋范线性空间的拓扑度理论与不动点定理. 2012 年,

Halder 等人 [47] 对 Felbin 型模糊范数改用 Xiao 和 Zhu 的取值方式, 引进严格凸概念, 并在 L = min,

U = max 情形下证得: 模糊赋范线性空间任一子空间上每一模糊有界线性泛函有唯一保持模糊范数

线性扩张的充要条件是其对偶空间为严格凸. 这与经典情形相类似.

2014 年, Nadaban 和 Dzitac [48] 参照 Katsaras 模糊范数, 对线性空间 X 引入了一种以模糊集

N : X × [0,∞] → [0, 1] 为值的新模糊范数, N 则满足 Bag 和 Samanta 模糊范数定义中将 ∧ 换成更一
般的连续 t- 模 ∗ 那一条和所有其他条件. 文中证明了模糊赋范线性空间 (X,N, ∗) 可以成为可度量化
的经典拓扑线性空间, 特别对于模糊赋范线性空间 (X,N,∧), X 就进一步诱出一个 Hausdorff 可度量

化的局部凸空间, 且 (X,N,∧) 还能诱出一个 Katsaras 模糊范数. 而 Katsaras [49] 也证明了他的模糊

范数可诱出局部凸拓扑. 总之, 从不同角度出发, 有许多模糊范数概念被提出, 其研究范围相应地涉及

经典泛函分析方面颇广, 可以说模糊泛函分析的研究正在发展中.

3 模糊数空间 En (n ∈ N)

3.1 模糊数空间的表示定理与序结构

本小节简要综述模糊数的表示定理与序结构. 1994 年, Diamond 和 Kloeden 的专著 [3] 指出, 关

于 n 维模糊数通常是指从 Rn 到 I = [0, 1] 的模糊集 u, 具有正规、上半连续、模糊凸性质且支集

suppu = [u]0 = cl(
∪

α∈(0,1][u]
α) ([u]α = {x ∈ Rn : u(x) > α}, α ∈ (0, 1]) 为有界集 ([u]0 有界换成当

α ∈ (0, 1] 时 [u]α 为有界集, 称 u 为非紧模糊数). 1975 年, Negoita 和 Ralescu 说明 n 维模糊数可以

用 α- 水平集 [u]α (含 [u]0) 刻画. 特别对于 u ∈ E1, 其 α- 水平集成为有界闭区间, 即可用区间数表

示. 因而, 区间分析是研究模糊数的一种工具. 1986 年, Goetschel 和 Voxman [50] 证明了一维模糊数

还可以用两个满足一些特定条件的函数族 {(a(α), b(α)) : α ∈ [0, 1]} 来刻画, 给出了一维模糊数的函数

形式表示定理. 2002 年, 对于 n 维模糊数, Zhang 和 Wu [51] 也给出了相应的函数形式表示定理. 2000

年, Chen 等人 [52] 又提出了一维模糊数的直接表示法, 即将一维模糊数直接视为 R2 平面上的一条曲

线. 因而, 经典分析又是研究模糊数的另一种工具.

1989 年, Nanda [53] 利用区间数的序关系在一维模糊数空间 E1 中引入一种序关系, 从而可以很

自然地定义一族模糊数的上、下确界. 但人们长期误认为这种序有界的模糊数集的上、下确界必定存

在, 无需证明. 1997 年, 文献 [54] 证明了 E1 中的序有界集一定存在上、下确界且给出了具体表达式.

Nanda等人还误以为在 E1 中也自然有类似于有界实数集上、下确界可由该实数集中的数来逼近的性

质,导致模糊数值函数积分的讨论中出现某些错误,这一点在文献 [54]中也已被指出. 2003年, Fang和

Huang [55] 将文献 [54]中 E1 的上、下确界表达式扩展到 En 情形. 另外, 1998年,吴冲在文献 [56,第 3

页]又指出 Zhang和 Hirota [57] 在 E1 中所引进的另一种序结构,其实只在吴从炘等人 [58] 引入的台型

模糊数集 (E1 的一个真子集) 上才有定义. 由于种种理论问题和实际应用的需要, 模糊数空间还出现

了许多新的序关系, 如文献 [59].

3.2 模糊数空间的度量

本小节简要综述模糊数空间常见的 8 种度量和 9 种收敛及 1 个完备化问题. 关于 n 维模糊数空
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间 En 最常用的度量当属 1983 年 Puri 和 Ralescu 提出的一致 Hausdorff 度量 d∞ :

d∞(u, v) = sup
α∈[0,1]

dH([u]α, [v]α).

En 关于 d∞ 为完备但不可分. 1986 年, Klement 等人以 α- 水平集的 Hausdorff 度量在 [0, 1] 上的

Lebesque积分
∫ 1

0
dH([u]α, [v]α)dα定义了 En 的 L1-型度量 d1. Diamond和 Kloeden [60] 又将其推广

为 Lp-型度量 dp,且证得 En 关于 dp 为可分,但不完备. n维模糊数空间 En 的度量最早是由 Kloeden

于 1980年引进的支集下方图度量 D∞ (如果把支集的条件去掉,便得到下方图度量 D), 其完备性、可

分性都有讨论.

1999 年, Wu 和 Li [61] 在 E1 中利用集合的对称差运算 △ (A△B = (A \B) ∪ (B \ A)) 引进一致
对称差度量

d△(u, v) = sup
α∈[0,1]

m([u]α△[v]α),

其中 m 表示 Lebesgue 测度, 以及 p- 平均对称差度量

d△p(u, v) =

(∫ 1

0

(m([u]α△[v]α))pdα

) 1
p

, p ∈ [1,∞),

证明了 (E1, d△) 与 (E1, d△p) 为拟度量空间, 给出了它们为度量空间的充要条件. 随后, Li 等人 [62, 63]

又讨论了 (E1, d△) 与 (E1, d△p) 的完备性和可分性. 2000 年, Joo 和 Kim [64] 通过研究随机过程的极

限定理在 E1 中引入了 Skorohod 度量 ds, 证得 E1 关于 ds 为可分, 但不完备. 2004 年, Kim 和 Kim

又将其推广到 En.

以上所述的 8 种度量: d∞, d1, dp (1 < p < ∞), D∞, D, d△, d△p (1 6 p < ∞), ds 就诱出了 8 种

收敛. 1985 年, Kaleva [65] 所讨论的水平收敛 l 则是模糊数空间中的第 9 种收敛. 2003 年, Fang 和

Huang [55] 在 En 中引进水平收敛拓扑 τ(l) 使得相应的 (序列) 水平收敛恰为 Kaleva 的水平收敛. 有

许多文献以不同的视角和方式探讨或比较这 9种收敛中的某几种,如 Kaleva讨论的是水平收敛与 d∞

收敛和水平收敛与 D∞ 收敛之间的关系. 2009年, Zhao和 Wu [66] 则讨论了 dp, D, D∞ 三种收敛性间

的等价问题.

2009 年, Wu 等人 [67] 通过给出在 E1 中的 D∞ 度量具有可达性这一结论, 将实数空间 R1 的有界

单调收敛定理和区间套定理推广到模糊数空间 (E1, D∞), 后者与经典数学分析中的表述基本上完全

一致.

1984 年, Kaleva 和 Seikkala [68] 提出的模糊度量空间 (X, d, L,R) 是以非紧模糊数为度量的值, 其

中 L 和 R 为满足某些特定条件的二元函数: [0, 1] × [0, 1] → [0, 1]. Huang 和 Wu [69] 利用他们在

文献 [70] 中关于这种模糊度量空间所得到的水平形式三角不等式为工具, 给出了 (X, d, L,R) 可完备

化的刻画, 并证明了在等距意义下相应的完备化空间是唯一的, 同时还指出了, 当 R 附加可以包含

R = max 情形在内的一定条件时, 必存在完备化空间且在等距意义下唯一. 这推广了 1985 年 Kaleva

对 (X, d,min,max) 的完备化的相应结果. 2008 年, Kaleva 对模糊度量空间完备化的评论文献 [71] 指

出了 Lee 等人在 1999 年发表的完备化工作其实是错的等事实, 进而说明尚未见到改进他本人关于模

糊度量空间完备化的结果.

3.3 模糊数空间的嵌入定理

本小节简要综述模糊数空间对具体的泛函 (线性) 空间的嵌入及其两类拓展. 1983 年, Puri 和

Ralescu [72]首先证明模糊数空间可以嵌入到一个 Banach空间. 1991年, Wu和Ma [73]首次引入一个具
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体 Banach空间 C[0, 1] = {f :在 [0, 1]上实值有界,在 (0, 1]上左连续,在 [0, 1)上右极限存在且在 x = 0

处右连续},其中 ∥f∥C = supx∈[0,1] |f(x)|,通过利用一维模糊数空间 (E1, d∞)的函数形式表示定理,引

进从 (E1, d∞)到乘积 Banach空间 C[0, 1]×C[0, 1]的嵌入算子 j,其中 ∥(f, g)∥C×C = max{∥f∥C , ∥g∥C},
进而得到嵌入定理: (E1, d∞) 可以等距同构地嵌入到 C[0, 1]×C[0, 1], 并且有 j(E1)− j(E1) = (C[0, 1]

∩V [0, 1]) × (C[0, 1] ∩ V [0, 1]) (V [0, 1] 为 [0, 1] 上有界变差函数的全体) 和 cl(j(E1) − j(E1)) = C[0, 1]

×C[0, 1]. 也就是说, C[0, 1] × C[0, 1] 恰好就是顶点为零点的凸锥 (E1, d∞) 在嵌入算子 j 作用下的

闭线性包. 从而, 模糊数值函数 F (t) (t ∈ R 或 t ∈ [a, b]) 借助嵌入定理即可看成从 R 或 [a, b] 到

C[0, 1]× C[0, 1] 的抽象函数, 再根据经典泛函分析理论和 C[0, 1]× C[0, 1] 的具体性质 (如文献 [74, 定

理 3.3] 所给出 C[0, 1] 的有界线性泛函一般表达式等) 便可开展研究, 例如, Wu 和 Ma [74] 得到了模糊

数值函数的 (K)积分与抽象函数的 Pettis积分、Bochner积分的关系以及各种可测性、可微性的关系

等. 1993 年, Ma [75] 则给出了 (En, d∞) 所能嵌入的具体 Banach 空间 C([0, 1], C(Sn−1)), 其中 Sn−1

为 Rn 的单位球面. 此外, 文献 [76, 77] 还讨论了模糊数空间嵌入的一些其他问题.

2002 年, Wang 和 Wu [78] 利用 2n 个 C[0, 1] 的乘积空间给出了 En 的子类模糊 n- 立方体数空间

L(En) = {u ∈ En : ∀α ∈ [0, 1] 存在 uk(α) 6 uk(α) (k = 1, 2, . . . , n) 使得

[u]α = [u1(α), u1(α)]× [u2(α), u2(α)]× · · · × [un(α), un(α)]}

的嵌入定理, 也讨论了模糊 n- 立方体数值函数的可微性. 2007 年, Wang 等人 [79] 又讨论了可测性与

可积性.

对于一维非紧模糊数空间 Ẽ1, Wu 和 Zhang [80] 通过引入 d
(k)
∞ (u, v) = supα∈[ 1k ,1] dH([u]α, [v]α) 来

定义 Ẽ1 上的度量

d̃∞(u, v) =

∞∑
k=1

d
(k)
∞ (u, v)

1 + d
(k)
∞ (u, v)

,

以及构造一个具体 Frechet 空间 C̃(0, 1] = {f : 在 (0, 1] 上实值左连续且在 (0, 1) 上右极限存在}, 其中

∥f∥C̃ =

∞∑
k=1

∥f∥k
1 + ∥f∥k

(∥f∥k = supt∈[ 1k ,1] |f(t)|, k ∈ N), 证明了 (Ẽ1, d̃∞) 相应的嵌入定理, 得到了

cl(j̃(Ẽ1)− j̃(Ẽ1)) = C̃(0, 1]× C̃(0, 1].

接着, Wu 和 Zhang [81] 类似地将嵌入定理应用于 Ẽ1 值函数的可测性、可微性和 (K) 可积性的讨论.

2001 年, Wu 和 Zhang [82] 利用 Zhang 和 Wu [51] 得到的 n 维模糊数的函数形式表示定理, 给出了 n

维非紧模糊数空间 (Ẽn, d̃∞) 的嵌入定理. 2008 年, Chen 等人 [83] 则引入并研究了可积非紧模糊数空

间及其嵌入等问题, 其具体嵌入空间为 L[0, 1]× L[0, 1].

2014 年, Solatikia 等人 [84] 对开集 Ω ⊂ Rn 引进了从通常的连续函数空间 C(Ω) 到模糊数空间 E1

的一个映射 ∥ · ∥, 进而证明了 (C(Ω), ∥ · ∥,min,max) 是文献 [43,45] 意义下的模糊赋范线性空间, 接着

又证明了具体的模糊 Banach 空间 C(Ω) × C(Ω) 是 (E1, d∞) 的嵌入空间, 并将该结果应用于模糊优

化, 这是第一类拓展.

下面转向第二类拓展,即 Banach空间上的模糊数空间和满足若干条件的模糊集空间的情形. 2012

年, Wu [85] 研究的就是 Banach 空间上模糊数空间的嵌入定理. 2005 年, Teran [86] 又扩展到研究将

Banach 空间上所有上半连续的凸模糊集空间嵌入于定义在一个紧空间上的连续函数空间.
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3.4 模糊数空间的紧集刻画

本小节简要综述模糊数空间的紧集刻画及其一种拓展. 1990 年, Diamond 和 Kloeden [60] 给出

(En, dp) 的一个紧集刻画, 他们在 1992 年又举出反例说明该紧集刻画并不成立. 1993 年, Ma [87] 则提

出了这个不正确的紧集刻画的一种修正形式. 2008 年, Wu 和 Zhao [88] 通过反例表明 Ma 的紧集刻画

仍不成立,并为 (En, dp) (1 6 p < ∞)提供了一个正确的紧集刻画; 他们还以反例说明 Diamond [89] 给

出的相对于原点的模糊星形数空间 (Sn
0 , dp) (1 6 p < ∞) 的紧集刻画也不成立, 且得到一个相应正确

的紧集刻画. Zhao 和 Wu [66] 对 En 中 dp, D, D∞ 度量收敛等价性关系的讨论获得 (En, D∞) 的紧集

刻画. 2004 年, Fan [90] 曾对 (E1, D∞) 给出一个形式上完全不同的紧集刻画. Ghil 等人于 2001 年给

出了 (E1, ds) 的紧集刻画, 2004 年, Kim 又将其推广到 (En, ds).

Fang 和 Huang [55] 对 (En, τ(l)) 给出在拓扑意义下的紧集刻画. 2014 年, Huang 和 Wu [91] 又对

(En, τ(l))的拓扑意义下紧集给出新刻画,且证明了在 (En, τ(l))中拓扑意义下的紧性与序列紧性等价.

下面转向度量空间上满足若干条件的模糊集空间的紧集刻画. 2006 年, Greco [92] 对任意度量空

间上的上半连续、正规且具有非空紧支集的模糊集全体的空间得到了关于 D∞ 度量的相对紧集刻画,

从而在对模糊集没有任何凸性假设的度量空间情形下, 将 Fan [90] 对 (E1, D∞) 的紧集刻画作为推论

并且回答了 Fan [90] 所提出的寻找 (En, D∞)的紧集刻画的公开问题.同一年,他和 Moschen还讨论过

度量空间上模糊集空间关于 d∞ 度量的相对紧集刻画.

4 连续模糊数值函数空间

4.1 关于 d∞ 度量连续的模糊数值函数空间及对模糊函数的拓展

本小节简要综述 C([a, b], E1, d∞) 空间及对模糊函数 (E1 → E1) 的拓展. 1997 年, 文献 [54] 给出

了从 [a, b] 到一维模糊数空间 E1 关于度量 d∞ 的连续模糊数值函数在 [a, b] 上存在的上、下确界的具

体表达式. 1999 年, 文献 [93] 又证明了, 若模糊数值函数 f ∈ C([a, b], d∞), 则 f(t) 在 [a, b] 上可达到

上 (下)确界当且仅当该上 (下)确界可由该 d∞ 连续模糊数值函数在 [a, b]上的模糊数的值依度量 d∞

所逼近, 这不同于经典情形. 同年, Wu 和 Liu [94] 还获得相应于 C([0, 1], d∞) 的 Weierstrass 逼近定理:

limn→∞ d∞(Bn(f)(t), f(t)) = 0 (Bn(f)(t) =
∑n

k=0 f(
k
n )C

k
nt

k(1 − t)n−k 为 f(t) 的模糊 Bernstein 多项

式) 的一种形式.

2000年, Buckley和 Yan [95] 则进一步研究了从 E1[a, b] → E1 分别关于 D∞ 和 d∞ 度量的相应形

式度量

D̂∞(f, g) = sup
u∈E1[a,b]

D∞(f(u), g(u))

和

d̂∞(f, g) = sup
u∈E1[a,b]

d∞(f(u), g(u))

的两类连续的模糊函数空间 (A [a, b], D̂∞) 和 (B[a, b], d̂∞), 并且证得 (A [a, b], D̂∞) 和 (B[a, b], d̂∞) 完

备、关于加法和数乘运算封闭, 但前者可分, 而后者不可分, 又 A [a, b] $ B[a, b].

2002 年, Magassy 和 Wu [96] 利用模糊数的序给出模糊数值函数为 d∞ 上、下半连续的一种定义,

证明了 f : [a, b] → E1 为 d∞ 连续当且仅当 f 在 [a, b]上为 d∞ 既上半又下半连续,也得到一些类似于

经典情形的性质.
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与模糊连续性有关联的还有 Gong 和 Wu [97] 引入有界变差的模糊数值函数, 得到其特征刻画和

线性性质等. 2013年, Ren和Wu [98] 则将有界变差模糊数值函数应用于对 II型模糊 Riemann-Stieltjes

积分的讨论.

4.2 关于 dp (1 6 p 6 ∞) 度量、支集下方图度量 D∞ 和水平收敛连续的模糊 (数) 值函数空间的

正则模糊神经网络逼近

本小节简要综述模糊值函数的情形. 正则模糊神经网络始自 1994年 Buckley和 Hayshi关于三层

正则模糊神经网络的研究. 2001 年, Liu [99] 证明了四层正则模糊神经网络能够逼近所有按照 d∞ 度量

连续的模糊值函数. 2009 年, Huang 和 Wu [100] 提出了一种模糊值分片线性插值方法, 在理论上也能

证明四层正则模糊神经网络能够逼近所有 d∞ 度量连续的模糊值函数. 所谓四层正则模糊神经网络是

指 H(x) =
∑n

i=1 ui(
∑m

j=1 cij ·σ(yj ·x+ θj)) (n,m ∈ N, ui ∈ E1, cij , yj , θj ∈ R),其中 σ : R → R是一个
取定的 Tauber-Wiener 函数, 所有 H(x) 的全体记作 H (σ). 文中还指出, 当 F 为模糊值函数 R → E1

且 Q 为其内的元均在 R 上 dp 连续的 F 的 dp 逼近器 (指 ∀ [a, b] ⊂ R, ∃ gn ∈ Q 使得 dp(gn(x), F (x))

在 [a, b] 上关于 x 一致收敛于 0) 时, F 为 dp 连续, 进而得到, 当 F : R → E1 且 σ 连续时, 有 F 为

在 R 上 dp 连续等价于 H (σ) 为 F 的 dp 逼近器.

2009 年, Huang 和 Wu [101] 也用模糊值分片线性插值方法证明了四层正则模糊神经网络在所有

按照水平拓扑收敛为连续的模糊值函数 F : R → E1 的集合上的逼近能力. 也就是通过证得: 若 F 为

水平连续, 则 H (σ) 是 F 的一个水平逼近器; 当 F 为模糊值函数且 Q 为其内的元均水平连续的 F

的水平逼近器时, F 为水平连续, 从而得到, 在 σ 为连续的条件下, 模糊值函数 F 为水平连续等价于

H (σ) 是 F 的水平逼近器.

Huang 和 Wu [102] 又借助文中对 p 维模糊数空间 Ep 的支集下方图度量 D∞ 相关性质的讨论给

出了能够使得四层正则模糊神经网络按照 D∞ 度量逼近模糊值函数的等价刻画, 还进一步讨论了激

活函数 σ 的选择对逼近速度的影响.

4.3 关于 d∞ 度量和水平收敛连续的模糊函数 (E1 → E1) 的正则模糊神经网络逼近

本小节简要综述模糊函数的情形. 1999 年, 刘普寅和汪浩 [103] 通过引入保截 (cut-preserving) 模

糊函数刻画了单输入单输出四层正则模糊神经网络关于 d∞ 度量的逼近能力. 2010 年, Huang [104] 证

明了, 如果从 R 到 E1 的模糊值函数为支集下方图度量 D∞ 连续, 那么, 它的 Zadeh 扩张为 D∞ 连续

的从 E1 到 E1 的模糊函数 (模糊值函数的 Zadeh 扩张未必是从 E1 到 E1 的模糊函数).

Huang 和 Wu [105] 得到了, 当 f : R → E1 为 d∞ 连续 (水平连续) 时, f 的 Zadeh 扩张 f̃ 为从 E1

到 E1 且 d∞ 连续 (水平连续).进而可以获得能被四层正则模糊神经网络 d∞ 逼近 (水平逼近)的从 E1

到 E1的模糊函数 F 的刻画,这时, F 为 d∞连续 (水平连续)的扩张型模糊函数 (F 为扩张型指的是 F

为 F |R 的 Zadeh 扩张). 文中还对 Zadeh 扩张型模糊函数与保截模糊函数作了比较. 另外, 2005 年,

Liu 和 Li [106] 进一步讨论了多输入单输出四层正则模糊神经网络的逼近.

5 模糊可测函数空间、Sugeno 模糊可积函数空间和模糊测度的空间

由于 Sugeno 模糊积分的定义采用的是模糊测度和相应的模糊可测函数. 模糊测度保留了经典测

度的单调性 (即当 A ⊂ B 时, µ(ϕ) = 0 且 µ(A) 6 µ(B)), 并将可列可加性减弱为上、下连续性. 后
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来, 模糊测度又再减弱为单调测度. 因此, 本节简要综述关于单调测度的实值模糊可测函数空间与实

值 Sugeno 模糊可积函数空间以及与单调测度相关的某些性质.

5.1 关于单调测度的模糊可测函数列的测度收敛

如同经典测度论, 模糊可测函数同样也是由可测空间 (X,X ) 来定义的, 与测度无关. 类似于经典

测度论可知, 所有实值模糊可测函数的全体 F 构成线性空间, 且具有经典可测函数的许多性质 (如文

献 [6, 107,108]).

1997年, Ha等人 [109] 实际上给出经典测度论成立的 “fn
a.e.−−→ f ⇒ fn

µ−→ f”,关于单调测度结论仍

能保持成立的充要条件. 1998年, Ha等人 [110]实际上证得 ∀ {fn} ⊂ F , ∃ f ∈ F 使得 fn
µ−→ f ,恒可推出

{fn}为 µ-Cauchy列当且仅当单调测度 µ为双零渐近可加 (µ(An) → 0, µ(Bn) → 0 ⇒ µ(An∪Bn) → 0,

首见于文献 [19]). 2010 年, Ren 等人 [111] 对于单调测度进一步得到双零渐近可加性也是保持 F 中的

测度收敛序列对加法等许多运算可继承的特征. 这些性质对于经典测度都无条件成立. 另外, 对于与

此相关重要的经典 Egoroff 定理, 2004 年, Li [112] 给出了该定理关于单调测度成立的充要条件.

5.2 Sugeno 模糊积分与关于单调测度的模糊可测函数空间

1974 年, Sugeno 在其博士论文 [113] 中引进了非负模糊可测函数的模糊积分, 在积分定义中的测

度为模糊测度. 2003年, Wu和 Mamadou [114] 又引入并讨论了实值模糊可测函数,即 f ∈ F 的 Sugeno

模糊积分

(S)

∫
X

f(x)dµ = (S)

∫
X

f+(x)dµ− (S)

∫
X

f−(x)dµ,

其中

(S)

∫
X

f+(x)dµ = sup
α>0

min{α, µ({x ∈ X : f+(x) > α})}.

Wu和 Zhao [115] 继续研究了这类非绝对可积的非线性积分. 2011年, Wu等人 [116] 形式上参照经典泛

函分析的实值可测函数空间, 证明了对于单调测度 µ 在 F 中有

(S)

∫
X

|fn(x)− f(x)|
1 + |fn(x)− f(x)|

dµ → 0 ⇔ fn
µ−→ f,

进而, 在 µ(X) < ∞ 条件下, 首次给出了 F 为具有可数局部基的经典拓扑线性空间的充要条件, 并且

拓扑收敛与 µ- 测度收敛等价, 建立了模糊分析与经典泛函分析之间的一种联系, 并且与经典泛函分

析中相应条件下的实值可测函数空间的性质不同. 同年, Ouyang 和 Zhang [117] 在文献 [116] 基础上采

用 Choquet 积分替换 Sugeno 积分, 但只得到一个充分条件和一个必要条件, Huang 和 Wu [118,119] 对

Choquet 积分也有工作.

5.3 关于单调测度的实值 Sugeno 可积函数空间

2013 年, Wu 等人 [120] 首次提出了对给定单调测度的 Sugeno 可积函数空间的研究, 证明了两个

测度为有限的集合之并集的测度仍为有限是该空间成为线性空间的充分条件,并且该条件也保证了对

所给定单调测度的 Sugeno 可积函数空间亦为经典拓扑线性空间. 这样, 就在模糊分析中又构造出一

类经典意义下的泛函空间.
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5.4 非可加测度的空间 (FM , ∥ · ∥BV)

1995 年, Pap [108] 讨论了赋予有界链式变差范数 ∥µ∥BV = |µ|(X) 的 Banach 空间 (FM , ∥ · ∥BV),

其中 (X,X ) 为可测空间, FM = {µ : X → R 且 µ(ϕ) = 0}. 2003 年, Narukawa 等人 [121] 也研究过

该空间的 B+ 拓扑. 2006 年, 吴从炘和任雪昆又研究了该空间的 B 拓扑. 2008 年, Wu 和 Ren [122] 证

明了, (FM , ∥ · ∥BV ) 可分当且仅当 X 是有限集.

另外, 对于与泛函空间某种意义的离散性有关联的非可加测度 (即 µ ∈ FM )的原子, 2000年, 文

献 [123] 指出, Pap 1994 年关于零可加集函数的原子的 Saks 分解定理证明中所用的引理 1 结论不正

确, 并给出该分解定理的正确证明. 2007 年, Wu 和 Sun [124] 引入了非可加测度的伪原子概念, 在比零

可加更弱的双零可加 (先出现于 1994 年的文献 [19], 后来也被人称为弱零可加) 条件下对原子与伪原

子 (两者可以有交集), 得到不存在伪原子的充要条件和关于伪原子相应的 Saks 分解定理, 以及在零

可加情形下关于原子与伪原子的一种分解定理. 同年, Wu 和 Sun 又指出 Pap 于 2001 年关于零可加

单调测度的一个扩张定理证明不正确, 并给出正确证明, 还得到了在弱零可加条件下类似的扩张定理.

再就是, Wu 和 Ha [126] 肯定地回答了 Wang [127] 关于模糊测度零可加性的一个公开问题.

有关第 3–5 节的内容, 读者可参见文献 [128].

6 小结与展望

本文系针对模糊分析研究中出现的几类泛函空间, 即模糊拓扑线性空间、模糊数空间、连续模糊

数值函数空间、模糊可测函数空间和 Sugeno 模糊可积函数空间及模糊测度空间的若干研究工作进行

了简要综述,并就此进一步提出几点似可参考的建议. (1)从模糊拓扑线性空间到各种模糊赋范线性空

间的种种研究表明模糊泛函分析正在发展, 可以进行深入研究, 例如, Lee [129] 研究了模糊赋范线性空

间的逼近性质与有界逼近性质. 在经典 Banach 空间理论中 Enflo 和 Grothendieck 曾关注过该问题.

(2) 对于模糊数空间, 可以考虑针对各种不同论题 (如模糊优化等) 引入相应的新序结构、新度量及新

的具有特殊性质的子空间. (3) 至于模糊数值函数空间, 除了模糊连续函数空间, 在模糊数值函数的积

分、模糊微分方程等的讨论中也会有一些模糊数值函数空间问题,不妨予以关注. (4)模糊可测函数空

间与 Sugeno 模糊可积函数空间的研究才刚起步. 此外, 在模糊分析中近年来出现许多积分, 如 Mesiar

等人 [130] 的工作中也可能会出现某些可供讨论的泛函空间. (5) 模糊数序列空间在印度、伊朗等国家

有许多人从事研究, 值得继续展开, 经典泛函分析中的序列空间及有关研究可作为一种参照物.

致谢 衷心感谢特邀编辑、主编和审稿人提出的宝贵意见.
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The functional space in fuzzy analysis

WU CongXin, REN XueKun & WU Chong

Abstract In this paper, we briefly summarize some work on the area of functional spaces in fuzzy analysis

and devoted to four directions. The first direction is the development of the fuzzy functional analysis on the

setting of topological linear space and several kinds of fuzzy normed linear spaces. Next direction is fuzzy number

spaces with different metrics and the embeddings to concrete functional spaces with a linear structure. The third

direction is fuzzy continuous function spaces and the approximation by multilayer regular fuzzy neural networks

for various fuzzy continuities. The last direction is the space of measurable functions and the space of (Sugeno)-

integrable functions based on the theory of monotonic measures. In this paper, we also present several suggestions

on future research. Wu Congxin was an undergraduate student of the Mathematics Department of Northeastern

People’s University during 1952–1955, and Professor Hsu guided and supported him so much for long time.
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