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两车道交通流模型与数值计算 
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(北京航空航天大学经济管理学院, 北京 100083. * 联系人, E-mail: hjhuang@mail. nsfc.gov.cn) 

摘要  研究一个由快慢两条车道组成的交通流模型, 快车道上的车辆可以根据瞬时交通情况进入慢车
道. 将基于速度梯度的交通流连续模型应用到每条车道上, 研究车流的小扰失稳和走走停停等非平衡
特性. 还研究了模型线性稳定的充要条件, 并用算例进行验证. 

关键词  交通流模型  两车道  动量方程 

Lighthill和Whitham[1]以及Richards[2]在上世纪五

十年代提出了一阶连续介质交通流模型 , 被称为
LWR理论. 根据这一理论, 交通流应满足守恒方程  

 ( , ),q s x t
t x
ρ∂ ∂+ =

∂ ∂
 (1) 

其中ρ为交通密度, q为交通流量, x和 t分别表示空间
和时间, s(x,t)是流量产生率. 对于没有进出匝道的公
路, s(x,t)=0, 否则 s(x,t) . 设 v为空间平均速度, 则
有 

0≠

 .q vρ=  (2) 
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LWR还认为, 均衡状态下的平均速度 v与交通密度ρ
存在以下关系:  
 ( ).ev v ρ=  (3) 

以上三个方程联立起来 , 可以得到简单交通流问题
的解析解 , 可以论证交通流激波的存在和拥塞的产
生与疏导[3]. 但由于LWR理论假定(3)总是成立, 所以
它不能反映非均衡状态下交通流的动力特性 , 如交
通流是怎样失稳的、走走停停现象又是如何发生 的. 
后来, 学者们引进了高阶连续介质模型, 将车辆运动
的加速度和惯性考虑进去 , 大大丰富了交通流的研
究内容和提高了模型的解释能力. Payne[4]从车辆跟

弛模型推导出来的动量方程是  

 
( )

,ev vv vv
t x x

ρ ν ρ
τ ρτ

−∂ ∂ ∂+ = −
∂ ∂ ∂

 (4) 

其中 0.5 ( )evν ρ ρ= − ∂ ∂ , τ是车辆跟弛的延滞时间(司
机的反应快慢). 使用Payne模型, 可以分析交通流失
稳、走走停停和相变等特性. 之后, 人们在Payne模型
的基础上, 进一步发展了多种形式的动量方程, 参见
文献[5~8]等. 1998年, Zhang[9]提出如下动量方程:  

 2( )
( ( )) .e

e
v vv vv v

t x x
ρ ρρ ρ
τ

−∂ ∂ ∂′+ = −
∂ ∂ ∂

 (5) 

Zhang 认为车流对强扰动的反应是分 3个阶段发展的, 
即以预期为主的阶段、预期与延迟相互平衡的阶段 
和以延迟为主的阶段, Zhang模型刻画了第 2 阶段交
通流的特性. 以上模型的一个致命缺陷是, 由动量方
程和守恒方程得到的特征速度之一 , 总是大于平均
速度, 即后车的扰动能够影响前车的行为, 这是错误
的[10].  

姜锐等人 [10,11]从完全速度差跟弛模型出发 , 提
出了基于速度梯度的新交通流连续模型 , 所推出的
特征速度永远不会大于平均速度. 姜锐等人的动量方
程是[10,11]

 0
( )

,ev vv v vv
t x x

ρ
τ

−∂ ∂ ∂+ = +
∂ ∂ ∂

c  (6) 

其中 , 0 /c t∆∆= ∆是前后车之间的距离 , 是扰动

向后传播

t∆
∆距离所需的时间.  

上述模型有一个基本假设条件 , 就是不允许超
车, 因而只适用于单车道情形的交通流. Daganzo 于
1997  年建立了两车道的交通流模型 ,  其守恒方程 
是[12]

 0,P Q
t x

∂ ∂+ =
∂ ∂

 (7) 

其中 1 2 1 2( , ), ( , )P Q q qρ ρ= = 1, ρ 和 2ρ , 和 , 

和 分别表示快车道和慢车道的车流密度、流量和

速度, Q与 P之间存在关系 Q=Q(P). (7)可以改写成 

1q 2q 1v

2v

 ( ) 0,P PQ P
t x

∂ ∂′+
∂ ∂

=  (8) 

其中 是 Q(P)的 Jacobi矩阵, 即 ( )Q P′

 

1 1

1 2

2 2

1 2

( ) .

q q

Q P
q q
ρ ρ

ρ ρ

∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂⎢′ =
⎢ ⎥∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

⎥  (9) 
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Daganzo[12]根据快、慢车道的密度对比情况, 设
定了各种情形下的速度-密度关系. 再按照流量-密度
之间的三角形关系, 将 1 2-ρ ρ 关系图分成 4 个区域, 
分析了各区域内的交通流特性. 为了得到解析结果, 
Daganzo模型没有考虑加速度和惯性的影响, 因此不
能如实地反映非均衡状态下交通流的动力学特性.吴
正 [13]基于国内交通流的低速混合特点, 建立了考虑
车道数的质量守恒方程和动量方程 , 这相当于是研
究多车道交通流问题 , 然而该模型令交通流密度取
各车道密度的平均值 , 等于是假定了各车道的密度
为一致, 实际情况并非如此. 通常情况下, 快车道上
的车流密度比慢车道上的车流密度要小一些.  

本文将姜锐等人 [10]的动量方程引入到Daganzo
建立的多车道模型框架内 , 建立高阶的多车道连续
交通流模型. 利用这个模型研究交通波问题, 还研究
模型线性稳定的充要条件, 并用算例进行验证.  

1  两车道高阶连续模型 
设有快、慢两条车道和快、慢两种车型, 快车道

上的流量、密度和速度分别为 1 1 1, ,q vρ ; 2 2 2, ,q vρ 分别

是慢车道上的流量、密度和速度. 规定快车既可以在
快车道上行驶, 也可以在慢车道上行驶, 而慢车只能
在慢车道上行驶. 还假定整个系统没有出、入匝道.  

记 1 2 1 2 1 2( , ),   ( , ),  ( , )P Q q q V v vρ ρ= = = , 其 中
,  1, 2i i iq v iρ= = . 这里我们为密度矩阵 P 和速度 V 之

间定义一种乘法规则(为了表达形式上的统一而已):  

 1 2 1 2 1 1 2 2( , )( , ) ( , ),Q PV v v v vρ ρ ρ ρ= = =  (10) 

并做如下假设: 首先, 在均衡状态下, 速度与密度之
间、流量与密度之间存在关系 

  (11) ( ),  ( ).eV V P Q PV P= =
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其次, 均衡状态下, 1 1 1( )e ev v ρ= , 2 2 1( ,e ev v ρ=  2 )ρ , 
分别是 ρ1和 ρ2的单调递减函数 , 而 1 1 1( )e eq q ρ= , 

2 2 1 2( , )e eq q ρ ρ= , 分别是ρ1和 2ρ 的严格凹函数 . 因
此, 快车道的速度和流量只是自己的密度的函数, 而
慢车道的速度和流量则是两条车道的密度的函数 . 
再假定 , 函数 1 1 1( )q q ρ= 和 2q = 2 1 2( , )q ρ ρ 是相互独

立的, 以保证系统的特征速度不为零.  
采用 Daganzo的质量守恒方程  

 ( , ),P Q S x t
t x

∂ ∂+ =
∂ ∂

 (12) 

其中  T
1 2( , ) [ ( , ), ( , )] ,S x t s x t s x t= 1 2( , ),  ( , )s x t s x t 分别是

快慢车道的流量产生率. 由于假定整个系统没有出、
入匝道, 因而有  

  (13) 1 2( , ) ( , ) 0.s x t s x t+ =

每条车道都采用姜锐等人提出的高阶连续动力

学模型, 有 

 0 ,   1, 2,i i ie i i
i i

i

v v v v vv c
t x xτ

∂ ∂ − ∂
+ = + =

∂ ∂ ∂
i  (14) 

其中 分别是快慢车道上车辆跟弛的延滞时间 , 
分别表示快慢车道上扰动的传播速度 , 通常

.  

1 2,τ τ

10 20,c c

10 20c c≥
现在 , 我们采用矩阵形式来表达 (12)和 (14)式 , 

得到 

 [ ] ,U UA E
t x

∂ ∂+ =
∂ ∂

 (15) 

其中 
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⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎢ ⎥⎢ ⎥= =
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

 

与 Daganzo 的连续模型比较, (15)式中包括了两个动
量方程 , 使得新模型可以反映非均衡状态下的一些
动力特性 . 通过分析偏微分方程系统(15)的特征值 , 
我们可以考察特征速度的一些性质. 矩阵[A]的特征
值是以下方程的λ解:  

  (16) det([ ] [ ]) 0,A Iλ− =

其中[I]为 4×4阶单位矩阵. (16)式即  

 

1 1

1 10

2 2

2 20

0 0
0 0 0

0.
0 0 2
0 0 0

v
v c

v
v c

λ ρ
λ

λ ρ
λ

−
− −

=
−

− −

 (17) 

于 是 , 特 征 值 为  
. 因此, 模型的 4个特征速度分别是 

1 1 2 1 10 3 2, ,v v c vλ λ λ= = − = ,

04 2 2v cλ = −

 1 1 10
1 2 3

d d d,   ,  ,  
d d d
x x xv v c
t t t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2v  
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4

d .
d
x v c
t

⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (18) 

显然 , 由于 , 快慢车道上的特征速度
总是不会超过他们的宏观平均速度 , 

即后面的扰动不会向前传播; 另外, 由于特征速度不
能为负, 所以 , 说明扰动向后传播的速度不会
超过车流的平均速度.  

0 0( 1, 2)ic i =≥

/dx dt ( 1,2)iv i =

0ic v<
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2  模型分解 
我们将 1 2-ρ ρ 之间的关系分成 4个区域, 分别建

立高阶连续模型, 以研究各个区域内的交通流特性. 
目前的区域划分还是定性的 , 给出明确的区域边界
值还有待进一步研究.  

(a) ρ1和ρ2都很小. 此时, 快慢车道均处于自由
流状态, 速度分别为 (它们是零流量时所对应
的速度, 为常数, 而且 ), 因而, 和

, 代入(15)得 

10 20,v v

20 10v v< / 0iv x∂ ∂ =

0 ,  1,2ie iv v i= =

 0 ( , ),    1, 2,i i
i iv s x t i

t x
ρ ρ∂ ∂

+ = =
∂ ∂

 (19) 

由于系统没有出入匝道, 所以 . 我
们可以很容易从(19)得到密度的解析解.  

1 2( , ) ( , ) 0s x t s x t= =

(b) ρ1很小, ρ2较大. 快车道为自由流, 它的车流

速度为 , , ; 慢车道处于拥挤

流状态, 其速度为v
10v 1 / 0v x∂ ∂ = 1 1ev v= 0

02(它不是常数, 而且 ). 
代入(15)得 

2 20 1v v v< <

 1 1
10 1( , ),v s x

t x
ρ ρ∂ ∂

+ =
∂ ∂

t  (20) 

 2 2 2
2 2 22 (vv

t x x
ρ ρ ρ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

, ),s x t  (21) 

 2 22 2
2 20

2
( ) ev vv vv c

t x τ
−∂ ∂+ − =

∂ ∂
,  (22) 

快车道上的车辆不会行驶到慢车道上去 , 所以
. 另外, 因为假定系统没有进出口匝道, 所

以有 . 据此, (20)可以给出解析解, (21)、 
(22)式则宜用数值法求解.  

1( , ) 0s x t =

2 ( , ) 0s x t =

(c) ρ1较大, ρ2很小. 快车道比较拥挤, 其速度为

1 1( )v ρ , 慢车道的速度是 2 1 2( , )v ρ ρ . 展开(15)式得: 

 1 1 1
1 1 1( , ),vv

t x x
ρ ρ ρ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

s x t  (23) 

 1 11 1
1 10

1
( ) ev vv vv c

t x τ
−∂ ∂+ − =

∂ ∂
,  (24) 

 2 2 2
2 2 22 (vv

t x x
ρ ρ ρ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

, ),s x t  (25) 

 2 22 2
2 20

2
( ) ev vv vv c

t x τ
−∂ ∂+ − =

∂ ∂
,  (26) 

当快车发现在快车道上行驶可能比在慢车道上

还慢时, 就会转移到慢车道, 所以, , 1( , ) 0s x t ≠ 2 ( ,s x  
, 但 . 这种情况下, (23)~(26) 

式宜用数值法求解.  
) 0t ≠ 1 2( , ) ( , ) 0s x t s x t+ =

(d) ρ1和ρ2都很大. 两条车道都高度拥挤, 因此
快慢车都没有必要改变车道. (15)式成为 

 1 1 1
1 1 0,vv

t x x
ρ ρ ρ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 (27) 

 1 11 1
1 10

1
( ) ev vv vv c

t x τ
−∂ ∂+ − =

∂ ∂
,  (28) 

 2 2 2
2 22 vv

t x x
ρ ρ ρ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

0,  (29) 

 2 22 2
2 20

2
( ) ev vv vv c

t x τ
−∂ ∂+ − =

∂ ∂
,  (30) 

上述方程仍然适宜用数值法求解.  

3  稳定性分析 
我们最感兴趣的是(c)区域 , 因为这个区域有快

车转换车道的现象 , 下面分析该区域交通流模型的
稳定性.  

设 *iρ 和 是模型(23)~(26)在稳定状态下的解 , 
令

1*v

*i i iρ ρ ξ= + 和 *i iv v iη= + 是模型的一个扰动解, 其
中 ( , )i i x tξ ξ= 和 ( , )i i x tη η= 是稳定解的一个小光滑扰

动 . 将 *i i iρ ρ ξ= + 和 *i iv v iη= + 代入(23)~(26), 然后
在 *iρ 和 处进行Taylor展开并丢掉ξ 1*v i和ηi的高阶项, 
得到下列方程组:  

 1 1 1
1* 1* 0,v

t x x
ξ ξ ηρ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 (31) 

 1 1* 1 11 1
1* 10

1

( )
( ) evv c

t x
,

ρ ξ ηη η
τ

′ −∂ ∂+ − =
∂ ∂

 (32) 

 2 2 2
2* 2*2v

t x x
ξ ξ ηρ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

0,  (33) 
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2 2
2* 20

2 1* 2* 1 1 2 1* 2* 2 2

2

  ( )

( ( , ) / ) ( , )e e

v c
t x
v v

η η

ρ ρ ρ ξ ρ ρ ξ η
τ

∂ ∂+ −
∂ ∂

′∂ ∂ +
=

−  (34) 

其中 , 1, 2ie
ie

i

vv i
ρ

∂′ = =
∂

. 假定 2 1 1/ev evρ ′∂ ∂ << , 就可以

忽略 (34)式中的 2 1* 2* 1 1( ( , ) / )ev ρ ρ ρ ξ∂ ∂ , 再从方程组
(31)~(34)式中消掉 1ξ 和 2ξ , 得到 

 1 1 1 11 12 1( ) [( )( )] ,t x t x t xc c cη τ η∂ + ∂ = − ∂ + ∂ ∂ + ∂  (35) 

 2 2 2 21 22 2( ) [( )( )] ,t x t x t xc c cη τ η∂ + ∂ = − ∂ + ∂ ∂ + ∂  (36) 

其中 1 1* 1* 1 1*( )ec v vρ ρ′= + , 2 2* 2* 2 1* 2*2 ( ,ec v v )ρ ρ ρ′= + , 
, , , . 接

下来, 沿用Jiang等人(2002)
11 1* 10c v c= − 12 1*c v= 21 2* 20c v c= − 22 2*c v=

[10]的办法可以证明, 模型
(23)-(26)为线性稳定的充分必要条件为 

  (37) 11 1 12 ,c c c≤ ≤

  (38) 21 2 22 ,c c c≤ ≤

这两个条件中若有一个不满足 , 系统就会出现不稳
定的现象.  

4  数值计算 
 本节对区域(c)的交通流模型进行数值计算 , 以
验证模型的特性. 首先对(23)~(26)式进行差分, 得到
如下方程  

 

1
1 1 1 11( 1)

1 1 11( 1)

( )

          ( ) ,

j j j j j
i i i ii

j j j
i i i

t v
x
t v v ts
x

ρ ρ ρ ρ

ρ

+
−

+

∆= + −
∆
∆+ − + ∆
∆

j
i

 (39) 

若交通量很大, 即 时, 有 101
j
iv c<
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 1
10 11 1 1 1 11( 1)

1
( )( ) (j j j j j j

ei i i i ii
tv v c v v v v v
x τ

+
+

∆ ∆= + − − + −
∆

),t  (40) 

否则 

 1
10 11 1 1 1 11( 1)

1
( )( ) (j j j j j j

ei i i i ii
tv v c v v v v v
x τ

+
−

∆ ∆= + − − + −
∆

).t (41) 

同理 

1
2 2 2 22( 1)( )j j j j
i i i i

t v
x

j
iρ ρ ρ ρ+

−
∆= + −
∆

 

 2 2 22( 1)          2 ( ) ,j j j
i i i

t v v ts
x

ρ +
∆+ − +
∆

j
i∆  (42) 

若交通量很大, 即 时, 有 202
j
iv c<

 1
20 22 2 2 2 22( 1)

2
( )( ) (j j j j j j

ei i i i ii
t tv v c v v v v v
x τ

+
+

∆ ∆= + − − + −
∆

), (43) 

否则 

 1
20 22 2 2 2 22( 1)

2
( )( ) (j j j j j j

ei i i i ii
t tv v c v v v v v
x τ

+
−

∆ ∆= + − − + −
∆

), (44) 

其中j代表时间段、i代表空间段. 为了分析小扰动 所
产生的交通流特性, 采用下列初值条件[10]:  

 

2
0 0

2

160 5( ,0) cosh ( )
16

1 40 11              cosh ( ) ,    1, 2,
4 32

i i i
Lx x

L

Lx i
L

ρ ρ ρ −

−

⎧ ⎡ ⎤= + ∆ −⎨ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎩
⎫⎡ ⎤− − ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎭

=
 (45) 

其中道路长度 L=32.2 km, 0iρ 是密度初始值, 0iρ∆
代表扰动. 设置如下周期边界条件:  

 ( , ) (0, ), ( , ) (0, ),    1, 2.i i i iL t t v L t v t iρ ρ= = =

j

j

 (46) 

采用的均衡速度公式是 

  (47) 1 10 1 1(1 / ),ev v ρ ρ= −

  (48) 2 20 2 2 1 2 1 2(1 / )(1 ( ) /( )),e j jv v ρ ρ ρ ρ ρ ρ= − − + +

其中, 1 jρ 和 2 jρ 分别是快慢车道的临界(堵塞)密度. 

速度初值设置为 1 1 1( ,0) ( ( ,0))ev x v xρ= ,  2 ( ,0)v x =

2 1 2( ( ,0), ( ,0))ev x xρ ρ . 其他输入参数是: 10 0.005ρ∆ = , 

20 0.008ρ∆ = , x∆ =100 m, =1 s, =40 m·st∆ 10v −1, 
=30 m·s20v −1, = 15 m·s10c −1, =11 m·s20c −1, =15 s, 

=10 s, 
1τ

2τ 1 jρ = 0.15 车·m−1, 2 jρ = 0.3 车·m−1. 如果

, 则1 2v v< 1 1 10.01s vρ= − 2 1 10.01s vρ=, . 将上述数据

代入(36)式下面给出的 计算式中, 根据关系式
(37)易知, 如果快车道上的车辆不允许向慢车道转移, 
当

11 12,c c

10 0.056ρ > 时, 快车道上将出现车流不稳定. 数值
模拟表明, 当允许快车道上的车辆向慢车道转移时, 
只有在 10 0.06ρ > 时才发生不稳定, 说明维持稳定的
临界条件提高了.  

图 1~6 给出了不同初始密度下的数值计算结果
( , ,x t ρ的单位分别为 100 m, 100 s, 100车·m−1), 基
本结论如下:  
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图 1  ρ10=0.03, ρ20=0.035 

 
图 2  ρ10=0.036, ρ20=0.042 

 
图 3  ρ10=0.055, ρ20=0.06 
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图 4  ρ10=0.06, ρ20=0.07 

 

 

图 5  ρ10=0.07, ρ20=0.08 

(1) 快车道的密度变化远远小于慢车道;  
(2) 当 10 200.03,  0.035ρ ρ≤ ≤ 时 , 两条车道上的

车流都非常稳定, 见图 1;  
(3) 当 10 200.03 0.055,  0.035 0.06ρ ρ< <≤ ≤ 时 , 

快车道的车流是稳定的, 慢车道的车流出现小扰动, 
见图 2-图 3;  

(4) 当 10 200.055 0.06,  0.06 0.08ρ ρ< <≤ ≤ 时, 快
车道的车流仍然稳定 , 慢车道上出现走走停停的现 
象, 见图 4,5; 

(5) 当 10 200.06,  0.08ρ ρ> > 时 , 快车道上出现小
扰动, 慢车道上发生严重的走走停停现象, 出现多个

交通流“串”, 见图 6;  
(6) 快车道的扰动波面在 10 0.07ρ ≥ 时改变方向, 

而慢车道的扰动波面在 20 0.042ρ ≥ 时就改变了方向.  
当初始密度较小时 , 快慢车道到上的扰动消失

得都比较快 (快车道上的扰动消失速度相对要快一
些), 前车自动提速, 所以扰动波面向前伸展; 当初始
密度比较大时, 前车提速受到限制, 扰动波面开始向
后伸展, 由于快车道上的车辆可以向慢车道转移, 所
以其扰动波面转向可以比慢车道迟一些 , 而慢车道
接受了快车道过来的车辆, 就更容易出现拥挤, 扰动
波面提前向后伸展 . 这种现象在单车道交通流问题 
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图 6  ρ10=0.08, ρ20=0.09 

中是观察不到的. 

5  结论 
现存的高阶连续模型主要是针对单车道情形的, 

不能直接用来分析多车道的车流问题. Daganzo[12]提

出了两车道交通流模型 , 但没有考虑车辆的加速度
和惯性影响, 因而不能反映交通流的非平衡特性. 本
文利用基于速度梯度的动力学方程 , 建立了新的两
车道交通流模型, 克服了Daganzo模型的缺陷. 数值
计算结果表明 , 所建模型可以描述扰动及由扰动引
起的走走停停现象. 但是, 本文所建模型仍然是分车
道处理的, 实际上各车道之间的相互关系非常复杂, 
有必要发展真正的多维车流模型 , 这是我们需要进
一步研究的内容. 
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