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摘要 脉冲星计时模型参数的精确测定是脉冲星计时应用的基础. 脉冲星计时模型包含几何的、物理的、
轨道的等各种效应.我们主要分析了一些位置、自行、视差等几何效应的误差以及双星轨道模型误差引起
的计时残差. 本文将地球公转视为椭圆轨道,在黄道坐标系里得到了一般性的结论.基于此,我们给出了估
计这些模型参数理论测量精度的解析表达式,得到了一些模型参数测量精度对黄纬的依赖关系.尤其是对
于视差测量精度的估计,得到了与以前的工作显著不同的结果,这对于实际观测中脉冲星的选择具有参考
意义.
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1 引言

自转稳定的脉冲星被誉为自然界的天然时钟,
如果人们要有效地利用这种时钟,首先需要用地球
上的望远镜来接收信号并由原子钟记录这些脉冲

星信号的到达时间(TOA). 然而脉冲星距离地球非
常遥远,脉冲星的脉冲信号在传播到地球的过程中
经历了各种物理过程和几何效应,如星际介质的色
散、引力场的影响、地球的运动等,这需要建立精
确的脉冲星计时模型,将脉冲星时同地球时联系起
来. 脉冲星计时模型参数主要包括脉冲星的自转频

率、自转频率一阶导数、位置、自行、视差、双星

轨道参数以及星际介质模型参数等. 根据TOA的观
测数据,结合最小二乘算法,可以精确测定脉冲星计
时模型参数. 反过来, 这些参数的精确测量又可以
在太阳系质心(SSB)处精确预报TOA,这是脉冲星自
主导航应用的基本前提.脉冲星计时模型参数的精
确测定也是脉冲星计时应用的基础. 脉冲星计时可
用于探测低频引力波 [1, 2], 可以建立脉冲星时间尺
度 [3, 4],可以测量太阳系行星质量 [5],未来还可用于
深空自主导航 [6, 7].

本文将从理论上分析脉冲星计时模型参数误差
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产生的计时残差,将地球轨道视为椭圆轨道,在黄道
坐标系里得到各计时模型参数误差产生的计时残差

的解析表达式. 在此基础上估计各脉冲星计时模型
参数的测量精度, 并给出一般性的解析表达式. 当
然,脉冲星计时过程中还会有各种各样的噪声,例如
观测白噪声,自转不稳定和星际介质引起的红噪声,
引力波背景等,但这些不在本文讨论的范围.

2 脉冲星计时模型

通过对毫秒脉冲星的周期及其一阶导数的高精

度测量,可以建立脉冲星钟模型,来预报第N个脉冲
的发射时间 [1]:

tN = t0 + NP0 +
1
2

N2Ṗ0P0 +
1
6

N3P̈0P2
0, (1)

其中, tN和t0均为脉冲星时, t0为参考历元, P0是脉

冲星在t0时刻的自转周期, Ṗ0和P̈0分别是t0时刻周期

的一阶和二阶导数. 基于此, 可以在任何位置预报
第N个脉冲的到达时间(TOA),只要再考虑相应的修
正项即可.例如,预报脉冲达到太阳系质心(SSB)的
时间, 则需要考虑星际介质的色散(DM)及其变
化(DM(t))引起的修正项, Shklovskii效应, 狭义相对
论时间膨胀效应等. 如果是脉冲星位于双星系统中,
则还要考虑双星轨道模型修正. 脉冲星计时过程中
通常用相位来预报,其相位可泰勒展开为

ϕ(t) = ϕ0 + ν(t − t0) +
1
2
ν̇(t − t0)2 +

1
6
ν̈(t − t0)3, (2)

其中ϕ0, ν, ν̇和ν̈分别是t0时刻脉冲星的自转相位、频

率、频率一阶导数和频率二阶导数. 而计时残差可
表示为 [8]

R(t) =
ϕ(t) − N(t)

ν
, (3)

其中N(t)是距离ϕ(t)最近的整数. 如果脉冲星自转变
慢是由磁偶极辐射导致的,那么制动指数

n =
νν̈

ν̇2 (4)

应该等于3. 然而对大多数脉冲星,将根据实测数据
得到的ν, ν̇和ν̈代入上式, 结果往往偏离3很大.另一
方面, ν̈的测量相对误差也比ν和ν̇的大得多 [9]. 因而,

对大多数毫秒脉冲星而言,通常将ν或P0的二阶导数

及以上都当作噪声来处理.

脉冲星的脉冲从发射到被地面上的射电望远镜

接收到,经历了一系列的物理过程和几何效应的影
响,包括引力场的影响、星际介质的影响、视差效
应、地球的公转和自转、双星的相互绕转(对于双
星系统而言)、原时与坐标时的转换等. 针对上述这
些效应的影响,目前已经建立了比较好的数学模型
来描述脉冲发射时刻tp(由式(3)给出)与望远镜接收
时刻tobs(测站原子钟记录的时间)之间的关系 [8]:

tp =tobs + ∆tc +
1
c

(n̂ · r) − 1
2cR0

[
r2 − (n̂ · r)2

]
− 1

c
(n̂ · v)∆t +

1
cR0

[v · r − (n̂ · v)(n̂ · r)]∆t

− 1
2cR0

[
v2 − (n̂ · v)2

]
∆t2

− 1
2cR2

0

(n̂ · r)
[
v2 − (n̂ · v)2

]
∆t2

− 1
cR2

0

(n̂ · v)[v · r − (n̂ · v)(n̂ · r)]∆t2

+

l∑
k=1

2GMk

c3 ln |n̂ · rk + rk|

−
4G2M2

⊙
c5r⊙ tanψ sinψ

− D
f 2 − ∆B, (5)

其中, ∆tc包括计时观测参考原子钟到地球时TT的
改正和TT到质心坐标时TCB的改正,即包括参考原
子钟的钟差改正和爱因斯坦时间延迟. c是光速,
n̂是脉冲星在(太阳系)质心坐标系的单位矢量, r是
观测时刻望远镜相对于太阳系质心的位置矢量.
v是脉冲星相对于太阳系质心速度矢量, ∆t = t − t0,
即观测时刻与参考历元差值. R0是参考历元脉冲

星相对于太阳系质心的距离. G是牛顿引力常数,
Mk是第k个太阳系天体的质量, rk是在观测时刻望

远镜相对于第k个太阳系天体的位置矢量, rk是rk的

模, l是计算Shapiro延迟采用的太阳系主要天体数
量. r⊙是观测时刻望远镜到太阳的距离, M⊙是太阳
质量, ψ是太阳和脉冲星在观测时刻相对望远镜的
张角. D是色散常数, f是观测的电磁脉冲的频率.
∆B是脉冲双星轨道运动延迟改正, 包括Roemer延
迟、Shapiro延迟、Einstein延迟和光行差延迟改正

099503-2



童明雷等. 中国科学: 物理学 力学 天文学 2017年 第 47卷 第 9期

等 [10, 11]. 式(5)中第3项是零阶Roemer延迟, 第4项是
视差引起的延迟,第5项脉冲星的径向速度引起的延
迟, 第6项是一阶Roemer延迟, 第7项是Shklovski效
应, 第8项和第9项是二阶Roemer延迟, 第10项和
第11项分别代表一阶Shapiro延迟和二阶Shapiro 延
迟,第12项代表星际介质的色散延迟. 公式(5)中,各
距离参数由太阳系行星历表和地球质心历表得到.
脉冲星在参考历元t0的自转参数(自转相位ϕ0、自转

频率ν及其导数ν̇)、天体测量参数(赤经、赤纬、自
行、视差)和双星轨道参数等是待拟合参数. 本文
比文献[12]多出来的两项(第8项和第9项)实际是对
第7项的高阶修正,该两项与第7项之比约为r/R0. 将
脉冲星的特征距离R0 ∼ kpc代入可得, r/R0 ∼ 10−9.
因而这两项的贡献基本可忽略或者用迭代算法

计算.
式(5)是脉冲星计时观测方程的一般数学模型,

对于更加精确的模型, 还应当包括地球大气的影
响、太阳系质心坐标时到双星质心坐标时的转换等

引起的时间延迟项 [8]. 由于后面我们讨论模型参数
误差的影响时不涉及这些项,因此本文中暂不考虑
这些项的贡献. 由于地球的公转, 在地球上观测脉
冲星会受到多普勒效应的影响,因此通常将地球上
观测到的TOA序列转换到一个较好准惯性系SSB,
而由式(5)可以给出在SSB处理论预报的TOA序列,
二者之差称为计时残差. 存在计时残差的原因有很
多,例如模型误差、观测白噪声、计时红噪声、引
力波、历表误差、原子钟钟差等. 下面我们主要讨
论脉冲星天体测量参数误差与双星轨道参数误差与

计时残差的关系,分析其特征并评估其大小.

3 脉冲星天体测量参数误差引起的计时

残差

我们知道脉冲星的自转频率误差会使得计时

残差呈线性变化, 而自转频率一阶导数的误差将
使脉冲星计时残差呈抛物线变化. 这一点数学上
很好解释, 由式(2)和(3)容易得到: ν 的测量误差将
引起 δν

ν
(t − t0)的额外计时残差; 而ν̇ 的测量误差将

引起 δν̇
2ν (t − t0)2的额外计时残差. 而其他参数误差引

起的计时残差也各有不同的、可识别的特征. 下

面我们分析一下天体测量参数误差的影响, 包括
位置误差、自行误差和视差误差. 与文献[12]中
的圆轨道近似不同, 我们将地球绕SSB的周年运动
轨道视为更符合实际的的椭圆轨道, 而轨道偏心
率e = 0.0167.

3.1 位置误差的影响

脉冲星某时刻的位置矢量n̂的测量精度是非常
重要的. 式(5)中, 很多项都含有n̂, 但零阶Roemer延
迟项(n̂ · r)/c要远远大于其他项,该项与脉冲星的方
向矢量以及测站相对于SSB的位置矢量r = s + rE

有关, 其中s是测站到地心的位置矢量, 而rE是地心

相对于SSB的位置矢量. 显然(n̂ · s)/c是周日变化的,
且其大小要比(n̂ · rE)/c小5个量级,因此我们主要考
虑TOA从地心到SSB的转换, 即Roemer延迟项近似
写为

∆R = −
n̂ · rE

c
. (6)

在某一参考历元t0, 脉冲星的方向矢量在黄道坐标
系可表示为

n̂ =


cos λ0 cos β0

sin λ0 cos β0

sin β0

 . (7)

一般形式的椭圆轨道方程为

rE =
a(1 − e2)

1 + e cosψ
, (8)

其中ψ为真近点角. 上式也可由偏近点角表示为

rE = a(1 − e cos u), (9)

其中a为轨道半长轴, 即日地平均距离1 AU. e为轨
道偏心率, u为偏近点角且满足如下关系:

u − e sin u = ω0t, (10)

其中ω0 =
√

GM/a3为平均角速度.严格来说, M为太
阳系总质量,可以用太阳质量来近似代替.容易得到
地心在黄道坐标系的位置矢量

rE =


a(cos u − e)

a
√

1 − e2 sin u

0

 . (11)
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将式(7)和(11)代入式(6), 并考虑到轨道偏心率e =
0.0167为小量,可得

∆R = −
a
c

cos β0 cos(u − λ0) +
ae
c

cos λ0 cos β0

+
ae2

2c
sin u sin λ0 cos β0. (12)

若e = 0,上式化为圆轨道的情况,即只有第一项 [12].
相对于圆轨道,上式中多出来的后两项分别是基于
偏心率的一阶(常数项)和二阶修正(周期项).按量级
估计, 后两项比第一项分别小2个和4个量级. 下面
的讨论中,我们只保留e的线性项.
下面我们看一下黄经和黄纬的采用值误差导致

的计时残差. 以λ0和β0为变量,对(12)式作变分,得

δ∆R = −
a
c
[
cos β0 sin(u − λ0) + e cos β0 sin λ0

]
δλ0

+
a
c
[
sin β0 cos(u − λ0) − e sin β0 cos λ0

]
δβ0.

(13)

可见,黄经或黄纬误差会导致的计时残差具有周期
性, 周期为1年. 相对于圆轨道的情况, 无论是黄经
误差还是黄纬误差都多了一个正比于e的常数修正
项.若不考虑脉冲星自行的影响,对于地球公转圆轨
道而言, 在一个周期里的平均计时残差为零; 而对
于椭圆轨道,在一个周期里的平均计时残差为一正
比于e的常数项,不为零. 但从测量的角度来讲,常数
项没有意义, 会被吸收到脉冲星自转初相位中. 因
此,椭圆轨道的情况与圆轨道的情况就脉冲星的位
置测量而言,除了周期振荡方式稍有不同,其他并无
差别.

3.2 自行误差的影响

脉冲星相对于太阳系并不是静止不动的,它有
本征运动, 垂直于视线方向的运动就会产生自行.
于是,某一时刻的脉冲星方向矢量可以写为

n̂ =


cos(λ0 + µλ∆t) cos(β0 + µβ∆t)

sin(λ0 + µλ∆t) cos(β0 + µβ∆t)

sin(β0 + µβ∆t)

 , (14)

其中∆t = t − t0. 这里需要指出的是, 文献[12]里的
式(10)给出的脉冲星方向矢量有误. 将式(14)代替

式(7),然后重复上一小节的计算,并以µλ和µβ为变量
作变分得

δ∆R = −
a
c
[
cos β0 sin(u − λ0) + e cos β0 sin λ0

]
∆tδµλ

+
a
c
[
sin β0 cos(u − λ0) − e sin β0 cos λ0

]
∆tδµβ.

(15)

类似于位置误差的情况,自行误差也多出来一项,但
这次是正比于e 的线性项, 随着时间的累积线性增
加. 从测量的角度来讲,线性项同样无意义,因为会
被吸收到脉冲星自转频率的拟合中. 因此, 对于脉
冲星自行的测量,椭圆轨道的情况和圆轨道的情况
也是相同的.

3.3 视差误差的影响

下面我们讨论一下脉冲星的视差误差对计时残

差的影响.由式(5),视差延迟项为

∆p =
1

2cR0

[
r2

E − (n̂ · rE)2
]
. (16)

上式由脉冲星的视差π = a/R0可重新写为

∆p =
π

2ca

[
r2

E − (n̂ · rE)2
]
. (17)

上式对π作变分可最终化简为

δ∆p =
a
4c

(
2 − cos2 β0

)
δπ − a

4c
cos2 β0 cos(2u − 2λ0)δπ

− ae
c

cos uδπ +
ae
c

cos2 β0 cos λ0 cos(u − λ0)δπ,

(18)

其中,第1项是常数项,第2项为半周年项,而第3项和
第4项是为正比于e的周年项.对于圆轨道的情况是
没有周年项的. 注意,式(18)中的半周年项是视差误
差的主要特征,而周年项会被吸收到位置参数的拟
合中,这一点从式(13)不难看出.这会影响位置参数
和视差参数的拟合结果,造成脉冲星位置与视差参
数的偏离. 因此对于这种存在相关性的两个参数,
不能单独分析. 后面, 还将进一步讨论相关性参数
的拟合问题. 在实际的数据处理中, 地球质心相对
于SSB的位置是采用DE系列历表的值,地球的公转
轨道是椭圆的. 因此在做模型分析时不宜采用圆轨
道,而应该采用更符合实际的椭圆轨道. 图1是利用
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图图图 1 (网络版彩图)脉冲星J0437-4715的视差误差引起的计
时残差模拟数据与解析模型的比较. 纵坐标是计时残差,以
微秒为单位,横坐标是简约儒略日(MJD).圆点和误差棒是脉
冲星J0437-4715的模拟计时残差及100 ns观测误差. 绿色虚
线代表圆轨道情况的解析模型,而红色实线代表椭圆轨道情
况的解析模型

Figure 1 (Color online) The comparison of timing residuals of pulsar
J0437-4715 induced by the parallax error for the simulated data and the
analytic model. The vertical axis stands for the timing residuals with unit
of microsecond, and the horizontal axis presents the Modified Julian Day
(MJD). The points and the error bars mean the simulated timing residu-
als of pulsar J0437-4715 and the observational errors with amplitudes
of 100 ns, respectively. The green dashed line stands for the analytic
model of the case of the circular orbit, and the red solid line stands for
the analytic model of the case of the elliptical orbit.

Tempo2模拟脉冲星J0437-4715视差误差引起的计
时残差和根据圆轨道模型、椭圆轨道模型计算结

果的比较. 模拟数据中的计时残差含有均方根为
100 ns的白噪声. 显然椭圆轨道模型的结果与模拟
数据符合得更好一些.

通过比较式(18)中的第2项和第3项的振幅可
知, 当β0 < 75◦时, 半周年项起主导作用; 而当|β0| >
75◦时,周年项起主导作用. 因此这里直接得到与圆
轨道情况不同的一个结论:当|β0| ∼ 90◦时,视差误差
引起的计时残差不为0,而是以aeδπ/c为振幅的周年
项.图2比较了圆轨道情况视差误差产生的计时残差
和椭圆轨道情况视差误差产生的计时残差,其中黄
纬取为β0 = 84◦,黄经取为λ0 = 30◦. 注意,黄经的取
值比较任意,因为它只影响相位,并不影响幅值.从
图2可以看出,椭圆轨道的情况比圆轨道情况的残差
幅值大了约8倍. 而且如果黄纬更高,那么这两者之
间的差别会更大.另外,由图2所示,椭圆轨道情况的
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图图图 2 (网络版彩图)解析模型中单位视差误差引起的计时残
差. 蓝色实线代表圆轨道的情况,而红色虚线代表椭圆轨道
的情况. 其中,黄纬均取为β0 = 84◦,黄经均取为λ0 = 30◦

Figure 2 (Color online) The timing residuals per unit parallax errors
induced by in the analytic models. The blue solid line stands for the case
of circular orbit, and the red dashed line stands for the case of elliptical
orbit. The ecliptic latitude was chosen to be β0 = 84◦ and the ecliptic
longitude was chosen to be λ0 = 30◦ for both cases.

残差主要呈现周年项,而圆轨道情况的残差为半周
年项.

4 双星轨道模型误差的影响

由于大多数毫秒脉冲星都处于双星系统中,其
伴星一般为致密星.对于脉冲双星系统,需要将脉冲
星固有时转换到脉冲双星质心时,这需要精确的双
星轨道模型. 为避免公式过于冗长, 我们在式(5)中
没有具体写出双星轨道延迟∆B的具体形式,这里简
单说明一下. 双星轨道延迟改正包括以下4部分 [8]:

∆B = ∆RB + ∆EB + ∆SB + ∆AB. (19)

式中前3项分别表示双星系统中的几何Roemer延
迟、爱因斯坦延迟和Shapiro延迟. 而相对于太阳
系,多出来的一项∆AB表示光行差效应引起的延迟.
∆B主要由Roemer延迟引起 [13], 是脉冲星轨道参数
的函数. 而Roemer延迟的主项又可表示为 [8]

∆RB ≃
x
c

[
sinω(cos E−ep)+

√
1 − e2

p cosω sin E
]
, (20)

其中x是轨道半长轴在垂直于视线方向平面的投影,
ω为近星点的辐角(以轨道升交点为起点). 为避免混
淆,我们用ep表示双星轨道偏心率,用E表示偏近点
角. 在一阶近似下, ∆RB的误差主要来源于5个开普
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勒参数的误差 [13]:

δ∆RB =
∑

p

∂∆RB

∂p
dp. (21)

上式是对所有开普勒轨道参数求和, p = {x, ω, ep,

Pb,T0}. 这里Pb和T0分别表示轨道周期和近星点的

时间. 类似式(10),一般的双星椭圆轨道满足

E − ep sin E =
2π
Pb

(tp − T0). (22)

下面将逐一分析各轨道参数误差产生的计时残差,
并假设各参数的测量是相互独立的, 即不存在相
关性.

4.1 x误差的影响

根据式(21),将式(20)对x作变分得

δ∆RB =
1
c

[
sinω(cos E − ep) +

√
1 − e2

p cosω sin E
]
δx.

(23)

上式表示只有x有误差时产生额外的计时残差. 很
显然, δx引起的计时残差具有周期性,由式(22)知其
周期为Pb. 而其中的常数项对于实际测量则可忽略.
于是, 式(23)可合并成一个正弦或余弦函数, 其振
幅为√

1 − e2
p cos2 ω/c.

4.2 近星点辐角误差的影响

类似地,将式(20)对ω作变分可得近星点辐角误
差δω产生的计时残差:

δ∆RB =
x
c

[
cosω(cos E − ep) −

√
1 − e2

p sinω sin E
]
δω.

(24)

同式(23)一样, δω引起的计时残差也有周期性,周期
同为Pb,振幅为

(x/c)
√

1 − e2
p sin2 ω.

4.3 偏心率误差影响

结合式(22),将式(20)对ep作变分得

δ∆RB = −
x

2c

[
sinω

(
2 +

1 − cos (2E)
1 − ep cos E

)
+

2ep√
1 − e2

p

cosω sin E

−
√

1 − e2
p cosω

sin(2E)
1 − ep cos E

]
δep, (25)

上式不同于式(23)和(24), 其中含有Pb/2的周期项.
脉冲双星轨道的偏心率通常比较小. Parkes脉冲星
计时阵(PPTA)发布的20颗毫秒脉冲星中, 双星系统
的偏心率最大的量级为10−4. 因此我们可以看一下
上式在ep ≪ 1时的渐近行为,我们只保留ep的线性

项,并去掉对于测量无实际意义的常数项.于是上式
可简化为

δ∆RB =
x

2c

[
sin(2E + ω) +

ep

2
sin (3E + ω)

−
ep

2
sin (E + ω) − ep cosω sin E

]
δep. (26)

通过上式可以看出, Pb/2的周期项是主项, 另外还
包括3个正比于ep的修正项.修正项中有两个周期成
分,分别为Pb和Pb/3.

4.4 轨道周期误差影响

将式(20)对Pb作变分,并利用式(22)可得轨道周
期误差的影响:

δ∆RB =
x

cPb

[
sinω

(E − ep sin E) sin E
1 − ep cos E

−
√

1 − e2
p cosω

(E − ep sin E) cos E
1 − ep cos E

]
δPb,

(27)

上式中除了周期项外,还含有线性项.这说明Pb的误

差引起的额外计时残差会随着时间的累积而增大.
当ep ≪ 1时,上式可化为

δ∆RB = −
x

cPb

[
E cos(E + ω) +

ep

2
E cos(2E + ω)

−
ep

2
sin(2E + ω)

]
. (28)
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图3利用Tempo2模拟脉冲星J1643-1224双星轨
道误差引起的计时残差和根据式(28)得到的解析模
型计算结果的比较. 模拟数据中的计时残差含有均
方根为1 µs的白噪声,轨道偏心率取为ep = 5 × 10−4.

4.5 近星点时间误差

将式(20)对T0作变分,并利用式(22)得

δ∆RB =
2πx
cPb

[
sinω sin E

1 − ep cos E
−

√
1 − e2

p
cosω cos E
1 − ep cos E

]
δT0.

(29)

当ep ≪ 1时,上式舍去常数项后可简化为

δ∆RB = −
2πx
cPb

[
cos (E + ω) +

ep

2
cos (2E + ω)

]
δT0.

(30)

上式说明近星点时间误差引起的计时残差主要是一

个周期为Pb的振荡项,另外还有一个正比于ep,周期
为Pb/2的修正项.

5 脉冲星模型参数精度估计

前面我们分析了脉冲星计时模型参数误差如何
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图图图 3 (网络版彩图)脉冲星J1643-1224的双星轨道周期误差
引起的计时残差模拟数据与解析模型的比较. 圆点和误差棒
是脉冲星J1643-1224的模拟计时残差及1 µs观测误差. 红色
实线代表解析模型

Figure 3 (Color online) The comparison of timing residuals of pulsar
J1643-1224 induced by the binary orbital error for the simulated data
and the analytic model. The points and the error bars mean the simulated
timing residuals of pulsar J1643-1224 and the observational errors with
amplitudes of 1 µs, respectively.

影响脉冲星计时残差,下面我们基于此估计一下各
模型参数的理论测量精度,并假设TOA单次测量误
差为σTOA, TOA的观测数量为NTOA. 作为从理论上
的简单估计,下面分析某个参数的测量误差时,总是
假设TOA测量误差只由该参数的测量误差贡献. 但
实际测量中,不同参数误差之间可能会存在相关性,
而本节意在通过理论分析更加直观地揭示参数测量

精度随某些量的变化趋势. 关于相关参数的测量精
度问题,将在本节末展开具体的讨论.

5.1 脉冲星天体测量参数精度估计

根据式(13)可以分别估算出黄经和黄纬的测量
误差

σλ =
cσTOA

a cos β0
√

NTOA
, (31)

σβ =
cσTOA

a| sin β0|
√

NTOA
. (32)

确切地说,上面两式分别表示黄经和黄纬测量精度
的上限.一方面是因为略去了时间正弦或余弦因子,
另一方面是假定了脉冲星计时残差均由TOA测量
误差贡献. 由于计时残差为TOA单次观测误差的方
均根,且观测误差与观测次数的开方成反比,故上式
中包含一个1/

√
NTOA的因子. 很显然,对于低黄纬的

脉冲星其黄经的测量精度较高,但其黄纬的测量误
差很大;而高黄纬的脉冲星其黄纬测量精度较高,但
其黄经测量误差很大.
同样地, 由式(15)可得黄经自行和黄纬自行的

测量误差

σµλ =
cσTOA

a cos β0
√

NTOA∆t
, (33)

σµβ =
cσTOA

a| sin β0|
√

NTOA∆t
. (34)

值得指出的是,黄经自行和黄纬自行的测量误差会
随着时间的累积而减小,若假设NTOA随着时间匀速

增加,那么σµλ , σµβ ∝ 1/(∆t)3/2. 因此,黄经自行和黄
纬自行的测量精度会随着时间的累积而显著提高.
通过以上的分析, 不难得出结论: 考虑地球公

转的椭圆轨道与假设其为圆轨道对于位置和自行

的测量精度并无实际区别.那么对于视差的测量是
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否也是如此呢?下面我们分析一下视差的测量. 由
式(18),容易将视差的测量误差估计为

σπ =
4cσTOA

a
√

NTOA(cos2 β0 + 4e)
. (35)

文献[12]的分析中指出, 对于圆轨道的情况, 当脉
冲星的黄纬趋近于90◦时, 视差的测量误差会趋于
无穷大. 而对于椭圆轨道的情况, 由上式可知当黄
纬趋近于90◦时, 视差的测量误差不会趋于无穷大,
而是收敛于一个有限值: σπ = cσTOA/(ae

√
NTOA).

图4清楚地展示了这一特征. 另外, 由图4还可以看
出, 这两种情况对于低纬度脉冲星的视差测量精
度几乎无差别, 而对于高纬度的脉冲星, 椭圆轨道
情况比圆轨道情况的视差测量精度要高得多. 需
要指出, 式(35)只是一个估计值, 严格来说还应考
虑与时间有关的周期振荡项, 这会导致在有些时
刻或者某一时刻的某个黄纬的脉冲星视差的测

量误差发散. 这些情况会出现在满足以下条件时:
cos2 β0 cos(2u − 2λ0) + 4e cos u = 0.

5.2 脉冲双星轨道参数精度估计

我们在第4节讨论了各双星轨道参数的误差引
起的计时残差. 基于此, 可以逐一分析各双星轨道
参数的测量误差. 首先, 轨道半长轴在视线切平面
的投影x的测量精度可根据式(23)估计为

σx =
cσTOA√

NTOA(1 − e2
p cos2 ω)

. (36)

同样地, 根据式(24)容易得到近星点经度的测
量精度:

σω =
cσTOA

x
√

NTOA(1 − e2
p sin2 ω)

. (37)

由4.3–4.5小节可知, 偏心率误差、双星轨道周
期误差和近星点时间误差引起的计时残差形式比较

复杂. 考虑到通常有ep ≪ 1,以下只讨论偏心率的零
级近似. 于是,偏心率的测量精度可估计为

σe =
2cσTOA

x
√

NTOA
. (38)
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图图图 4 (网络版彩图)视差的测量精度随黄纬的变化. 绿色实
线表示地球公转为圆轨道的情况,而红色虚线为椭圆轨道的
情况. 该图中参数的具体取值如下: TOA的测量误差σTOA=

1 µs, TOA的数据点数为260(对应于两周观测一次,共观测10
年),地球椭圆轨道偏心率e = 0.0167
Figure 4 (Color online) The measurable precision of parallax along
with ecliptic latitude. The green solid line represents the case of the
circular orbit of the Earth, and the red dashed line represents the case of
elliptical orbit of the Earth. In this figure, the values of all the parameters
are chosen as follows: the measurable uncertainty of TOA is σTOA=1
µs, the number of data is 260 (corresponding to the observational fre-
quency is once every two weeks and the data span is 10 years), and the
eccentricity of the elliptical orbit of the Earth is chosen to be e = 0.0167.

轨道周期的测量误差可估计为

σPb =
cPbσTOA

x(E − E0)
√

NTOA
, (39)

其中E0为轨道偏近点角起算点. 而近星点时间测量
误差可估计为

σT0 =
cPbσTOA

2πx
√

NTOA
. (40)

通过以上的分析,双星轨道参数的测量误差均
正比于TOA 的测量误差、反比于TOA数据点数的
开方.除x外,其余参数的测量误差均反比于x.

本节的精度估计表达式没有考虑脉冲星各参

数误差之间的相关性, 意在通过计时残差与脉冲
星参数误差之间的数学关系,从误差传递角度近似
给出脉冲星各个参数测量精度的解析表达式. 文
献[14]给出了各参数误差之间的相关性特征, 但选
取的参数为脉冲星自转和双星轨道参数,并没有包
括本文中主要分析的位置、自行和视差等参数. 需
要指出的是, 在实际测量中, 式(5)包含的所有待测
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参数的误差是通过拟合计时残差得到的. 假设向
量R是拟合前的计时残差, 脉冲星参数采用值的误
差向量为P, E是拟合后的残差向量, 脉冲星参数的
系数矩阵为M. M中各元素是利用式(5)分别对各个
待测参数求偏导数(对各个参数求偏导数得到的表
达式参见文中各个相关公式), 再将各个参数的近
似值作为采用值,根据观测时刻(参考地球时TT)与
参考的地球历表数值计算得到的. 如果观测TOA数
量为n, 待拟合的脉冲星参数总数量为m (n > m),
则M是n × m的矩阵. 用矩阵表示的最小二乘拟合的
线性方程为

R = MP + E. (41)

于是脉冲星参数误差估计值的协方差矩阵

为(MTM)−1σ2
TOA. 考虑到TOA的测量误差不一定能

反映拟合后计时残差的均方根误差,实际给出的参
数误差的协方差矩阵为(MTM)−1ETE/(n − m). 协方
差矩阵给出了各个参数精度的精确估计,同时由协
方差矩阵可看出某些参数之间的相关性. 其对角线
元素是各个参数的方差,对角线右上与左下对称的
元素是两两参数之间的互协方差. 互协方差绝对值
较大的两个参数之间具有较强相关性. 因为脉冲星
参数与计时残差的关系不是线性关系,这种采用线
性最小二乘拟合的方法是一种逐步逼近的方法. 在
得到脉冲星参数误差拟合值后,需要将改正后的各
个参数作为新的采用值,重新拟合脉冲星参数,直到
得到一个收敛的结果.显然,对于具有相关性的两个
参数的拟合需要格外小心. 在参数拟合时最好仔细
分析计时残差的变化趋势,根据计时残差变化规律
判断主要是两个参数中那个参数的误差所致.以脉
冲星位置与视差参数拟合为例,如式(18)所示,该二
参数具有相关性,如果认为已经拟合得到正确的脉

冲星位置,残差变化趋势可能主要来自于视差误差,
在重新拟合时,可以固定位置参数,仅拟合脉冲星视
差参数,反之亦然. 当然,这种人为的判断需要经验,
有时还需要利用多方面信息才能做出正确判断. 对
于具有相关性参数的拟合是个较复杂的问题,必须
具体问题具体分析,这里不再专门讨论.

6 结论

　
将地球绕太阳系质心的运动当作圆轨道处理在

有些情况下是合理的,例如在分析位置和自行的测
量误差时. 但对于视差测量精度的理论分析, 圆轨
道近似显然是不合理的,应当用更符合实际的椭圆
轨道. 本文将地球轨道为椭圆轨道作为出发点, 在
黄道坐标系里导出了位置误差、自行误差、视差误

差引起的脉冲星计时残差. 我们发现, 视差误差产
生的计时残差与地球圆轨道的情形有显著不同,而
且对于黄纬越高的脉冲星,这种差别越明显. 另外,
我们依次分析了各双星轨道模型参数误差产生的计

时残差,并给出了解析表达式. 在此基础上,我们讨
论了脉冲星位置参数、自行参数、视差等天体测量

参数和各个脉冲双星轨道参数的理论测量精度.我
们发现,对于高纬度脉冲星的视差测量精度,地球椭
圆轨道和圆轨道有着本质区别.圆轨道的情况,视差
的测量误差在黄纬趋近于90◦时会趋于无穷大;而椭
圆轨道的情况,视差的测量误差在黄纬趋近于90◦时
会趋于一个有限值.对脉冲星计时模型参数误差产
生的计时残差的特征分析有利于鉴别计时残差中的

噪声来源,而脉冲星计时模型参数的理论测量精度
估计对于望远镜观测脉冲星的方案选择具有一定的
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Analyses and estimates on measurement precisions of
model parameters in pulsar timing
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The precise measurements of the model parameters in pulsar timing are the basis of the applications of pulsar timing. Pulsar
timing model contains geometrical, physical, orbital effects, and so on. In this paper, we regarded the Earth’s revolution
as the elliptical orbit and obtained general conclusions in the ecliptic system of coordinates. Based on that, we gave the
analytic expressions of estimating the measurement precision of these model parameters, and obtained the measurement
precision of some model parameters depending on ecliptic latitude. In particular, for the estimation of the measurement
precision of the parallax, a quite different result from the previous work was obtained. This is meaningful for the choices
of pulsars in the practical observations.
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