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摘要 本文给出研究一维周期微分方程周期解的若干方法, 包括利用 Poincaré 映射来判定周期解的

个数、零解的稳定性及其重数、规范形方法和平均法等,其中既有对已有结论的总结和改进,又包含了

一些新的结论.
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1 引言

众所周知, 一阶微分方程 ẋ = f(t, x) 被广泛应用于建立物理、生物、经济和医学等多个领域的数

学模型. 当 f(t, x) 与 t 无关时, 该系统称为自治系统. 此时, 方程不存在非平凡周期解, 即周期解为常

数. 当 f(t, x) 与 t 有关时, 该系统称为非自治系统, 特别地, 当 f 关于 t 为周期函数时, 称其为一维周

期方程. 此时, 其周期解的个数和分布问题就变得复杂起来. 由于非自治系统更符合实际意义,因此长

期以来一直是众多科学家的研究课题, 研究的主要问题是周期解的存在性、稳定性及其个数等 (参见

文献 [1–8]). 本文的研究内容也是集中在周期解的存在性、稳定性及其个数问题, 重点是给出研究这

些问题的若干理论与方法. 本文结构如下: 第 2 节主要阐述周期解个数与 Poincaré 映射的关系, 其中

包含对已有结论的总结与改进; 第 3 节研究零解的稳定性及其重数; 第 4 节是规范形理论, 获得了一

个适用于一般方程的规范形定理; 第 5 节是平均法理论, 阐述如何利用平均方程来得到方程的周期解

个数.

2 Poincaré 映射与周期解个数

本节考虑一维周期微分方程

ẋ = f(t, x), (2.1)
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其中 t, x ∈ R, 而 f 连续且关于 t 为 T 周期函数. 为保证 (2.1) 初值问题解的存在唯一性, 设 fx 存在

且为连续函数. 用 φ(t, x0) 表示 (2.1) 的满足 φ(0, x0) = x0 的解, 则 φ 为 C1 函数. 引入两个函数 P

和 d 如下:

P (x0) = φ(T, x0), d(x0) = P (x0)− x0.

众所周知, 称 P 为 (2.1) 的 Poincaré 映射或回归映射, 而称 d 为 (2.1) 的后继函数.

首先, 由解的存在唯一性定理易证下列熟知的结果.

引理 1 解 φ(t, x0) 为 (2.1) 的 T 周期解当且仅当其初值 x0 满足 P (x0) = x0 或 d(x0) = 0.

由于 ∂φ
∂x0
是微分方程初值问题

ż = fx(t, φ)z, z(0) = 1

的解, 因此可求出
∂φ

∂x0
(t, x0) = e

∫ t
0
fx(s,φ(s,x0))ds. (2.2)

进一步, 由此式知, 如果 fxx 存在且为连续函数, 则有

∂2φ

∂x2
0

=
∂φ

∂x0

∫ t

0

fxx(s, φ(s, x0))
∂φ

∂x0
(s, x0)ds,

于是由 P 的定义知下述引理成立.

引理 2 当 fx 存在且连续时, P ′(x0) = e
∫ T
0

fx(t,φ(t,x0))dt. 当 fxx 存在且连续时,

P ′′(x0) = P ′(x0)

∫ T

0

fxx(t, φ(t, x0))e
∫ t
0
fx(s,φ(s,x0))dsdt.

上述引理中的两个公式曾在文献 [9] 中给出. 当 fxxx 存在且连续时, 文献 [9] 还给出了 P ′′′ 的公

式, 即

P ′′′(x0) = P ′(x0)

[
3

2

(
P ′′(x0)

P ′(x0)

)2

+

∫ T

0

fxxx(t, φ(t, x0))e
2
∫ t
0
fx(s,φ(s,x0))dsdt

]
.

由 P ′ 的公式易见, 如果 fx(t, x) ̸= 0, 则方程 (2.1) 至多有一个周期解, 进一步利用 P ′′ 和 P ′′′ 的公式,

文献 [9] 获得了下列定理.

定理 1 如果 fxx 存在、连续且恒不为零, 则方程 (2.1) 至多有 2 个周期解. 如果 fxxx 存在、连

续且恒不为零, 则 (2.1) 至多有 3 个周期解.

由上述定理立即得到以下推论.

推论 1 考虑微分方程
dx

dt
= a(t)x3 + b(t)x2 + c(t)x+ d(t),

其中 a(t)、b(t)、c(t) 和 d(t) 为连续的 T 周期函数, 则当 a(t) > 0 时, 该方程至多有 3 个 T 周期解.

上述推论中的结论曾在文献 [1] 中出现, 文献 [1] 还证明了, 对任给自然数 k, 都存在适当的连续

函数 a(t)、b(t)、c(t) 和 d(t), 使得下列微分方程:

dx

dt
= x4 + a(t)x3 + b(t)x2 + c(t)x+ d(t)

有 k 个周期解.

下面对定理 1 作一点改进, 即有下列新结果.
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定理 2 如果 fx 存在且关于 x 为严格单调的, 则方程 (2.1) 至多有 2 个周期解. 如果 fxx 存在

且关于 x 为严格单调的, 则方程 (2.1) 至多有 3 个周期解.

证明 先证第一个结论. 设 fx 存在且关于 x 为严格单调的. 为确定计, 设 fx 关于 x 为严格增

加的. 现用反证法证明 (2.1) 至多有 2 个周期解. 若结论不成立, 则 (2.1) 有 3 个周期解, 设其为 xj ,

j = 1, 2, 3. 由解的存在唯一性定理, 不妨设 x1(t) < x2(t) < x3(t). 进一步又可设 x1(t) ≡ 0 (否则可引

入变换 y = x− x1(t)), 于是必有 f(t, 0) ≡ 0, 从而由 Newton-Leibniz 公式知,

x′
2(t) = f(t, x2(t)) = x2(t)

∫ 1

0

fx(t, sx2(t))ds, (2.3)

x′
3(t) = f(t, x3(t)) = x3(t)

∫ 1

0

fx(t, sx3(t))ds. (2.4)

由于已设 fx 为 x 的严格增函数, 故 fx(t, sx3(t)) > fx(t, sx2(t)), 0 < s < 1. 从而由 (2.3) 和 (2.4) 知,

x′
2(t)

x2(t)
<

x′
3(t)

x3(t)
.

对于上式在 [0, T ] 上积分, 并注意到 xj(0) = xj(T ), j = 2, 3, 可得

0 = ln
x2(T )

x2(0)
< ln

x3(T )

x3(0)
= 0,

该式矛盾. 第一个结论得证.

对这一结论可给出另一证明. 由于 ∂φ
∂x0

> 0, 故 φ 关于 x0 为严格增加的, 因此, 当 fx 关于 x 严

格单调时, 复合函数 fx(t, φ(t, x0)) 关于 x0 也为严格单调的, 于是, 由 P ′(x0) 的公式知, 函数 d′(x0)

= P ′(x0)−1为严格单调的,故 d′(x0)至多有一个根,从而由 Rolle定理知, d(x0)至多有 2个根,即 (2.1)

至多有 2 个周期解.

再证第二个结论. 设 fxx 存在连续且关于 x 为严格单调的, 不妨设它是严格增加的. 若结论不成

立, 则 (2.1) 有 4 个周期解, 设其为

x1(t) < x2(t) < x3(t) < x4(t).

同上又可设 x1(t) = 0, 仍由 Newton-Leibniz 公式知,

x′
j(t) = xj(t)

∫ 1

0

fx(t, sxj(t))ds, j = 2, 3, 4,

于是,
x′
j+1

xj+1
−

x′
j

xj
=

∫ 1

0

[fx(t, sxj+1(t))− fx(t, sxj(t))]ds, j = 2, 3. (2.5)

再一次利用 Newton-Leibniz 公式又有

fx(t, sxj+1(t))− fx(t, sxj(t)) = s(xj+1(t)− xj(t))

∫ 1

0

fxx(t, sxj(t) + us(xj+1(t)− xj(t)))du, j = 2, 3.

将上式代入 (2.5) 可得

1

xj+1(t)− xj(t)

(
x′
j+1(t)

xj+1(t)
−

x′
j(t)

xj(t)

)
=

∫ 1

0

∫ 1

0

sfxx(t, s(1− u)xj(t) + usxj+1(t))duds, j = 2, 3. (2.6)
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因为 fxx 关于 x 为严格单调增加的, 且当 s, u ∈ (0, 1) 时,

s(1− u)x3(t) + usx4(t) > s(1− u)x2(t) + usx3(t).

故由 (2.6) 知,

1

x4(t)− x3(t)

(
x′
4(t)

x4(t)
− x′

3(t)

x3(t)

)
>

1

x3(t)− x2(t)

(
x′
3(t)

x3(t)
− x′

2(t)

x2(t)

)
,

即
(ln(x4(t)x

−1
3 (t)))′

x3(t)(x4(t)x
−1
3 (t)− 1)

>
(ln(x3(t)x

−1
2 (t)))′

x3(t)(1− x2(t)x
−1
3 (t))

. (2.7)

令 y(t) = x3(t)x
−1
2 (t), z(t) = x4(t)x

−1
3 (t), 则 (2.7) 可写成

(ln z(t))′

z(t)− 1
>

(ln y(t))′

1− y−1(t)
,

即
z′(t)

z(t)(z(t)− 1)
>

y′(t)

y(t)− 1
.

由于 y(t) 和 z(t) 均为 T 周期函数, 在 [0, T ] 上积分上式可得

0 =

∫ T

0

dz(t)

z(t)(z(t)− 1)
>

∫ T

0

dy(t)

y(t)− 1
= 0,

该式矛盾. 证毕.

作为一个简单的应用例子, 由定理 2 知, 周期方程

ẋ = x|x|α − 3x+ sin t, α > 1 (2.8)

至多有 3 个 2π 周期解. 又由于该方程满足

ẋ |x≫1> 0, ẋ |x=1< 0, ẋ |x=−1> 0, ẋ |x≪−1< 0,

故知存在 x∗
0 > 1, 使得方程 (2.8) 的后继函数 d(x0) 满足

d(x∗
0) > 0, d(1) < 0, d(−1) > 0, d(−x∗

0) < 0.

故存在 x1 ∈ (1, x∗
0), x2 ∈ (−1, 1), x3 ∈ (−x∗

0,−1), 使得 d(xj) = 0, j = 1, 2, 3. 从而可知, 方程 (2.8) 恰

有 3 个 2π 周期解.

易见对 α ∈ (1, 2), 定理 1 的条件不满足.

3 零解稳定性与重数

本节仍考虑一维周期方程 (2.1). 设其有初值为 x∗
0 的周期解 φ(t, x∗

0), 此时可讨论 x = φ(t, x∗
0) 在

Lyapunov意义下的稳定性问题.现设函数 f 关于 x为 C∞ 的,则后继函数 d(x0)为 C∞,且 d(x∗
0) = 0.

于是, 当 |x0 − x∗
0| 充分小时, 下列形式展开式成立:

d(x0) =
∑
j>1

dj(x0 − x∗
0)

j . (3.1)

文献 [10] 曾给出下列定义.
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定义 1 如果存在自然数 k > 1 使得

dj = 0, j = 1, . . . , k − 1, dk ̸= 0, (3.2)

则称 φ(t, x∗
0) 为 (2.1) 的 k 重周期解.

由于任一周期解都可以经平移变换化为零解, 不失一般性, 下面研究零周期解的重数问题.

文献 [11,12] 曾证明下列定理.

定理 3 设 f ∈ C1, f(t, 0) = 0, 则周期方程 (2.1) 的零解为 Lyapunov 意义下渐近稳定的当且仅

当存在 ε > 0, 使得当 0 < |x0| < ε 时, x0d(x0) < 0.

易见, 如果 x = 0 为偶数重的, 则当 |x0| > 0 充分小时, d(x0) ̸= 0 恒大于 0 或恒小于 0, 此时我们

称 x = 0 为半稳定的. 如果 x = 0 为奇数重的, 即 (3.2) 中 k 为奇数, 则当 dk < 0 时, x = 0 为渐近稳

定的, 此时我们简称 x = 0 为 (轨道) 稳定的; 当 dk > 0 时, x = 0 为完全不稳定的. 渐近稳定或完全

不稳定的零解统称为是焦点型的.

如果当 |x0| 充分小时, d(x0) ≡ 0, 则称零解 x = 0 为中心型的. 当周期解的某邻域内没有其他周

期解时,我们称其为孤立周期解.易见,中心型的周期解是非孤立的,而焦点型的周期解一定是孤立的.

文献 [10] 给出了下列公式:

d1 = P ′(0)− 1 = e
∫ T
0

fx(t,0)dt − 1,

d2 =
1

2
P ′′(0) =

P ′(0)

2

∫ T

0

fxx(t, 0)e
∫ t
0
fx(s,0)dsdt,

当 d1 = d2 = 0 时,

d3 =
1

6

∫ T

0

fxxx(t, 0)e
2
∫ t
0
fx(s,0)dsdt.

上述公式也可由上一节给出的 P ′、P ′′ 和 P ′′′ 的公式得到.

下面研究零解的重数.

命题 1 线性 T 周期方程 dx
dt = a(t)x的孤立零解的重数至多为 1. Riccati T 周期方程 dx

dt = a(t)x2

+ b(t)x 的孤立零解的重数至多为 2.

证明 线性周期方程 dx
dt = a(t)x 的 Poincaré 映射为

P (x0) = x0e
∫ T
0

a(t)dt,

故当
∫ T

0
a(t)dt ̸= 0 时, d1 ̸= 0, 即 x = 0 为单重零解; 而当

∫ T

0
a(t)dt = 0 时, d(x0) ≡ 0, 此时 x = 0 为

中心型零解.

对 Riccati 方程 dx
dt = a(t)x2 + b(t)x, 为求其 Poincaré 映射, 令 y = 1

x , 则得

dy

dt
= −b(t)y − a(t),

其 Poincaré 映射为

P̄ (y0) = y0e
−

∫ T
0

b(t)dt −B, B = e−
∫ T
0

b(t)dt

∫ T

0

e
∫ t
0
b(s)dsa(t)dt.

于是, 原方程的 Poincaré 映射为

P (x0) =

[
P̄

(
1

x0

)]−1

=
x0

e−
∫ T
0

b(t)dt −Bx0

.
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于是,

d1 = P ′(0)− 1 = e
∫ T
0

b(t)dt − 1,

d2 =
1

2
P ′′(0) = B (当 d1 = 0 时).

且当 d1 = d2 = 0 时, P (x0) ≡ x0. 由此即得结论. 证毕.

由命题 1 知, 一般线性周期方程的任一孤立周期解只能是 1 重的, 一般 Riccati 方程的任一孤立

周期解至多是 2 重的.

命题 2 设 a(t) 和 b(t) 为 T 周期的连续函数, 则 Bernoulli 方程为

dx

dt
= a(t)xn + b(t)x,

其中 n > 1 为自然数, 且下列结果成立:

(1) 当
∫ T

0
b(t)dt ̸= 0 时, x = 0 为单重零解;

(2) 当
∫ T

0
b(t)dt = 0,

∫ T

0
e(n−1)

∫ t
0
b(s)dsa(t)dt ̸= 0 时, x = 0 为 n 重零解;

(3) 当
∫ T

0
b(t)dt =

∫ T

0
e(n−1)

∫ t
0
b(s)dsa(t)dt = 0 时, x = 0 为中心型的.

证明 令 y = x1−n, 则原方程化为线性方程

dy

dt
= (1− n)b(t)y + (1− n)a(t),

其 Poincaré 映射为

P̄ (y0) = y0e
(1−n)

∫ T
0

b(t)dt − B̄, B̄ = (n− 1)e(1−n)
∫ T
0

b(t)dt

∫ T

0

e(n−1)
∫ t
0
b(s)dsa(t)dt.

于是, 原方程的 Poincaré 映射为

P (x0) = [P̄ (x1−n
0 )]

1
1−n = x0[e

(1−n)
∫ T
0

b(t)dt − B̄xn−1
0 ]

1
1−n .

由此即知结论成立.

对于满足某种对称性的周期方程, 我们有下述结果.

定理 4 考虑 T 周期方程 (2.1), 设 f(t, 0) = 0, 且对充分小的 |x|, f 为解析函数, 则

(1) 若 f 满足

f

(
t+

T

2
,−x

)
= −f(t, x) (3.3)

或

f(t,−x) = −f(t, x), (3.4)

则 x = 0 或是中心型的或是奇数重的.

(2) 若 f 满足

f(−t,−x) = f(t, x), (3.5)

则 x = 0 或是中心型的或是偶数重的.

(3) 若 f 满足

f(−t, x) = −f(t, x), (3.6)

则 x = 0 必是中心型的.
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证明 如前, 设 φ(t, x0) 表示 (2.1) 的满足 φ(0, x0) = x0 的解. 若 (3.3) 成立, 则直接验证可知,

x(t) = −φ

(
t+

T

2
, x0

)
也是 (2.1) 的解, 故有

−φ

(
t+

T

2
, x0

)
= φ(t, x̃0),

其中 x̃0 = −φ(T2 , x0). 因而,

−φ

(
3

2
T, x0

)
= φ(T, x̃0). (3.7)

由于已设 f 为解析函数, 故函数 d(x0) 也是解析的 (对充分小的 |x0|). 因此, 如果 x = 0 不是中心型

的, 则必存在 dk ̸= 0, 使得对充分小的 |x0|, 有

d(x0) = dkx
k
0 +O(xk+1

0 ), (3.8)

因此也有

d(x̃0) = dkx̃
k
0 +O(x̃k+1

0 ). (3.9)

另一方面, 由解的存在唯一性知,

φ(t+ T, x0) = φ(t, φ(T, x0)),

令 t = T
2 , 可知

φ

(
3

2
T, x0

)
= φ

(
T

2
, φ(T, x0)

)
. (3.10)

于是, 由 (3.7) 和 (3.10) 知,

d(x̃0) = φ(T, x̃0)− x̃0 = −φ

(
3

2
T, x0

)
+ φ

(
T

2
, x0

)
= −

[
φ

(
T

2
, d(x0) + x0

)
− φ

(
T

2
, x0

)]
= − ∂φ

∂x0

(
T

2
, x0 + θd(x0)

)
d(x0),

其中 θ ∈ (0, 1), 将 (3.8) 和 (3.9) 代入上式, 并注意到存在常数 r0 > 0 使得

x̃0 = −r0x0 +O(x2
0),

∂φ

∂x0

(
T

2
, x0 + θd(x0)

)
= r0 +O(x0),

可得

dk(−r0)
kxk

0 +O(xk+1
0 ) = (−r0)dkx

k
0 +O(xk+1

0 ),

故有 (−r0)
k−1 = 1, 因此, k 必是奇数.

若 (3.4)成立,则 −φ(t, x0)也是解,即 −φ(t, x0) = φ(t,−x0).由此即知 d(−x0) = −d(x0),故 x = 0

或是中心型的或具有奇数重解.

若 (3.5) 成立, 则 −φ(−t, x0) 是解, 即有 −φ(−t, x0) = φ(t,−x0), 故 −φ(−T,−x0) = φ(T, x0). 注

意到

−x0 = φ(T, φ(−T,−x0)),
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由以上两式可知,

d(x0) = φ(T, x0)− x0 = φ(T, φ(−T,−x0))− φ(−T,−x0) = d(x̄0), (3.11)

其中 x̄0 = φ(−T,−x0) = −r̄x0 +O(x2
0), r̄ > 0. 故若设 d(x0) = dkx

k
0 +O(xk+1

0 ), dk ̸= 0, 则

d(x̄0) = dkx̄
k
0 +O(x̄k+1

0 ) = dk(−r̄)kxk
0 +O(xk+1

0 ),

于是, 由 (3.11) 可知, k 必为偶数.

最后设 (3.6) 成立, 则 φ(−t, x0) 是解, 从而, φ(−t, x0) = φ(t, x0). 由此可知,

d(x0) = φ(T, x0)− x0 = φ(−T, x0)− x0

= φ(−T, x0)− φ(−T, φ(T, x0)) = − ∂φ

∂x0
(−T, x∗

0)d(x0),

其中 x∗
0 = x0 + θd(x0), θ ∈ (0, 1). 从而, (1 + ∂φ

∂x0
(−T, x∗

0))d(x0) = 0, 即 d(x0) = 0, 这表明 x = 0 是中

心型的, 证毕.

4 规范形理论

本节建立一维周期方程 (2.1) 的规范形理论. 设 f 关于 x 为 C∞ 的, f(t, 0) = 0. 我们要寻找一周

期变换 x = h(t, y),使得 (2.1)成为 ẏ = g(t, y), 且 g(t, y)有比较简单或规范的形式, 例如,消除一些项,

把非线性系统化为线性系统, 或把非自治系统化为自治系统等. 本文要寻找一周期变换, 使对任何给

定的自然数 k > 1, 有

g(t, y) =

k∑
i=1

giy
i +O(yk+1),

其中 gi 为常数. 易见变换 h 和 g 应满足

ht(t, y) = f(t, h(t, y))− hy(t, y)g(t, y). (4.1)

现设

f(t, x) =

∞∑
i=1

fi(t)x
i, g(t, y) =

∞∑
i=1

giy
i, h(t, y) =

∞∑
i=1

hi(t)y
i, (4.2)

其中 gi 和 hi 为待定量. 将 (4.2) 代入 (4.1) 可得

∞∑
i=1

h′
i(t)y

i =
∞∑
i=1

fi(t)

( ∞∑
j=1

hj(t)y
j

)i

−
( ∞∑

i=1

ihi(t)y
i−1

)( ∞∑
j=1

gjy
j

)

=

∞∑
i=1

fi(t)

( ∞∑
k=i

hki(t)y
k

)
−

∞∑
i=1

( ∑
j+k=i+1

jhj(t)gk

)
yi,

(4.3)

其中

hki(t) =
∑

j1+j2+···+ji=k

hj1(t)hj2(t) · · ·hji(t). (4.4)
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对 (4.3) 进一步化简可得

∞∑
i=1

h′
i(t)y

i =
∞∑
i=1

( i∑
k=1

fk(t)hik(t)

)
yi −

∞∑
i=1

( ∑
j+k=i+1

jhj(t)gk

)
yi.

由此式可知, 要使得 (4.1) 成立, 当且仅当对于任给的 n > 1, 存在常数 g1, . . . , gn, 使得下列微分方程

组有周期为 T 的解 h1(t), . . . , hn(t),

h′
1(t) = f1(t)h11(t)− h1(t)g1,

h′
2(t) = f1(t)h21(t) + f2(t)h22(t)− h1(t)g2 − 2h2(t)g1,

...

h′
n(t) =

n∑
k=1

fk(t)hnk(t)−
∑

j+k=n+1
j,k>1

jhj(t)gk.

(4.5)

对于上述系统, 我们利用数学归纳法来证明以下定理.

定理 5 对于任给的 n > 1, 存在常数 g1, g2, . . . , gn, 使得 (4.5) 有 T 周期解 h1(t), . . . , hn(t), 且

h1(0) = 1, hi(0) = 0, i = 2, . . . , n.

证明 易知方程组 (4.5) 可写成 n 维方程的向量形式

dHn(t)

dt
= H1

n(t)Fn(t)−H2
n(t)Gn, (4.6)

其中 

Hn(t) = (h1(t), h2(t), . . . , hn(t))
T,

Fn(t) = (f1(t), f2(t), . . . , fn(t))
T,

Gn = (g1, g2, . . . , gn)
T,

H1
n(t) =



h11(t) 0 · · · 0

h21(t) h22(t) · · · 0

...
...

. . .
...

hn1(t) hn2(t) · · · hnn(t)


,

H2
n(t) =



h1(t) 0 · · · 0

2h2(t) h1(t) · · · 0

...
...

. . .
...

nhn(t) (n− 1)hn−1(t) · · · h1(t)


.

首先, 我们证明当 n = 1 时, 定理成立. 此时, (4.6) 成为一维微分方程

h′
1(t) = f1(t)h11(t)− h1(t)g1.

由 h11 的定义可知, h11 = h1, 则上式化为一维线性微分方程

h′
1(t) = (f1(t)− g1)h1(t).
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该方程满足 h1(0) = 1 的解为

h1(t) = e
∫ t
0
(f1(s)−g1)ds.

为使 h1(t) 是周期解, 只需
∫ T

0
(f1(s)− g1)ds = 0, 即 g1 = 1

T

∫ T

0
f1(s)ds. 故 n = 1 时结论成立.

再证当 n = 2 时结论成立. 此时, 由 h11(t)、h21(t) 和 h22(t) 定义知, (4.6) 成为二维微分方程组

h′
1(t) = (f1(t)− g1)h1(t), h′

2(t) = (f1(t)− 2g1)h2(t) + (f2(t)h
2
1(t)− g2h1(t)).

易知, 该方程组满足 h1(0) = 1, h2(0) = 0 的解为

h1(t) = e
∫ t
0
(f1(s)−g1)ds, h2(t) = e

∫ t
0
(f1(s)−2g1)ds

∫ t

0

e−
∫ s
0
(f1(u)−2g1)du(f2(s)h

2
1(s)− g2h1(s)ds).

由 n = 1 的情形, 我们知道当 g1 = 1
T

∫ T

0
f1(s)ds 时, h1(t) 是 T 周期的. 为使 h2(t) 是 T 周期的, 只需∫ T

0

e−
∫ s
0
(f1(u)−2g1)du(f2(s)h

2
1(s)− g2h1(s)ds) = 0,

即

g2 =

(∫ T

0

eg1sds

)−1 ∫ T

0

eg1sf2(s)h1(s)ds.

故当 n = 2 时结论成立.

现设定理 5 对 n = m 时成立. 下证 n = m+ 1 时也成立, 即证微分方程

dHm+1(t)

dt
= H1

m+1(t)Fm+1(t)−H2
m+1(t)Gm+1

有满足 Hm+1(0) = (1, 0, . . . , 0) 的 T 周期解.

易知, 上式可写成

dHm(t)

dt
= H1

m(t)Fm(t)−H2
m(t)Gm, (4.7)

dhm+1(t)

dt
=

m+1∑
k=1

fk(t)h(m+1)k(t)−
∑

j+k=m+2
j,k>1

jhj(t)gk. (4.8)

由归纳假设可知, 存在常数 g1, . . . , gm, 使得 (4.7) 有满足 Hm(0) = (1, 0, . . . , 0) 的 T 周期解 Hm(t)

= (h1(t), . . . , hm(t)), 且从之前证明知,

g1 =
1

T

∫ T

0

f1(s)ds, h1(t) = e
∫ t
0
(f1(s)−g1)ds.

由 (4.4)知, h(m+1)1 = hm+1,而 h(m+1)k (2 6 k 6 m+1)为只包含 h1, . . . , hm的多项式,且均含 h1,

故有
m+1∑
k=1

fk(t)h(m+1)k(t) = h1(t)Φ(h1, . . . , hm; f2, . . . , fm+1) + f1(t)hm+1(t),∑
j+k=m+2

j,k>1

jhj(t)gk = gm+1h1(t) + (m+ 1)g1hm+1(t) + Ψ(h2, . . . , hm; g2, . . . , gm),
(4.9)
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其中 Φ 和 Ψ 为多项式. 将 (4.9) 代入 (4.8) 可得

dhm+1(t)

dt
= (f1(t)− (m+ 1)g1)hm+1(t) + h1(t)(Φ̃m(t)− gm+1)− Ψ̃m(t), (4.10)

其中

Φ̃m(t) = Φ(h1, . . . , hm; f2, . . . , fm+1),

Ψ̃m(t) = Ψ(h2, . . . , hm; g2, . . . , gm).

对 (4.10) 利用常数变易公式可得其满足 hm+1(0) = 0 的解如下:

hm+1(t) = e
∫ t
0
(f1(u)−g1(m+1))du

∫ t

0

e−
∫ s
0
(f1(u)−g1(m+1))du(h1(s)(Φ̃m(s)− gm+1)− Ψ̃m(s))ds

= h1(t)e
−mg1t

∫ t

0

emg1s

(
Φ̃m(s)− Ψ̃m(s)

h1(s)
− gm+1

)
ds.

为确定 gm+1, 使得 hm+1(t) 为 T 周期解, 令 hm+1(T ) = 0, 则∫ T

0

emg1s

(
Φ̃m(s)− Ψ̃m(s)

h1(s)
− gm+1

)
ds = 0. (4.11)

易见 (4.11) 关于 gm+1 有唯一解. 根据归纳假设法可知, 定理得证.

由定理 5 可知, 下面的定理成立.

定理 6 设 f(t, 0) = 0,则对任意自然数 k > 1, 一维 C∞ 周期方程 (2.1)可以通过某 T 周期变换

x = h(t, y) =
k∑

i=1

hi(t)y
i

变为规范形式

ẏ =

k∑
i=1

giy
i +O(yk+1) ≡ g(t, y), (4.12)

其中 gi 为常数, h1(0) = 1, hj(0) = 0 (j > 2).

注 1 从定理 5 的证明过程我们可以得到, hi 和 gi 的递推公式为

h1(t) = e
∫ t
0
(f1(s)−g1)ds, g1 =

1

T

∫ T

0

f1(s)ds,
h2(t) = h1(t)e

−g1t

∫ t

0

eg1s(f2(s)h1(s)− g2)ds,

g2 =

(∫ T

0

eg1sds

)−1 ∫ T

0

eg1sf2(s)h1(s)ds,

...
hk(t) = h1(t)e

(1−k)g1t

∫ t

0

e(k−1)g1s(Φ̃k−1(s)− h−1
1 (s)Ψ̃k−1(s)− gk)ds,

gk =

(∫ T

0

e(k−1)g1sds

)−1 ∫ T

0

e(k−1)g1s(Φ̃k−1(s)− h−1
1 (s)Ψ̃k−1(s))ds,

其中 hki 定义见 (4.4), 以及

Φ̃k−1(s) = h−1
1 (s)

k∑
i=2

fi(s)hki(s), Ψ̃k−1(s) =
∑

i+j=k+1
26i,j6k−1

ihi(s)gj .
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注 2 从定理 5 的证明过程我们还可以看出, 变换 h 不唯一. 例如, 当假设 hi(0) = 1 (i > 1) 时,

通过类似的证明,能得到另一个 T 周期变换 h̃,使得周期方程 (2.1)也能变为形如 (4.12)的规范形. 又

由后面的引理 5 知, 如果 x = 0 为中心型的零解, 则 (2.1) 的标准形是 ẏ = 0.

设在 (4.12) 中,

g1 = · · · = gk−1 = 0, gk ̸= 0, k > 1. (4.13)

设 y(t, y0) 为 (4.12) 的满足 y(0, y0) = y0 的解, 则易知

y(t, y0) = y0 + gkty
k
0 +O(yk+1

0 ),

故 (4.12) 的 Poincaré 映射为

P̄ (y0) = y0 + gkTy
k
0 +O(yk+1

0 ).

由此知, 如果 (4.13) 成立, 则 y = 0 为 (4.12) 的 k 重零解. 设 P (x0) 为 (2.1) 的 Poincaré 映射, 则由

x(t, x0) = h(t, y(t, y0)), x0 = h(0, y0)

可知,

P (x0) = h(T, P̄ (y0)) = h(0, P̄ (y0)) = P̄ (y0)[1 +O(P̄ (y0))],

故 x = 0 为 (2.1) 的 k 重零解当且仅当 (4.13) 成立, 也就是 x = 0 为 (2.1) 的 k 重零解当且仅当 y = 0

为 (4.12) 的 k 重零解.

现考虑含参数的 C∞ 周期方程
dx

dt
= f(t, x, ε), (4.14)

其中 ε ∈ Rn, f(t, 0, 0) = 0. 易见成立以下定理.

定理 7 设 x = 0为方程 dx
dt = f(t, x, 0)的 k重零解,则存在 δ > 0,使得当 |ε| < δ 时,方程 (4.14)

在 x = 0 的小邻域内至多有 k 个周期解.

5 平均方法

本节考虑含参数的一维周期方程. 首先考虑下列形式的方程:

dx

dt
= F (t, x, ε), (5.1)

其中 F 为 C∞ 函数, 且关于 t 为 T 周期函数, 又满足 F (t, x, 0) = 0. 于是可设形式上成立

F (t, x, ε) =
∑
k>1

εkFk(t, x). (5.2)

有关方程 (5.1) 的平均方法的主要结果是下述定理 (参见文献 [13,14]).

定理 8 设 (5.2)成立,则对任意给定的自然数 k > 1,都存在 C∞T 周期变换 y = x+ εϕk(t, x, ε),

把 (5.1) 化为下述 C∞T 周期方程:

dy

dt
=

k∑
i=1

εiF̄i(y) + εk+1Fk+1(t, y, ε), (5.3)

其中

F̄1(y) =
1

T

∫ T

0

F1(t, y)dt.
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现设 k > 1 使下列条件成立:

F̄k(y) ̸≡ 0, F̄j(y) ≡ 0, j = 1, . . . , k − 1. (5.4)

设 y(t, y0, ε) 为 (5.3) 的满足 y(0, y0, ε) = y0 的解, 则该解可写成

y(t, y0, ε) = y0 +
∑
j>1

εjyj(t, y0).

将上式代入 (5.3), 并利用 (5.4) 可得

yk(t, y0) = tF̄k(y0), yj(t, y0) = 0, j = 1, . . . , k − 1.

故在 (5.4) 之下, (5.3) 的 Poincaré 映射为

P̄ (y0, ε) = y0 + εkT F̄k(y0) +O(εk+1). (5.5)

由于 (5.1) 和 (5.3) 的周期解与映射 P̄ 关于 y0 的不动点一一对应, 由 (5.1)、Rolle 定理和隐函数定理

可得下述推论.

推论 2 设 (5.2) 和 (5.4) 成立.

(1) 如果函数 F̄k(y) 有 m 个单根, 则当 |ε| 充分小时, 方程 (5.1) 和 (5.3) 必有 m 个周期解.

(2) 如果函数 F̄k(y) 至多有 m 个根 (包括重数在内), 则当 |ε| 充分小时, 方程 (5.1) 和 (5.3) 至多

有 m 个关于 ε 为一致有界的周期解.

现设 x(t, x0, ε) 为 (5.1) 的满足 x(0, x0, ε) = x0 的解, 则

x(t, x0, ε) = x0 +
∑
j>1

εj x̄j(t, x0), (5.6)

从而, (5.1) 的 Poincaré 映射为

P (x0, ε) = x(T, x0, ε) = x0 +
∑
j>1

εjPj(x0). (5.7)

文献 [15] 证明了下述结果.

引理 3 设 (5.2) 和 (5.6) 成立, 则

x̄1(t, x0) =

∫ t

0

F1(u, x0)du,

x̄2(t, x0) =

∫ t

0

[
F2(u, x0) +

∂F1

∂x
(u, x0)x̄1(u, x0)

]
du,

x̄n(t, x0) =

∫ t

0

[
Fn(u, x0) +

n−1∑
l=1

l∑
i=1

1

i!

∂iFn−l

∂xi
(u, x0)Kli(u, x0)

]
du,

其中

Kli(u, x0) =
∑

j1+j2+···+ji=l

x̄j1(u, x0)x̄j2(u, x0) · · · x̄ji(u, x0).
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由 (5.7) 和上述引理可得

P1(x0) =

∫ T

0

F1(t, x0)dt, P2(x0) =

∫ T

0

[
F2(t, x0) +

∂F1

∂x
(t, x0)

∫ t

0

F1(u, x0)du

]
dt. (5.8)

由 (5.3) 和 (5.8) 易见 P1(x) = T F̄1(x). 文献 [16] 证明了下述结果.

引理 4 设 (5.2) 成立, 则 (5.4) 成立当且仅当 (5.7) 中 P 满足

Pk(x) ̸≡ 0, Pj(x) ≡ 0, j = 1, . . . , k − 1.

当 (5.4) 成立时, 必有 T F̄k(x) = Pk(x). 于是在推论 2 中 F̄k(y) 换为 Pk(x), 其结论仍成立.

原则上, 利用引理 3 可计算每个 Pj(x0) = x̄j(T, x0). 但在实际问题中常利用 (5.8) 来求 P1 和 P2.

下面考虑 T 周期系统
dx

dt
= F0(t, x) + F (t, x, ε), (5.9)

其中 F 满足 (5.2). 直接可证下面的引理.

引理 5 设存在非空区间 J , 使得方程

dx

dt
= F0(t, x) (5.10)

有一族 T 周期解 u(t, x0), 其中 u(0, x0) = x0 ∈ J, 则 T 周期变换 x = u(t, y) 把 (5.9) 化为

dy

dt
= F̃ (t, y, ε), (5.11)

其中

F̃ (t, y, ε) = [uy(t, y)]
−1F (t, u(t, y), ε) =

∑
k>1

εkF̃k(t, y),

F̃k(t, y) = [uy(t, y)]
−1Fk(t, u(t, y)).

事实上, 由 x = u(t, y) 知,

dx

dt
= ut(t, y) + uy(t, y)

dy

dt
= F0(t, u(t, y)) + uy(t, y)

dy

dt
.

由此和 (5.9) 即得 (5.11).

由于 (5.11) 具有 (5.1) 的形式, 因此就可利用前面的结果和方程. 特别地, 令

F̄1(y) =
1

T

∫ T

0

F̃1(t, y)dt =
1

T

∫ T

0

F1(t, u(t, y))

uy(t, y)
dt, (5.12)

则利用 F̄1 的根就可以讨论 (5.11) 的周期解分支了.

在应用 (5.12)时首先需要知道 u(t, y), 而这往往是不容易做到的. 为了能够利用 (5.12), 我们引入

下述含双参数的周期方程:
dx

dt
= G(t, x, λ) + εF (t, x, λ), (5.13)

其中 |ε| ≪ |λ| ≪ 1, G(t, x, 0) = 0, 则可设

G(t, x, λ) =
∑
j>1

λjGj(t, x), F (t, x, λ) =
∑
j>0

λjFj(t, x). (5.14)
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现假设存在区间 J 使方程
dx

dt
= G(t, x, λ) (5.15)

有一族周期解 u(t, x0, λ), 且 u(0, x0, λ) = x0 ∈ J , 对方程 (5.13) 应用 (5.12), 引入下述函数:

M(y, λ) =

∫ T

0

F (t, u(t, y, λ), λ)

uy(t, y, λ)
dt. (5.16)

由上面的讨论知, 若对固定的 λ ̸= 0, 函数 M(y, λ) 关于 y 有 k 个单根, 则当 0 < |ε| ≪ |λ| ≪ 1 时, 方

程 (5.13) 就有 k 个周期解. 为获得 M 的根, 现假设 λ 充分小, 于是,

M(y, λ) = M0(y) + λM1(y) + λ2M2(y) + · · · .

又设

u(t, x0, λ) = x0 + λu1(t, x0) + λ2u2(t, x0) + · · · ,

则由 (5.14) 的第一式易求出

u1(t, x0) =

∫ t

0

G1(u, x0)du,

从而,

uy(t, y, λ) = 1 + λ
∂u1

∂y
(t, y) +O(λ2).

将以上诸式代入 (5.16), 并利用 (5.14) 第二式可得

M0(y) =

∫ T

0

F0(t, y)dt, M1(y) =

∫ T

0

[F1(t, y) + F0y(t, y)Ḡ1(t, y)− F0(t, y)Ḡ1y(t, y)]dt, (5.17)

其中

Ḡ1(t, y) =

∫ t

0

G1(u, y)du.

于是成立下述定理.

定理 9 考虑 T 周期方程 (5.13). 设 (5.14) 成立, 且存在区间 J , 使得对任意 x0 ∈ J , 方程 (5.15)

满足 x(0) = x0 的解都是周期的. 又设 (5.17) 中的函数 M0 和 M1 满足

M0(y) ≡ 0, M1(y) ̸≡ 0, y ∈ J.

如果 M1(y) 在 J 中有 k 个单根, 则当 0 < |ε| ≪ |λ| ≪ 1 时, 方程 (5.13) 必有 k 个周期解.

事实上,在所述假设下,有M(y, λ) = λ[M1(y)+O(λ)].因此,当 0 < |λ| ≪ 1时, M(y, λ)关于 y有 k

个单根 (一般与 λ 有关). 进一步由平均法知, 当 0 < |ε| ≪ |λ| ≪ 1 时, (5.13) 有 k 个周期解.

上述定理要求 (5.15) 有周期解族, 例如, x = 0 为中心型零解, 这可利用定理 4(3) 来判定.
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Periodic solutions of one dimensional T -periodic differential

equations

SHENG LiJuan & HAN MaoAn

Abstract In this paper, we give several methods to study periodic solutions of one dimensional T -periodic

differential equations, including Poincaré map, the stability of zero and its multiplicity, normal form and averaging

method. Here, we summarize and improve some existing results, and state our new conclusion as well.
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