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摘要  利用流体动力学(hydrodynamic)方法, 普通固体的弹性理论能自然地推广到颗粒
物质, 从而得到一组可用来具体计算包括应力、变形、能量、能流、热产生等所有物理
量在内的完备偏微分方程. 特别地, 它们能确定具有重要工程意义、至今尚未完全建立
的颗粒物质本构关系. 本文具体推导了这个本构关系的一般热力学表达式. 结果显示, 
即使在自由能模型和耗散系数都比较简单的情况下, 本构关系也是非常复杂的非线性关
系, 有繁多的关于应力、速度、密度等变量的空间导数项. 因此, 直接从实验数据建立严
格的, 特别是非均匀情况下的本构关系将是一件非常困难的事情.  
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质量和动量守恒方程 , 又称连续方程和力平衡

方程(本文中, 脚标“i, j, k”等表示空间坐标, 并采用
重复脚标自动求和的约定): 

0,ρ ρ∂ + ∇ =t k kv              (1) 
0,ρ σ∂ + ∇ =t i j ijv              (2) 

是分析材料宏观力学时被广泛认可的 4 个基础方程. 
但它们不能完全支配密度ρ、速度 vi、应力σij (即动量
的流量)这 10 个未知场变量的时间演化和空间变化, 因
此需要补充一批其他方程. 建立本构关系 C 是工程
中处理这个问题时经常采用的理论方法 . 本构关系
一般有两种形式, 一种是联系ρ, vi, σij, 温度 T以及它
们的空间导数的函数关系: 

( ), , , , , , ,...... 0.ρ σ σ ρ∇ ∇ ∇ =ij i k ij k k iC T v v     (3) 

另一种是应力变化率与这些变量及其空间导数的函

数关系, 又称增量形式的本构关系: 

( ), , , , , , ,...... .ρ σ σ ρ σ∇ ∇ ∇ = ∂ij i k ij k k i t ijC T v v   (4) 

对水或晶体那样的普通液体或弹性固体 , 有完善和
普遍接受的连续介质理论 [1,2], 由此可得唯一的本构

关系 .  但对某些其他材料 ,  特别是近来很受关注  
的软物质材料 [3], 这还是一个未得到根本解决的问
题 .  如本文将考虑的沙子这样的颗粒物质 ,  仅工  
程文献就提出过许多不同的本构关系模型 , 但没有
一个被认为能全面准确地描述沙土的力学性质 [4]. 
其中一些模型经过长时间发展 , 形成了相当复杂的 
具体方程 ,  如德国土力学学者建立的亚塑 (hypo- 
plasticity) 模型, 但在解释棘齿现象和向非均匀情况
发展时, 仍面临着许多困难 [5,6]. 有的本构关系只针
对特定几何和静止情况有效, 如Janssen[7]提出的“粮
仓中水平与垂直应力之比为常数”的著名猜测, 可以
理解为圆桶中静止颗粒物质的本构关系 . 在极限平
衡模型(incipient failure model)中假设的应力满足库
仑屈服条件 , 是一个被广泛用于塑性区域的本构关
系 [8]. 近 20 年来, 一些物理工作者注意到了颗粒物
质基础理论尚不完善的状况 [9], 并围绕着这个问题
开展了许多研究工作. 文献 [10,11]中研究人员曾尝
试将Janssen猜测的适用范围延伸至粮仓以外, 诸如
地面上的沙堆、顶面施有点状加载的颗粒床 (又称
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Boussinesq问题)等任何情况 ,但他们据此提出的颗 
粒物中静止应力传播满足双曲型偏微分方程的观点 
没有得到实验的支持 [ 1 2 ] ,  进而推出的FPA(fixed  
principle axes)本构关系 [13,14]也受到了来自工程师的 
批评 [15,16]. 综上所述不难看出, 人们对如何封闭方程 
(1)和(2), 建立既物理概念简单明确, 同时又广泛适 
用的颗粒物质本构关系这个基本问题还没有取得一 
致的看法.  

从物理角度看任何材料都遵守热力学关系 , 它
们与守恒方程一起构成的封闭方程组是全面描述材

料宏观性质的理论基础 . 这个建立运动和静止材料
力学方程的思路最早曾被用来创立普通液体(如空气
或水)的流体动力学, 后来被广泛应用于包括固体和
电磁场等没有传统流动行为的物质 , 但在物理文献
中仍保留着“流体动力学”这个传统称呼 [17]. 目前对
许多材料已经建立有相应的流体动力学方程 , 如超
流 [1]、晶体 [2,17]、液晶 [17,18]、磁流体 [19]、高聚物 [20]、

超导 [21]、磁性液体(ferrofluid)[22]、等离子体 [23]等. 流
体动力学不像本构理论那样寻求将材料的特性直接

构筑到方程(3)和(4)左边的函数C中 , 而是通过热力
学函数(如自由能)和迁移系数来体现它们. 它对所有
宏观物理量都给出了明确的表达式或计算方法 , 并
可直接用于工程分析 . 作为一种处理宏观问题的普
遍方法, 它当然也可以应用到颗粒材料上. 我们最近
在这方面的一些研究显示 , 这样得到的方程的确能
够概括颗粒材料的不少特性 , 包括库仑屈服和剪胀
[24]、实验测量的非线性弹性响应系数 [25]、粮仓的静

力学特性和点状荷载下半无穷颗粒体的应力问题

(Boussinesq问题)[26]、应力-应变响应性质的包络线
(response envelope)和塑性流动法则(flow rule)[27]等. 
在这些结果的支持下 , 本文将进一步建立它们与本
构理论之间的一般关系. 为简单起见, 我们将忽略重
力. 另外值得指出的是, 文中出现的质量密度ρ、动量
密度 gi=ρvt、应力σij等都应理解为在远大于邻近颗粒

间距尺寸 l范围中作粗粒化 (coarse-graining)平均意
义下的宏观量. 最近, 研究人员通过模拟计算验证了
这个粗粒化平均概念对应力的有效性 [28]. 作为宏观
理论, 流体动力学方程显然不能描述 ∼ l尺度上的那
些现象 , 如力链及颗粒在细管道中或小孔洞处的阻
塞等. 通常, 它们需要用可直接计算每个颗粒运动行
为的计算机模拟方法来描述 [29~31].  

1  颗粒物质的流体动力学 
普通固体的流体动力学即是熟悉的弹性理论 . 

如果在其中引进Haff在文献 [32]中建议的颗粒温度概
念和它带来的各种耗散效应 , 我们能把理论自然地
延伸到颗粒材料, 得到相应的流体动力学方程. 本节将
从固体出发系统地介绍这个推广. 有关颗粒流体动力
学的更多内容可进一步参见文献 [27,33]. 值得强调的
是, 除方程(1)和(2)外, 下面的熵增加和能量守恒 

( ) / 0,∂ + ∇ − =t k k ks sv f R T≥         (5) 
0∂ + ∇ =t k kw Q              (6) 

也是流体动力学中的普适方程. 这里 s和 w是熵和能
量密度, R 和 Qk是热产生率和能量流密度, fk是与热
传导等有关的熵耗散流密度 . 我们将在本节中给出
它们的表达式 . 目前工程上一些广泛使用的颗粒本
构模型常常没有给出这些表达式 , 因此原则上还不
能计算有关能量和能流等方面的内容.  

1.1  普通固体的弹性理论 

由于空间平移对称性破缺 , 固体的状态变量与
液体相比增加了弹性应变(对称)张量uij

[17]. 因此, 固
体的平衡态热力学关系为 [1] 

d d d d π d ,μ ρ= + + −i i ij ijw T s v g u        (7) 

其中μ和πij 分别是化学势和弹性应力. 这里的质量密
度ρ, 动量密度 ρ=i ig v , 熵密度 s 的时间演化分别满
足方程(1), (2)和(5), 而 uij的方程为 

( )
( ) / 2,

∂ + ∇ = − ∇ − ∇

    − ∇ + ∇

t k k ij ij ik j k jk i k

j i i j

v u v u v u v

y y
      

(8)
 

其中记号 ( ) / 2≡ ∇ + ∇ij i j j iv v v 是速度的空间导数, 即

材料的总应变率. 方程(8)的第一行即是常见的几何
方程 . 第二行是描述固体中缺陷扩散运动的耗散项
[17,20]. 它会破坏方程的时间可逆性, 导致塑性变形. 对
没有耗散的理想固体, yi=0, 这时由连续方程(1)和几
何关系(8)式可以证明ρ将是uij的函数, 不是独立变量. 
但对可发生塑性变形的非理想固体, 必须将ρ当作独
立变量处理.  

固体的应力张量是 [1] 

(1)1 π 2 π ,ρσ ρ Φδ σ
ρ

⎛ ⎞∂
= + − + − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

ij i j ij ij ik kj ijv v u  (9) 

其中 ( ), ,Φ Φ ρ= = −ijT u w sT 是固体(静止时)的自由

能, (1)σ ij 是黏性耗散过程引起的应力. 尽管有多种贡

献, 通常固体的σij主要由弹性部分πij给出, 相比之下
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其他的项可忽略不计. 方程(5), (8)和(9)中的传热 fk, 
缺陷扩散 yi, 黏性 (1)σ ij 等耗散流的驱动力分别是∇kT , 

vij, πk ik∇ , 并伴随有相应的热产生. 按照热力学, 总
发热率 R是这些耗散流与驱动力的乘积: 

(1) π .σ= ∇ + + ∇k k ij ij i k ikR f T v y        (10) 
最后, 能流矢量 Qk为 

( )2 π .σ ρ= + − − −k kl l k k kl lQ v w v v Tf y     (11) 

通过直接计算可以验证, 能量守恒(6)式总是满足的. 
注意如果去掉(7)~(11)式中与弹性有关的项, 它们即
化为普通流体的 Navier-Stokes方程.  

1.2  Haff的颗粒温度及其流体动力学效应 

颗粒间的赫兹接触力、颗粒的涨落运动及其非弹

性碰撞是这类材料的基本介观特点 . 它们将带来一
系列、普通固体没有的力学效应. 因此建立颗粒物质
的流体动力学问题, 主要是如何在方程(7)~(11)中计
入这些效应. 首先, 接触力将反映在自由能函数Φ中
的弹性势能项上, 它不会改变这些方程的形式. 涨落
运动指的是颗粒相对宏观速度场vi(可以看作颗粒的
平均速度)的偏离, 它没有包含在vi中, 需要额外引入
一宏观变量来描述. 由于碰撞的非弹性, 涨落运动具
有弛豫性, 因此这是一个弛豫型的变量. 从某种意义
上讲, 颗粒的涨落运动与气体分子的有类似之处, 可
尝试用类似气体的熵和温度变量来描述 . 这个颗粒
层次上的熵和温度常被称作颗粒熵和颗粒温度 , 在
本文中将记为s2 和T2. 这个做法可以追溯到Haff建立
的颗粒气体流体动力学理论 [32], 在该工作中, 他假
设了分子气体流体动力学中的热扩散、黏性和伴随的

熵产生等基本过程在这个颗粒层次上都有相应的类

比. 将它们分别记为 (2)
kf , (2)σ ij 和R2, 可以对s2写出与

分子气体类似的时间演化方程: 

( )(2)
2 2 2 2/ ,∂ + ∇ − =t k k ks s v f R T        (12) 

(2) (2)
2 2 2 .σ= ∇ + −k k ij ijR f T v IT         (13) 

只是这里R2 的方程(13)中多出了最后一项 2 0−IT ≤ . 
该项描述s2的弛豫行为, 即s2会通过非弹性碰撞衰减

自己, 变成s. (13)式中的IT2即是这个衰减率, 或s2向s
转变的速率. 这是颗粒熵与分子熵唯一不同的地方. 
从宏观角度看, Haff引入的这些关于颗粒温度的内容
是这类材料的基本特征, 具有广泛的适用性. 由于颗粒
间碰撞的非弹性, 目前人们对颗粒涨落运动的统计规
律是否遵守Maxwell分布仍有不同看法 [34]. 但一般地

讲, 统计规律对流体动力学方程(12)和(13)在形式上
的影响是很有限的 , 另外目前还未见有关这个影响
的确切报道, 因此本文将假设它们总是成立的.  

在 Haff 工作的基础上, 可以进一步考虑颗粒温
度对弹性方程(7)~(11)的影响 . 首先 , 颗粒涨落运动
带有相应的动能, 会对能量有一定的贡献. 与分子气
体的 Tds类比, 不难看出颗粒物质的热力学关系应比
(7)式多出一项 T2ds2, 即 

2 2d d d d π d d .μ ρ= + + − +i i ij ijw T s v g u T s   (14) 

另外, 颗粒的运动显然会破坏它们之间的弹性接触, 
使弹性应力πij或弹性应变 uij发生松弛. 也就是说, 方
程(8)中的耗散部分除扩散型的耗散流 yi 外, 还应增
加一项直接由弹性应力πij驱动的弛豫型耗散流 Yij: 

( )
( ) / 2 .

∂ + ∇ = − ∇ − ∇

    − ∇ + ∇ +

t k k ij ij ik j k jk i k

j i i j ij

v u v u v u v

y y Y
      

(15)
 

这些耗散项都将导致材料的塑性变形. 颗粒黏性 (2)σ ij

应该加到方程(9)中, 有 

(1) (2)1 π 2 π .ρσ ρ Φδ σ σ
ρ

⎛ ⎞∂
= + − + − − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

ij i j ij ij ik kj ij ijv v u (16) 

注意这里的自由能是能量 w对两个熵的勒让德变换: 

( )2 2 2, , , .Φ Φ ρ= = − −ijT u T w sT s T  

热产生率 R 除(10)式的那些项外, 还应有来自颗粒温
度和弹性应变弛豫这两个耗散机制的贡献, 即 

(1)
2π π .σ= ∇ + + ∇ + +k k ij ij i k ik ij ijR f T v y Y IT   (17) 

最后按照流体动力学 , 扩散型的耗散流将引起相应
的能流, 方程(11)中应加入一项 (2)

2− kT f : 

( )2 (2)
2π .σ ρ= + − − − −k kl l k k kl l kQ v w v v Tf y T f  (18) 

注意弛豫型耗散不影响能流.  
方程(14)~(18)即是固体弹性方程对颗粒物质的

推广, 显然属于双温度(或双熵)模型一类的理论. 方
程将颗粒物质看成具有两个熵的系统 , 它们都能引
起迁移过程, 但颗粒熵s2 不能自己稳定, 它会不停地
向熵s弛豫, 因此 2 0≠s 是非平衡状态. 注意热力学第
二定律要求R≥0, 也就是(13)和(17)式中的I≥0. 这
意味着理论不允许熵s向颗粒熵s2 转变, 或颗粒的涨
落运动s2 只能用机械运动的方式(如vij)来激发, 不能
用热运动激发 . 这点在文献中常被表述为温度对颗
粒体系不重要(如文献 [35]), 或颗粒物质是“非热性
(athermal)”的. 双温度流体的处理方法在连续介质物
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理中并不陌生 , 如等离子体的流体模型就常有电子
和离子两个温度 . 但注意颗粒物质的双温度不是因
为它有多个组分 , 而是因为有近邻原子间距和近邻
颗粒间距两个结构尺寸的缘故.  

1.3  耗散系数和自由能：一个简单模型 

从一定意义上讲 , 前面的流体动力学方程只是
一组热力学关系 , 它们还需要用自由能函数

( )2, , ,Φ ρ ijT u T 和迁移系数来进一步具体化其中的耗

散流和应力等. 首先, 可以将制造 s 和 s2的耗散流写

成常见的 Onsager形式:  

(1) (1)

2

0 0 0 0
0 0 0

,π0 0 0 0
π0 0 0

0 0 0 0

κ
σ η α

β
α λ

γ

∇⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ∇
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

ki ik

klij ijkl ijkl

l lki ik

klij ijkl ijkl

Tf
v

y
Y

TI

 (19a) 

(2) (2)
2

(2) (2)

0
,

0
κ

σ η
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ∇⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ki ik

klij ijkl

Tf
v

        (19b) 

其中 , ...κ η 等是迁移系数. 这里忽略了除α外的所有

非对角系数, (19a)式中的负号来自 Onsager 倒易性. 
对各向同性情形, 还可以进一步将耗散流表示成 

( )/ ,κ= ∇i if T T            (20) 

( )(2)
2 2 2/ ,κ= ∇i if T T          (21) 

π .β= − ∇i k iky             (22) 
所有耗散对应力(16)式的贡献可写成 

(1) (2) π π ,
3

α
σ σ δ α η ζ δ∗ ∗+ = + + +v

ij ij kk ij s ij ij kk ijv v  (23) 

其中 

(1) (2)

3
ηη η η ηδ δ ζ δ δ⎛ ⎞= + = + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
ijmn ijmn ijmn im jn ij mn  (24) 

是系统的总黏性系数. 上标“*”表示与迹无关的张

量部分 , 如 π π π / 3δ∗ ≡ −ij ij kk ij . 如果假设弹性的松弛

可用驰豫时间模型描述, 有 

,
3

δα
δ α

τ τ

∗
∗= − − − −kk ij ijv

ij kk ij s ij
v s

u u
Y v v     (25) 

其中 ,τ v s 分别是体弹应变 Δ ≡ − kku 和剪弹应变 ∗ ≡iju  

/ 3δ+ Δij iju 的驰豫时间. 这个迁移模型共有κ, κ2, β, 

αv, αs, η, ξ, 1τ −
v , 1τ −

s 等 9个系数, 表明颗粒物质是具
有多种迁移机制的耗散体系 . 这一方面带来了复杂 

性 , 但另一方面也为研究迁移问题提供了一个以前
未曾注意的新系统.  

当弹性应变Δ, ∗ ∗≡s ij iju u u 和颗粒温度 T2不大时, 

可以将自由能Φ关于它们作展开 . 在最低级近似下 , 
对如天然干沙, 可取 

( )2 2 20
1 22 3 1 ,

5 2
ρ ρΦ ρ

ρ
⎛ ⎞

= + Δ Δ + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

a

s
c

bBf u T
m

  (26) 

其中f1=f1(T)和m是单个颗粒的自由能和质量. 与普通
固体相比, 这里的Φ与uij的函数关系中多了一个反映

颗粒间赫兹接触效应的因子 Δ [24]. 另外对高密度情

况 , 颗粒的涨落运动将给出一比例于 ( ) 11 /ρ ρ −− c 的

压力贡献(ρc是最大无规堆积密度)[36]. 为描述这个效

应, 我们在(26)式中引入了因子 ( )1 /ρ ρ− a
c , 其中的

指数a 0. 参数b0可作常数处理, B反映弹性强度, 可
简单地看作只是密度ρ的函数(更仔细处理时, 可进一
步考虑T2和uij对它的影响).  

由于只考虑了尽可能少的迁移系数和最低级的

展开近似, (20)~(26)式是最简单的颗粒流体动力学模
型 . 但它已经能描述本文引言中提到的一系列颗粒
材料特性, 说明其具备一定的实用价值.  

2  增量形式本构关系的流体动力学推导 
本构关系是不含弹应变的方程 , 因此从流体动

力学过渡到本构模型的主要工作将是设法消去前者

方程中的 uij. 对系统不随时间变化的稳恒情况, 如果
忽略(15)式中的 yi和关于 uij的高阶项, 并考虑驰豫时
间模型(25)式, 有 

( ) ( ) ( )1 1 1 .
3 3

τ
τ α α τ α δ⎡ ⎤≈ − + − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

kk v
ij s s ij v s s ij

v
u v  (27) 

用它消去应力方程(16)中的uij, 可以得到与非牛顿流
体形式类似的本构关系 . 颗粒物质的稳恒流动可用
非牛顿流体模型描述这个结果是与文献 [37]符合的. 
下面我们将给出一严格的、对非稳恒情况也适用的增

量型本构关系. 这些结果表明, 颗粒物质的非牛顿流
体模型和土木工程中广泛应用的增量模型的确都能

统一地归纳到上节介绍的流体动力学理论中.  
将应力方程 (16)对时间求导数 , 并注意 t ρ∂ =  

k kvρ−∇ 和 gt i t i k ikvρ σ∂ = ∂ = −∇ , 可得 
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( ) ( )

( )

(1) (1) (2) (2)
2

(3) (3)

(4) (4)

1 ,

σ ρ σ σ

η ρ
ρ

η ρ σ
ρ ρ

∂ = ∇ − ∇ − ∇

    + − ∂ + − ∂

⎛ ⎞
    − − + ∇ ∇⎜ ⎟

⎝ ⎠

    + − ∂

⎡ ⎤⎛ ⎞
    − ∇ ∇ + ∇ ∇⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

t ij i j k k i k jk j k ik

ij ij t ij ij t

m
ij ij ijmn n k k

ijlk ijlk t lk

n
ijmn m k k m k kn

v v v v v

J K T J K T

v
J K v

J K u

v
v

   

(28) 
其中含总黏性系数ηijmn 的项是来自η ∂ijmn t mnv 的贡献, 

符号 J(1−4)是一些由自由能的二阶导数构成的热力学

参数. K(1−4)是与迁移系数和变形率 vij 有关的动力学

参数. 它们的具体表达式见附录(网络版).  
为消去(28)式中的时间导数, 需要推导温度的时

间演化方程 . 利用热力学关系 /Φ= −∂ ∂s T 和 2 =s  

2/ TΦ−∂ ∂ , 有 
2 2 2

22
2

π
,

Φ Φ Φ ρ
ρ

∂ ∂ ∂
∂ = − ∂ − ∂ + ∇

∂ ∂ ∂ ∂∂
∂

    + ∂
∂

t t t k k

lk
t lk

s T T v
T T TT

u
T

  

(29)

 

2 2 2

2 22
2 22

2

π
,

Φ Φ Φ ρ
ρ

∂ ∂ ∂
∂ = − ∂ − ∂ + ∇

∂ ∂ ∂ ∂∂
∂

    + ∂
∂

t t t k k

lk
t lk

s T T v
T T TT

u
T

 

(30)

 

将这两个方程对 tT∂ 和 2tT∂ 求解, 得  
(5) (6) (9) (10)

2 ,ρ∂ = ∇ + ∂ + ∂ − ∂t k k lk t lk t tT J v J u J s J s  (31) 
(7) (8) (9) (11)

2 2 ,ρ∂ = ∇ + ∂ + ∂ − ∂t k k lk t lk t tT J v J u J s J s  (32) 

其中热力学参数 (5 11)J − 的定义由附录给出. 将它们代
入(28)式, 再利用方程(5), (12)和(15)消去 t s∂ , 2∂t s , 
∂t iju , 得 

( ) ( )
[ ]

(1) (2) 2

2

(1) (2) (2)
2

(3)

(4)

2

σ σ σ

η ρ
ρ

η
ρ

∂ = − ∇ − ∇ + Λ + Λ

           − Λ ∇ − − Λ ∇ −

           + Λ − ∇ − ∇ − ∇ +

⎡ ⎤
           + Λ − ∇ ∇⎢ ⎥

⎣ ⎦

           − ∇ ∇

t ij i k jk j k ik ij ij

ij k k k ij k k k

ijlk lk n n lk kn l n k l lk

m
ij ijmn n k k

n
ijmn m k

RRv v
T T

sv f s v f

v v u u v y Y

v
v

v 1 .ρ σ
ρ

⎡ ⎤⎛ ⎞
+ ∇ ∇⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
k m k knv

  

(33)

这里的系数 (1-4)Λ 分别由附录中的方程(49)~(52)给出. 
如果再利用方程(16)消去 uij, 并代入 /Φ= −∂ ∂s T , 

2 2/Φ= −∂ ∂s T , 以及 R, R2的方程(17), (13)和耗散流 

的表达式, 我们可以把(33)式的右边表示成密度、速
度、应力、温度以及它们的空间导数的函数. 因此(33)
式即是所求的增量型本构关系.  

对上节介绍的耗散流和自由能(20)~(26)式 , 有
(1,6,8,9)
......J 和 (1)

......K 等 于 零 , 由 此 得 (1) 0Λ =ij 和 (3)Λ =ijlk  
(4) (4)−ijlk ijlkJ K . 尽管这是一个最简单的模型, 它给出的本

构关系(33)式却非常复杂, 这里不必继续写出它的具
体方程(但可方便地用计算机处理). 如果密度、应力、
变形等都是均匀的 , 并忽略关于应力和速度的高阶
项, σ∂t ij可简化为 

( )( )(4) (4) .σ∂ ≈ − +t ij ijlk ijlk lk lkJ K v Y       (34) 

这里我们还假设了颗粒的热容量为常数, 即f1~T. 这
时有 (11) 0=J 和 (2) 0Λ =ij . 在文献 [27]中我们曾验证了

(34)式与亚塑模型有类似的行为.  

3  总结和讨论 
颗粒物质与通常固体的一个重要区别是它具有

离散性. 当处于运动状况时, 离散性使得这类物质中
不可避免地出现不能归结到流体动力学速度 vi 中的

涨落运动, 也就是颗粒温度 T2. 即使很小的 T2都会显

著地破坏颗粒之间的弹性接触 , 导致材料的弹性松
弛 , 另外还会严重地影响材料的迁移系数并带来新
的迁移过程 . 这使得颗粒物质表现出远比普通固体
强和丰富的耗散现象 , 在外力作用下出现大的多的
塑性形变. 幸运的是, 从本文可以看到, 这些复杂的
耗散机制都能方便地加到普通固体的弹性方程中去, 
建立包括它们在内的流体动力学方程结构不是一件

困难的事 . 今后这个理论发展的重点将主要是自由
能函数和迁移系数的研究 , 如迁移系数随密度或颗
粒温度的变化关系 . 在这方面我们目前已经有了一
个能初步应用于实际计算的简单模型 , 它可在实验
数据的指导下作进一步的完善 . 完备的流体动力学
方程能解决包括本构关系在内的所有宏观问题 . 鉴
于本构方法在工程领域的重要性和基础地位 , 本文
具体推导了这个(增量型)本构关系的一般方程, 作为
沟通物理模型和工程模型之间的桥梁.  

由于所涉及的变量原则上都可测量 , 本构关系
的最大好处是与实验有着直接的联系 , 能够凝结大
量的工程数据和经验 . 但从处理问题的方法和思路
来看, 流体动力学理论也有不少可取之处. 首先, 材
料的平衡态性质, 以及各种扩散、弛豫、黏滞等耗散
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过程在理论中都明确作了区分和定义. 从(33)式可以
看出 , 这些机制以非常复杂的方式混杂在本构关系
中, 无法加以区分. 由于不可能判断它们各自在材料
中的贡献程度 , 本构理论中一般没有平衡性质和这
些迁移过程的概念. 第二, 本文的颗粒流体动力学方
程可直接用来分析计算空间非均匀情况时的力学问

题. 因为过于复杂, 在本构关系中计入变量的空间导 
数是一项很困难的工作 , 目前还只有一些试探性的
文献报道 [6]. 第三, 它们能够分析计算材料中的能量
和能量的流量. 第四, 与Navier-Stokes方程类似, 它
们对材料的任何变形运动 , 无论是有旋的还是无旋 

的都适用 . 本构关系在处理有旋变形时对应力变化
率的具体形式还存有分歧, 有人倾向采用Jaumann的
形式(如文献 [5]), 有人倾向用Dienes的(如文献 [38]). 
流体动力学理论可避免这个不确定性. 最后, 相对复
杂的(33)式而言, 采用流体动力学方程作数值计算可
能比用本构关系更为合适. 特别是在速度 0→iv 或弹

性应变 0→iju 的极限下, 这些方程能分别趋向于含

库仑屈服在内的颗粒固体非线性静力学, 或Haff的颗
粒气体流动力学. 因此, 这将是一个可用来分析计算
包括颗粒固态、液态和气态, 以及它们之间转变的统
一理论.  
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A granular constitutive relation derived from  
hydrodynamics 

JIANG YiMin1 & LIU Mario2 
1 School of Physics Science and Technology, State Key Laboratory for Powder Metallurgy, Central South University, Chang-
sha 410083, China; 

2 Theoretische Physik, Universität Tübingen, Tübingen 72076, Germany 

Employing the hydrodynamic approach, normal elasticity theory is generalized in a natural way to 
account for granular media. The result is a set of partial differential equations that can be used to 
calculate all relevant physical quantities, including stress, deformation, energy, energy flux and heat 
production. Especially, a constitutive relation appropriate for granular media and expressed in 
thermodynamic quantities—— something of great engineering significance and not yet fully 
established—— is deduced from the theory. This constitutive relation is complex and nonlinear, 
containing gradients of stress, velocity and density, even for the simplest possible input of a free 
energy expression and transport coefficients. This amply demonstrates the difficulties of arriving at 
an appropriate constitutive relation starting directly from experimental data. 
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