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摘要 本文主要涉及几类多复变 Hartogs 域上的度量与刚性. 首先讨论有界对称域上的 Hartogs 域与

其典则度量相关的加权 Bergman 核的展开式以及该典则度量为平衡度量的充要条件. 其次给出几类

多复变 Hartogs 域 (如华罗庚域、Fock-Bargmann-Hartogs 域和五面块 (pentablock)) 上逆紧全纯映射

的刚性结果.
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1 引言

本文主要讨论有界对称域上的 Hartogs 域的平衡度量和逆紧全纯映射的刚性问题, 为此先回顾不

可约有界对称域的相关知识.

根据 Harish-Chandra 嵌入定理, 每一非紧 Hermite 对称流形能实现为 Cd 中的有界对称域. 每一

有界对称域可分解为不可约有界对称域的乘积. 早在 1935 年, Cartan 已证明了不可约有界对称域可

分为六类, 其中四类域, Hua [1] 称为典型域, 另两类为两个例外域.

记Mm,n 表示所有 m × n 复矩阵构成的集合, z 和 zT 分别表示矩阵 z 的复共轭和转置, I 表示

单位矩阵, z > 0 表示矩阵 z 为正定矩阵. 第一、第二、第三、第四类典型域分别定义如下:

ΩI(m,n) := {z ∈ Mm,n : I − zzT > 0}, 1 6 m 6 n,

ΩII(n) := {z ∈ Mn,n : zT = −z, I − zzT > 0}, n > 5,

ΩIII(n) := {z ∈ Mn,n : zT = z, I − zzT > 0}, n > 2,

ΩIV(n) := {z ∈ Cn : 1− 2zzT + |zzT|2 > 0, zzT < 1}, n > 5,

这里 m 和 n 为正整数. 当 m = 1 时, ΩI(1, n) 即为单位球 Bn := {z ∈ Cn : ∥z∥2 < 1}. 另外, 还有两个

例外域 ΩV(16) 和 ΩVI(27).
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注 1.1 ΩII(2),ΩIII(1) 和 ΩIV(1) 双全纯等价于 ΩI(1, 1); ΩII(4) 双全纯等价于 ΩIV(6); ΩIV(3) 双

全纯等价于 ΩIII(2); ΩIV(4) 双全纯等价于 ΩI(2, 2). 由于 ΩIV(2) 双全纯等价于双圆盘 B × B, 因此,

ΩIV(2) 不是不可约对称域. 这些典型域的等价证明, 参见文献 [2].

设 Ω 为 Cd 中的不可约有界对称域, 其亏格为 p. Ω 的一般范 NΩ(z, ξ̄) 定义为

NΩ(z, ξ̄) := (V (Ω)K(z, ξ̄))−1/p,

其中 V (Ω) 为 Ω 的 Euclid 体积, K(z, ξ) 为其 Bergman 核函数. 注意到, 对 z ∈ Ω 有 0 < NΩ(z, z̄) 6 1,

而在 Ω 的边界 bΩ 上有 NΩ(z, z̄) = 0.

事实上, 对不可约对称域 Ω, 其数字特征 a, b、秩 r、亏格 p、维数 d 和一般范 NΩ(z, z̄) 见表 1 (参

见文献 [1]).

由于两个例外域 ΩV(16)和 ΩVI(27)的一般范较复杂,这里没有列出.注意到,不可约有界对称域 Ω

的数字特征、秩、维数和亏格满足如下关系式 (参见文献 [3]):

d =
r(r − 1)

2
a+ rb+ r, p = (r − 1)a+ b+ 2. (1.1)

Cartan-Hartogs 域是有界对称域上的一类 Hartogs 域, 它是本文讨论的主要对象. 现在, 我们给出

Cartan-Hartogs 域的定义. 对给定正整数 k, d0 和正实数 µ1, µ2, . . . , µk, 设 Ωi ⊂ Cdi (1 6 i 6 k) 是不

可约有界对称域, Cartan-Hartogs 域 (
∏k

j=1 Ωj)
Bd0

(µ) 定义为

( k∏
j=1

Ωj

)Bd0

(µ) :=

{
(z, w) ∈

k∏
j=1

Ωj × Bd0 : ∥w∥2 <
k∏

j=1

NΩj (zj , zj)
µj

}
, (1.2)

这里 µ = (µ1, . . . , µk), z = (z1, . . . , zk) ∈ Cd1×· · ·×Cdk , ∥·∥是 Cd0 的Hermite标准范数, NΩj (zj , zj) (1 6
j 6 k) 是 Ωj 的一般范, Bd0 := {w ∈ Cd0 : ∥w∥2 < 1} 表示 Cd0 的单位球. 通常文献在 k = 1 时称 ΩBd0

为 Cartan-Hartogs 域, 在 k > 1 时称 (
∏k

j=1 Ωj)
Bd0

(µ) 为广义 Cartan-Hartogs 域. 为方便起见, 对任意

正整数 k, 本文都统称 (
∏k

j=1 Ωj)
Bd0

(µ) 为 Cartan-Hartogs 域.

当 k > 2 时, 任何 Cartan-Hartogs 域 (
∏k

j=1 Ωj)
Bd0

(µ) 都是 Cd0+···+dk 中非齐次域. 关于 Cartan-

Hartogs域的研究已有许多文献,可参见文献 [4–7]和综述 [8–10]以及所引参考文献. Bergman-Hartogs

域是 Cartan-Hartogs域的一种推广,近年的进展参见文献 [11–14]. 本文主要涉及作者及其合作者近几

年在这方面的一些新研究 (参见文献 [15–22]).

表 1 不可约对称域的数字特征

不可约对称域 a b r p d NΩ(z, z̄)

ΩI(m,n) 2 n−m m m+ n mm det(I − zzT)

ΩII(2n) (n > 3) 4 0 n 2(2n− 1) n(2n− 1)
√

det(I − zzT)

ΩII(2n+ 1) (n > 2) 4 2 n 4n n(2n+ 1)
√

det(I − zzT)

ΩIII(n) (n > 2) 1 0 n n+ 1
n(n+1)

2
det(I − zzT)

ΩIV(n) (n > 5) n− 2 0 2 n n 1− 2zzT + |zzT|2

ΩV(16) 6 4 2 12 16

ΩVI(27) 8 0 3 18 27
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2 Bergman 核展开与平衡度量

2.1 Cartan-Hartogs 域的 Bergman 核展开

设 h = (exp{−Φα})α∈I 是复 n 维 Kähler 流形 (M, g) 上的全纯线丛 L 的一个 Hermite 度量,

{Uα}α∈I 是 L 的一个平凡化邻域系. 假如 M 的 Kähler 度量 g 对应的 Kähler 形式 ω 满足

ω =

(√
−1

2π
∂∂̄Φα

)
α∈I

,

即 [ω] 等于 L 的第一陈类 c1(L), 称 L 是 M 的预量子化线丛. 对任意正整数 m, 记 L 的 m 次张量积

L⊗m 的 Hermite 度量为 hm = (exp{−mΦα})α∈I , 令 H0(M,L⊗m) 表示 L⊗m 的整体全纯截面构成的

线性空间. 定义

Hm :=

{
s ∈ H0(M,L⊗m) : ∥s∥2 :=

∫
M

hm(s(z), s(z))
ωn

n!
< +∞

}
. (2.1)

如果 Hm ̸= {0}, 称

εm(z) :=

dimHm∑
j=1

hm(sj(z), sj(z)), z ∈ M (2.2)

为 Kähler 流形 (M, g) 的 Rawnsley ε 函数, 这里 {sj : 1 6 j 6 dimHm} 是完备可分 Hilbert 空间 Hm

的标准正交基. 当 εm(z) 不依赖 z 时, 则称 mg 是 M 的平衡度量 (balanced metric).

设 D是 Cn中的一区域, Φ是其上的 Kähler位势, L = D×C是 D上平凡线丛,定义 h = exp{−Φ}
是 L 的 Hermite 度量, 则 (2.1) 和 (2.2) 可分别表示为

Hm :=

{
f 是 D 上全纯函数 : ∥f∥2 :=

∫
D

|f(z)|2 exp{−mΦ}ω
n

n!
< +∞

}
(2.3)

和

εm(z) := Km(z, z̄) exp{−mΦ(z)}, z ∈ D, (2.4)

其中 Km 是 Hm 的再生核, 或称为带权 Bergman 核. 注意在 (2.3) 和 (2.4) 中, m 可为正实数, 以下在

讨论域上的全纯函数空间 Hm 和函数 εm(z) 时, 把 m 换成 α, 并假设 α > 0.

Rawnsley ε 函数仅依赖于度量 g, 而不依赖于 Kähler 位势 Φ 的选择. 函数 εα(z) 在不同的文献中

有不同的名字. 最早在文献 [23] 中称作 η 函数, 后来在文献 [24] 中称作 ε 函数, 在文献 [25–27] 中称

作扭曲 (distortion) 函数. 当流形 M 紧致且 εm 为常数时, 与此对应的度量 mg, 在文献 [27] 中称为临

界度量 (critical metric), 在文献 [28] 中称为平衡度量 (balanced metric). 文献 [29,30] 把平衡度量的定

义推广到非紧情形.

当 M 紧致时, 文献 [31–33] 给出了 Rawnsley ε 函数的渐近展开式

εm(z) ∼
+∞∑
j=0

aj(z)m
n−j , (2.5)

其含义为对任意非负正整数 k 和 l, 存在依赖于 k, l 和流形 M 相关的常数 C 使得∥∥∥∥εm(z)−
k∑

j=0

aj(z)m
n−j

∥∥∥∥
Cl

6 Cmn−k−1, (2.6)
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这里 aj(z) 是定义在 M 上的光滑函数. 文献 [34] 给出了系数 a1, a2 和 a3 的明显表达式如下:
a0 = 1,

a1 =
1

2
kg,

a2 =
1

3
△kg +

1

24
|R|2 − 1

6
|Ric|2 + 1

8
k2g ,

(2.7)

其中 kg, △, R和 Ric分别表示度量 g 的数量曲率、Laplace、曲率张量和 Ricci曲率.在紧复流形情形,

展开式 (2.5) 有许多推广, 如文献 [35, 36]; 当 M 非紧时, 文献 [36–39] 给出了 εm(z) 的形如 (2.5) 的渐

近表达式. 对系数 aj 的一般表达式,可参见文献 [40]. 展开式 (2.5)在 Kähler几何中最初与 Kähler度

量的逼近有关, 即任意紧复流形上极化 Kähler 度量能被 Bergman 度量任意逼近, 参见文献 [41].

渐近展开式 (2.5)称为 Bergman核展开. 对 εm 的明显表达式的计算可参见文献 [15,16,42,43]. 文

献 [15, 16] 求出了以对称有界域为底空间的 Hartogs 域关于典则度量的 Bergman 核的明显展开式, 并

且根据展开式找出了这类度量是平衡度量的充要条件. 这样在一类非齐次域上找到了完备平衡度量.

对 Cartan-Hartogs 域 (
∏k

j=1 Ωj)
Bd0

(µ), 定义位势

Φ(z, w) := − ln

( k∏
j=1

NΩj (zj , zj)
µj − ∥w∥2

)
. (2.8)

于是, Kähler 形式 ω(µ) 表示为

ω(µ) :=

√
−1

2π
∂∂Φ. (2.9)

在 (
∏k

j=1 Ωj)
Bd0

(µ) 上与之联系的度量 g(µ) 称为典则度量, 可表示为

ds2 =
n∑

i,j=1

∂2Φ

∂Zi∂Zj

dZi ⊗ dZj ,

这里 n =
∑k

j=0 dj , Z = (Z1, . . . , Zn) := (z, w).

注 2.1 (2.8) 定义的函数 Φ(z, w) 是实解析强多重次调和的穷竭函数. 因此, Cartan-Hartogs 域

(
∏k

j=1 Ωj)
Bd0

(µ) 是 Cd0+···+dk 中有界拟凸域.

现在叙述 Cartan-Hartogs 域 (
∏k

j=1 Ωj)
Bd0

(µ) 关于度量 g(µ) 的 Bergman 核展开. 2014 年, Feng

和 Tu [15,16] 得到了如下结果:

定理 2.1 [15, 16] 给定正整数 k 和 d0, 以及 µ = (µ1, µ2, . . . , µk) ∈ Rk
+, 设 ai, bi, ri, NΩi , pi, di

和 χi 分别表示不可约有界对称域 Ωi (1 6 i 6 k) 的数字特征、秩、一般范、亏格、维数和华多项

式 (其定义见 (2.14)). 在 Cartan-Hartogs 域 (
∏k

j=1 Ωj)
Bd0

(µ) 上赋予典则度量 g(µ) (见 (2.9)). 当

α > max{n, p1−1
µ1

, . . . , pk−1
µk

} 时, 全纯函数的 Hilbert 空间

Hα :=

{
f 在

( k∏
j=1

Ωj

)Bd0

(µ) 上解析 :

∫
(
∏k

j=1 Ωj)B
d0 (µ)

|f |2 exp{−αΦ}ω(µ)
n

n!
< +∞

}

的 Bergman 核 (再生核) 可明显表示为

Kα(z1, . . . , zk, w; z1, . . . , zk, w)
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=
1∏k

i=1 µ
di
i

k∏
i=1

(
1

NΩi(zi, zi)

)µiα d∑
j=0

Djχ̃(d)

j!

(α− n)j+d0

(1− ∥w∥2∏k
i=1 NΩi

(zi,zi)µi
)α−d+j

, (2.10)

这里 d =
∑k

j=1 dj 和 n =
∑k

j=0 dj 分别是对称域
∏k

j=1 Ωj 和 Cartan-Hartogs 域 (
∏k

j=1 Ωj)
Bd0

(µ) 的维

数, 其中对非负整数 m, 符号 (s)m 表示为

(s)m :=
Γ(s+m)

Γ(s)
= s(s+ 1) · · · (s+m− 1),

而多项式 χ̃(x) 定义为

χ̃(x) :=
k∏

i=1

χi(µix− pi) ≡
k∏

i=1

ri∏
j=1

(
µix− pi + 1 + (j − 1)

ai
2

)
1+bi+(ri−j)ai

, (2.11)

上面符号 Djχ̃(x) 表示函数 χ̃ 在 x 的 j 阶差分, 即

Djχ̃(x) :=

j∑
l=0

(
j

l

)
(−1)lχ̃(x− l). (2.12)

证明 对任意 s > −1, 华积分
∫
Ω
NΩ(z, z)

sdm(z) 有一般表达式 (参见文献 [1, 6])∫
Ω

NΩ(z, z)
sdm(z) =

πd

CΩχ(s)
, (2.13)

这里 dm(z) 表示 Cd 的 Lebesgue 测度, χ(s) 称为华多项式, 其定义为

χ(s) :=
r∏

j=1

(
s+ 1 + (j − 1)

a

2

)
1+b+(r−j)a

, (2.14)

常数 CΩ 等于

CΩ = det

(
− ∂2 lnNΩ(z, z)

∂zT∂z

) ∣∣∣∣
z=0

. (2.15)

令 G 表示 Ω 的全纯自同构群的单位连通分支, K 是 G 关于原点的稳定子群 (注意这里 K 必为线
性子群). 定义群 K 在 Cd 上函数的作用为 f 7→ f ◦ k(k ∈ K), 则在 K 作用下 Cd 上全纯多项式构成的

空间 P 有不可约分解 (Peter-Weyl 分解)

P =
⊕
λ

Pλ,

其求和范围为长度不超过秩 r 的所有划分, 即 λ = (λ1, λ2, . . . , λr), λ1 > λ2 > · · · > λr > 0, λi 是非负

整数, 且对每个 λ, Pλ 是 |λ| 次齐次全纯多项式空间的不可约子空间, 这里符号 |λ| :=
∑r

j=1 λj 表示划

分 λ 的权. 对 Cd 上全纯多项式空间 P 定义 Fock-Fischer 内积

⟨f, g⟩F :=

∫
Cd

f(z)g(z)dρF (z), (2.16)

其中

dρF (z) := exp{−m(z, z)}
(
√
−1
2π ∂∂m(z, z))d

d!
, (2.17)
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m(z, z) := −∂ lnNΩ(tz, z)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= −∂NΩ(tz, z)

∂t

∣∣∣∣
t=0

.

设 λ 是长度不超过 r 的划分, 令 Kλ(z1, z2) 表示 K 的不可约空间 Pλ 关于 Fock-Fischer 内积的再生

核, 则核 Kλ(z1, z2) 与一般范 NΩ(z1, z2) 成立以下华 -Faraut-Korányi [1, 44] 公式

NΩ(z1, z2)
−s =

∑
λ

(s)λKλ(z1, z2), (2.18)

上式在 Ω 的任一紧集上都一致收敛, 广义 Pochhammer 符号 (s)λ 定义为

(s)λ :=

r∏
j=1

(
s− j − 1

2
a

)
λj

. (2.19)

令 Ω0 := Bd0 . 设 Ki 是不可约有界对称域 Ωi (0 6 i 6 k)的全纯自同构群的单位连通分支 Gi 关于

原点的稳定子群, Kλi 表示 Cdi 上全纯多项式空间在 Ki 作用下的不可约子空间 P(i)
λi
关于 Fock-Fischer

内积的再生核. 因 exp{−αΦ}ω(µ)n

n! 在群 K0 × K1 × · · · × Kk 作用下不变, 因此, Hilbert 空间 Hα 有正

交直和分解 [45]

Hα =
⊕̂

ℓ(λi)6ri
06i6k

P(0)
λ0

⊗ · · · ⊗ P(k)
λk

,

这里 ri 表示 Ωi 的秩, 注意 Ω0 的秩是 1, 因此, 上面 λ0 是非负整数. 因此, Hα 的再生核有级数表示,

Kα(Z;Z) =
∑

ℓ(λi)6ri
06i6k

∏k
i=0 dimP(i)

λi

⟨
∏k

j=0 K
(j)
λj

(zj ; zj)⟩

k∏
j=0

K
(j)
λj

(zj ; zj), (2.20)

这里 ℓ(λi) 表示划分 λi 的长度, Z := (z1, . . . , zk, w), z0 := w, 符号 ⟨f⟩ 表示积分,

⟨f⟩ :=
∫
(
∏k

j=1 Ωj)B
d0 (µ)

f exp{−αΦ}ω(µ)
n

n!
.

当 α > max{n, p1−1
µ1

, . . . , pk−1
µk

} 时, 运用不可约有界对称域上的积分公式∫
Ω

Kλ(z, z)NΩ(z, z)
sdm(z) =

dimPλ

(p+ s)λ

∫
Ω

NΩ(z, z)
sdm(z) (s > −1)

和 (2.13) 得积分⟨ k∏
j=0

K
(j)
λj

(zj ; zj)

⟩
=

∏k
i=1(µ

di
i CΩiχi(0)V (Ωi)) · V (Bd0)χ0(0)

πnχ0(α− n− 1)
∏k

i=1 χi(µi(α+ |λ0|)− pi)

∏k
i=0 dimP(i)

λi

(α− d)
(0)
λ0

∏k
i=1(µi(α+ |λ0|))(i)λi

.

把这个积分代入 (2.20), 再用华 -Faraut-Korányi 公式 (2.18) 求和化简便得 (2.10). 证毕.

其次根据 Rawnsley ε 函数的定义得下面的推论:

推论 2.2 [15,16] 符号和条件同定理 2.1,则 Cartan-Hartogs域 ((
∏k

j=1 Ωj)
Bd0

(µ), g(µ))的 Rawns-

ley ε 函数可表示为

εα(z1, . . . , zk, w) =
1∏k

i=1 µ
di
i

d∑
j=0

Djχ̃(d)

j!

(
1− ∥w∥2∏k

i=1 NΩi(zi, zi)
µi

)d−j

(α− n)j+d0 . (2.21)
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最后得 Bergman 核展开的系数:

推论 2.3 [15, 16] 在典则度量 g(µ) 下, Cartan-Hartogs 域 (
∏k

j=1 Ωj)
Bd0

(µ) 的 Bergman 核展开的

系数 a1 和 a2, 即 Rawnsley ε 函数 εα (见 (2.21)) 中 αn−1 和 αn−2 的系数, 分别是

a1(z1, . . . , zk, w) =
1∏k

i=1 µ
di
i

Dd−1χ̃(d)

(d− 1)!

(
1− ∥w∥2∏k

i=1 NΩi(zi, zi)
µi

)
− n(n+ 1)

2
, (2.22)

a2(z1, . . . , zk, w) =
1∏k

i=1 µ
di
i

Dd−2χ̃(d)

(d− 2)!

(
1− ∥w∥2∏k

i=1 NΩi(zi, zi)
µi

)2

− 1∏k
i=1 µ

di
i

Dd−1χ̃(d)

(d− 1)!

(
n(n+ 1)

2
− 1

)(
1− ∥w∥2∏k

i=1 NΩi(zi, zi)
µi

)
+

1

24
(n− 1)n(n+ 1)(3n+ 2), d > 2. (2.23)

当 d = 1 时, Ω1 = B, µ = µ1, 有

a2(z, w) = −µ− 1

µ

(
(1 + d0)(2 + d0)

2
− 1

)(
1− ∥w∥2

N(z, z)µ

)
+

1

24
d0(d0 + 1)(d0 + 2)(3d0 + 5), d = 1. (2.24)

由于 (2.21)关于参数 α的展开只有有限项,根据文献 [40]可知, (2.7)中的 a1 和 a2 与推论 2.3中

的系数 a1 和 a2 相等.

利用 (2.21), 最近, Zedda [46] 证明了 Cartan-Hartogs 域 (ΩBd0
(µ), g(µ)) 上可实现 Berezin 量子化.

2.2 Cartan-Hartogs 域上的平衡度量

设 φ是域 D上的 Kähler位势, g是与 Kähler形式 ω =
√
−1
2π ∂∂φ相联系的 Kähler度量. 对正数 α,

令 Hα 是 (D, g)上关于权 exp{−αφ}的平方可积全纯函数空间. 如果 Hα ̸= {0},记 Kα(z, z̄)为 Hα 的

再生核.用 h表示 D 上与 Kähler形式
√
−1
2π ∂∂ lnKα(z, z̄)对应的 Kähler度量,易见

√
−1
2π ∂∂ lnKα(z, z̄)

独立于位势 φ 的选取, 仅与度量 g 有关. 于是, 由定义得
√
−1

2π
∂∂ ln εα(z) + α ·

√
−1

2π
∂∂φ(z) =

√
−1

2π
∂∂ lnKα(z, z), z ∈ D.

这表明, 如果 g 是 D 上平衡度量 (即 εα(z) 于 D 上为常值), 则在 D 上成立 αg = h.

熟知 N 维复射影空间 PN (C) (1 6 N 6 +∞) 上的 Fubini-Study 度量 dsFS 对应的 Kähler 形式

用齐次坐标 Z0, Z1, Z2, . . . 可表示为 ωFS =
√
−1
2π ∂∂ ln(

∑N
j=0 |Zj |2). 当 Hα ̸= {0} 时, 设 {fj : 0 6 j 6 N

= dimHα − 1} 是 Hα 的标准正交基, 则 D 上平衡度量 αg 可视为由 Kähler 浸入

f : D → PN (C), z 7→ [f0(z), f1(z), . . . , fj(z), . . .]

在 N 维复射影空间 PN (C) 中所诱导的一个 Kähler 度量. 事实上, 当 εα 为正常数时, 对任意 z ∈ D,

必存在 fj 使得 fj(z) ̸= 0, 因此, 映射 f : D → PN (C) 是有意义的, 并且

f∗ωFS =

√
−1

2π
∂∂ ln

N∑
j=0

|fj(z)|2 =

√
−1

2π
∂∂ lnKα(z, z̄)

=

√
−1

2π
∂∂ ln εα(z) + α ·

√
−1

2π
∂∂φ(z).
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这表明, 如果度量 αg 是 D 上平衡度量, 那么, f 是 (D,αg) 到 (PN (C), dsFS) 的全纯等距映射 (注意

复射影空间 PN (C) 中所诱导的度量并不一定都是平衡度量, 参见文献 [47, 例 1]). 映射 f 在文献 [24]

中称为相干态映射 (coherent states map).

在文献 [24, 48, 49] 中, 平衡度量在 Kähler 流形的 Berezin-Toeplitz 量子化和形变量子化起着基本

的作用. 特别强调的是, 在文献 [28] 讨论极化代数流形上常数量曲率的 Kähler 度量的存在性中, 平衡

度量起着中心的作用.

对平衡度量的存在性和唯一性的研究, 在紧致情形已有很多讨论. 对非紧流形上的平衡度量的研

究可参见文献 [47,49–55]. 然而,事实上,对一般非紧流形或 Cn 中的开区域,平衡度量的存在性似乎很

少知道 (参见文献 [30,56]). 目前, 我们所知道的具有平衡度量的复流形是齐次域和我们下面要讨论的

特殊的 Hartogs 域. 在非齐次流形情形, 平衡度量的存在性问题显得十分困难. 这样对 Cartan-Hartogs

域 (
∏k

j=1 Ωj)
Bd0

(µ) 上平衡度量的存在性研究便很有意义.

2012 年, Loi 和 Zedda [47] 描述了不可约有界对称域上的平衡度量: 设不可约有界对称域 Ω 的亏

格为 p, 其 Bergman 度量为 gB , 则度量为 αgB (α > 0) 是平衡度量当且仅当 α > p−1
p . 特别地, 设 Bd

为 Cd 中的单位球, 其度量 ghyp 定义为

ds2 = −
d∑

i,j=1

∂2 ln(1− ∥z∥2)
∂zi∂zj

dzi ⊗ dzj ,

我们称 (Bd, ghyp) 为复双曲空间, 此时有 ghyp = 1
d+1gB 和 p = d+ 1. 这样有 αghyp (α > 0) 是 Bd 上的

平衡度量当且仅当 α > d.

当 Ω = Bd, µ = 1 时, 我们有 Cartan-Hartogs 域 ΩBd0
(µ) = Bd+d0 . 2012 年, Loi 和 Zedda [47] 用平

衡度量对 Cartan-Hartogs 域 ΩBd0
(µ) 给出如下刻画:

定理 2.4 [47] 度量 αg(µ) (α > 0)在 ΩBd0
(µ)上是平衡度量当且仅当 α > d+d0,且 (ΩBd0

(µ), g(µ))

双全纯等距于复双曲空间 (Bd+d0 , ghyp), 即 Ω = Bd, µ = 1.

对一般情形,根据 Cartan-Hartogs域 (
∏k

j=1 Ωj)
Bd0

(µ)关于度量 g(µ)的 Bergman核展开式 (2.21)

(即推论 2.2), 2014年, Feng和 Tu [15,16] 得到了 εα 关于 z1, . . . , zk, w 为常数的充要条件,即度量 αg(µ)

为平衡度量的充要条件.

定理 2.5 [16] 假设符号和条件同定理 2.1, Cartan-Hartogs 域 (
∏k

j=1 Ωj)
Bd0

(µ) 上的度量 αg(µ)

为平衡度量的充要条件是

α > max

{ k∑
j=0

dj ,
p1 − 1

µ1
, . . . ,

pk − 1

µk

}
和

k∏
i=1

ri∏
j=1

(
µix− pi + 1 + (j − 1)

ai
2

)
1+bi+(ri−j)ai

=
k∏

j=1

µ
dj

j ·
d∏

j=1

(x− j). (2.25)

根据定理 2.5, 可以推出以下结论:

推论 2.6 [16] (i) 如果度量 αg(µ) 是 Cartan-Hartogs 域 (
∏k

j=1 Ωj)
Bd0

(µ) 上的平衡度量, 则每个

Ωj (1 6 j 6 k) 必双全纯于

ΩI(1, n) ≡ Bn := {z ∈ Cn : ∥z∥2 < 1},

或

ΩIII(2) := {z ∈ M2,2 : zT = z, I − zzT > 0},
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或

ΩIV(m) := {z ∈ Cm : 1− 2zzT + |zzT|2 > 0, ∥z∥2 < 1}, m 是大于 4 的奇数.

(ii)如果 α > max{d0+d1+d2,
p1−1
µ1

, p2−1
µ2

},那么,度量 αg(µ)在 Cartan-Hartogs域 (Ω1×Ω2)
Bd0

(µ)

上是平衡度量当且仅当 ((Ω1 × Ω2)
Bd0

(µ), g(µ)) 双全纯等距于(
(Bd × B)B

d0

(
1,

1

d+ 1

)
, g

(
1,

1

d+ 1

))
或

(
(B× ΩIII(2))

Bd0

(
1,

1

2

)
, g

(
1,

1

2

))
.

注 2.2 (i) 由定理 2.5 和推论 2.6 可推出定理 2.4. (ii) 因 Cartan-Hartogs 域 (Ω1 × Ω2)
Bd0

(µ) 是

非齐次域, 因此, 推论 2.6 给出了存在平衡度量的非齐次域例子.

利用 Cartan-Hartogs 域 ΩBd0
(µ) 上关于典则度量 g(µ) 的 Bergman 核展开式, 即 (2.23) 和 (2.24),

Feng 和 Tu [15,16] 给出了典则度量是平衡度量的如下刻画:

定理 2.7 [15] 设 a2 是 n 维 Cartan-Hartogs 域 ΩBd0
(µ) 上关于典则度量 g(µ) 的 Bergman 核展

开式中 αn−2 的系数. 对充分大的 α,度量 αg(µ)是平衡度量的充要条件是 a2 等于常数,即 a2 为常数

当且仅当 (ΩBd0
(µ), g(µ)) 双全纯等距于复双曲空间 (Bd+d0 , ghyp).

最近, Zedda [57] 利用 (2.21) 证明了, 如果 n 维 Cartan-Hartogs 域 ΩBd0
(µ) 的 Bergman 核展开的

任一系数 aj (2 6 j 6 n ) 是常数, 那么, (ΩBd0
(µ), g(µ)) 双全纯等距于复双曲空间 (Bd+d0 , ghyp). 此外,

Wang 和 Hao [58] 给出了 Cartan-Hartogs 域上 Kähler-Einstein 度量的存在性定理.

3 Hartogs 域上逆紧全纯映射的刚性

本节主要讨论几类 Hartogs 域上逆紧全纯映射的刚性. 主要涉及下面的几类 Hartogs 域: 华罗庚

域 (有界对称域上的一类 Hartogs 域及其推广)、Fock-Bargmann-Hartogs 域 (复 Euclid 空间 Cn 上的

一类 Hartogs 域) 和五面块 (对称双圆盘上的一类 Hartogs 域).

3.1 逆紧全纯映射及其刚性

我们先回顾逆紧全纯映射的相关知识和经典结果. 两个拓扑空间 X 和 Y 之间的映射 f : X → Y

称为是逆紧 (proper) 的, 如果对 Y 中的任意紧集 K, f−1(K) 都是 X 中的紧子集. 对多复变函数的

逆紧映射的研究, 起源于 20 世纪五六十年代 Stein 和 Remmert 对一般的复空间之间的逆紧映射的

研究. 从 20 世纪 70 年代开始, 人们把注意力转向 Cn 中的有界域之间的逆紧全纯映射. 由此易知,

f : Ω → D 是有界域之间的逆紧映射当且仅当对 Ω 中不收敛的点列 {qi}, {f(qi)} 在 D 中也不收敛.

所以, 如果 f 可以连续延拓到 ∂Ω, 那么 f(∂Ω) ⊂ ∂D.

Cn 中的有界域之间的逆紧全纯映射的刚性是指这两个区域之间的所有的逆紧全纯映射一定是双

全纯同胚. 在逆紧全纯映射的刚性方面最早的结果是 Alexander 的如下经典结果:

定理 3.1 [59] 设 f : Bn → Bn 为 Cn (n > 2) 中的单位球 Bn 的逆紧全纯自映射, 则 f 为 Bn 的

自同构.

关于两个具有光滑边界的等维有界拟凸域之间的逆紧全纯映射 f : D1 → D2 已有很多重要的结

果.当逆紧全纯映射 f 能光滑延拓到 D1 的闭包时,延拓后的映射将边界 bD1 映到 bD2 并且在 bD1 上

满足 Cauchy-Riemann 方程. 因此, 逆紧全纯映射 f : D1 → D2 的研究自然地导致了对从 bD1 到 bD2

的映射的几何性质研究. 这些研究严重地依赖于研究边界之间的映射的分析技巧 (参见文献 [60, 61]).

在这个方面, 有如下结果:
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定理 3.2 [62] 设 Ω, D ⊂ Cn (n > 2) 为光滑有界拟凸域并且 Ω 是强拟凸的, 则任何逆紧全纯映

射 f : Ω → D 是局部双全纯的. 因此, 如果 D 是单连通的, 则 f : Ω → D 为双全纯同胚.

例 3.1 f(z1, z2) = (z1, z
2
2) : {(z1, z2) : |z1|2 + |z2|4 < 1} → {(w1, w2) : |w1|2 + |w2|2 < 1} 为 C2

中两个具有光滑实解析边界的有界拟凸域之间的逆紧全纯映射, 但是, 它是分支覆盖映射而不是双全

纯的.

这个例子启示我们研究下面有趣的问题: 寻找 Cn (n > 2) 中的一些有趣的有界弱拟凸区域 D1

和 D2 使得从 D1 到 D2 的任何逆紧全纯映射都是双全纯同胚.

所有秩 > 2 的有界对称域都是没有光滑边界的拟凸域. 1984 年, Henkin 和 Novikov [63] 证明了如

下结果:

定理 3.3 [63] 秩 > 2 的不可约有界对称域的任何逆紧全纯自映射都是其自同构.

利用文献 [64, 65] 的想法, Tu [66] 得到了如下两个等维有界对称域之间的逆紧全纯映射的刚性

定理:

定理 3.4 [66] 设 Ω1 和 Ω2 为两个等维有界对称域. 设 Ω1 不可约并且秩 rank(Ω1) > 2, 则从 Ω1

到 Ω2 的任何逆紧全纯映射都是双全纯同胚.

另外, 作为文献 [18] 的特殊情形, 我们有下面的定理:

定理 3.5 [18] 设 Ω为秩 > 2的不可约有界对称域并且不与第四类典型域 DN
IV (N > 3)同构. 设

F : Ω → D 为从 Ω 到有界凸区域 D 的逆紧全纯映射, 则 F : Ω → D 为双全纯同胚并且在相差一个仿

射线性变换下为 Ω 的 Harish-Chandra 实现.

不等维有界域之间的逆紧全纯映射的刚性也有很多研究, 如文献 [61, 65,67–72].

3.2 华罗庚域上逆紧全纯映射的刚性

对于不可约有界对称域的 Harish-Chandra 实现 Ω ⊂ Cd, 正整数 r 及 n = (n1, . . . , nr) ∈ Nr,

p = (p1, . . . , pr) ∈ (R+)
r, 华罗庚域 HΩ(n;p) 定义为

HΩ(n;p) = HΩ(n1, . . . , nr; p1, . . . , pr)

:=

{
(z, w(1), . . . , w(r)) ∈ Ω× Cn1 × · · · × Cnr :

r∑
j=1

∥w(j)∥2pj < NΩ(z, z̄)

}
,

其中 ∥ · ∥ 为标准的 Hermite 范数, NΩ(z, ξ̄) 为 Ω 的一般范. 注意到 Ω × {0} ⊂ HΩ(n;p) 和 bΩ × {0}
⊂ bHΩ(n;p), 我们有 HΩ(n;p) 是 Cd+n1+···+nr 中的有界拟凸域. 但是, 一般地, 华罗庚域既不是齐性

域也没有光滑边界.

对应于第 1 节中所罗列的典型域 (参见文献 [1]) 的定义以及它的数字特征、秩、亏格、维数和一

般范, 我们在这里列出其相应的华罗庚域. 设Mm,n 为所有复系数 m× n 矩阵 z = (zij) 的集合. 设 z

为矩阵 z 的复共轭, 而 zT 为矩阵 z 转置. I 为单位矩阵. 若方阵 z 是正定的, 则记为 z > 0. 第一、第

二、第三、第四类典型域上的华罗庚域分别定义如下:

(1) 若 Ω = ΩI(m,n) := {z ∈ Mm,n : I − zzT > 0} ⊂ Cd (1 6 m 6 n, d = mn) (第一类典型域), 则

p(Ω) = m+ n, NΩ(z, z) = det(I − zzT), 而

HΩ(n;p) =

{
(z, w(1), . . . , w(r)) ∈ ΩI(m,n)× Cn1 × · · · × Cnr :

r∑
j=1

∥w(j)∥2pj < det(I − zzT)

}
.
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特别地, 当 Ω = Bd 为 Cd 的单位球, 则 NΩ(z, z) = 1− ∥z∥2, 而

HΩ(n;p) =

{
(z, w(1), . . . , w(r)) ∈ Bd × Cn1 × · · · × Cnr : ∥z∥2 +

r∑
j=1

∥w(j)∥2pj < 1

}
.

从而, 华罗庚域 HBd(n;p) 就是广义复椭球.

(2) 若 Ω = ΩII(n) := {z ∈ Mn,n : zT = −z, I − zzT > 0} ⊂ Cd (n > 2, d = n(n− 1)/2) (第二类典

型域), 则 p(Ω) = 2(n− 1), NΩ(z, z) = (det(I − zzT))1/2, 而

HΩ(n;p) =

{
(z, w(1), . . . , w(r)) ∈ ΩII(n)× Cn1 × · · · × Cnr :

r∑
j=1

∥w(j)∥2pj < (det(I − zzT))1/2
}
.

(3) 若 Ω = ΩIII(n) := {z ∈ Mn,n : zT = z, I − zzT > 0} ⊂ Cd (n > 2, d = n(n+ 1)/2) (第三类典型

域), 则 p(Ω) = n+ 1, NΩ(z, z) = det(I − zzT), 而

HΩ(n;p) =

{
(z, w(1), . . . , w(r)) ∈ ΩIII(n)× Cn1 × · · · × Cnr :

r∑
j=1

∥w(j)∥2pj < det(I − zzT)

}
.

(4) 若 Ω = ΩIV(n) := {z ∈ Cn : 1 − 2zzT + |zzT|2 > 0, zzT < 1} (n > 3) (第四类典型域), 则

p(Ω) = n, NΩ(z, z) = 1− 2zzT + |zzT|2, 而

HΩ(n;p) =

{
(z, w(1), . . . , w(r)) ∈ ΩIV(n)× Cn1 × · · · × Cnr :

r∑
j=1

∥w(j)∥2pj < 1− 2zzT + |zzT|2
}
.

设 Ω为不可约有界对称域在 Cd中的 Harish-Chandra实现. 我们总是可以要求华罗庚域 HΩ(n,p)

为其标准形式, 即

(1) 若 Ω 为单位球, 则 p1 ̸= 1, . . . , pr ̸= 1 (若 r = 0, 则该华罗庚域就是 Cd 中的单位球);

(2) 若 rank(Ω) > 2, 则 p1 = 1, p2 ̸= 1, . . . , pr ̸= 1 (若 n1 = 0, 则 p1 = 1 不出现).

通过重新编号坐标, 我们可以将每个华罗庚域写成其标准形式. 从而, 对每个华罗庚域存在一个

有界对称域的 Harish-Chandra 实现使得该华罗庚域可以写成其标准形式 HΩ(n,p).

设 Ω ⊂ Cd 为不可约有界对称域, n ∈ Nr, p ∈ (R+)
r. 设 Γ(HΩ(n;p)) 为具有如下形式的映照 Φ

组成的集合:

Φ(z, w(1), . . . , w(r)) =

(
φ(z), U1(w(1))

(NΩ(z0, z0))
1

2p1

(NΩ(z, z0))
1
p1

, . . . , Ur(w(r))
(NΩ(z0, z0))

1
2pr

(NΩ(z, z0))
1
pr

)
, (3.1)

其中 (z, w(1), . . . , w(r)) ∈ HΩ(n;p). 而 φ ∈ Aut(Ω), Uj (1 6 j 6 r)为 Cnj 的酉变换并且 z0 = φ−1(0),则

Γ(HΩ(n;p))为 HΩ(n;p)的全纯自同构群 Aut(HΩ(n;p))的子群 (参见文献 [73]). 易见, Γ(HΩ(n;p))的

每个元素都保持集合 Ω×{0}(⊂ HΩ(n;p))不变,并且 Γ(HΩ(n;p))可迁地作用于 Ω×{0}(⊂ HΩ(n;p)).

关于华罗庚域的更多知识, 请参见文献 [73] 及其参考文献.

当 r = 1 时, 华罗庚域 HΩ(n1; p1) 也就是 Cartan-Hartogs 域并且记为 ΩBn1
(p1). 关于 Cartan-

Hartogs 域的更多知识, 请参见文献 [4, 7, 15,47,74].

2012 年, 文献 [74] 找到了四类典型域 Ω 上的 Cartan-Hartogs 域 HΩ(n1; p1) 的自同构群. 利用与

文献 [74]完全不同的方法, 2014年, 文献 [21]给出了两个等维华罗庚域之间的双全纯同胚的如下具体

表达式.
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定理 3.6 [21] 设 HΩ1(n;p) 和 HΩ2(m; q) 为两个等维的华罗庚域且它们都是其标准形式, 其中

Ω1 ⊂ Cd1 和 Ω2 ⊂ Cd2 为两个不可约有界对称域的 Harish-Chandra 实现, 而 n,m ∈ Nr, p, q ∈ (R+)
r.

假设

f : HΩ1(n;p) → HΩ2(m; q)

为双全纯同胚, 则存在自同构 Φ ∈ Γ(HΩ2(m; q)) (见 (3.1)) 和一个置换 σ ∈ Sr 满足 nσ(i) = mi, pσ(i)

= qi, 1 6 i 6 r, 使得

Φ ◦ f(z, w(1), . . . , w(r)) = (z, w(σ(1)), . . . , w(σ(r)))



A

U1

. . .

Ur


,

其中 A 为 Cd (d := d1 = d2) 的复线性同构并且满足 A(Ω1) = Ω2, Ui (1 6 i 6 r) 为 Cmi (mi = nσ(i))

的酉变换, Sr 为集合 {1, . . . , r} 的置换群.

证明 首先, 由华罗庚域 HΩ(n;p) 为包含原点的有界圆型域知, 其 Bergman 核函数 K(z, ξ̄) 可

以表示为

KΩ(z, ξ̄) =
1

V (HΩ(n;p))
+ h1(z)h1(ξ) + h2(z)h2(ξ) + · · · ,

其中 V (HΩ(n;p)) 为华罗庚域 HΩ(n;p) 的 Euclid 体积, 而 hj(z) (j = 1, 2, . . .) 为华罗庚域 HΩ(n;p)

上的齐次全纯多项式. 由此可知其 Bergman 核函数 K(z, ξ̄) 具有某种半正则性 (即如果 ξ 限制在华罗

庚域 HΩ(n;p) 的某个紧子集上, 则 K(z, ξ̄) 作为 z 的函数可以全纯延拓到华罗庚域 HΩ(n;p) 的闭包

的某邻域). 再由 Bergman 核函数在双全纯变换下的变换公式知, 双全纯同胚 f 可以全纯延拓到华罗

庚域 HΩ1(n;p) 的闭包的某邻域. 从而, 我们有

f(bHΩ1(n;p)) ⊂ bHΩ2(m; q). (3.2)

然后, 为了充分利用 (3.2), 我们分析了华罗庚域 HΩ(n;p) 的边界 bHΩ1(n;p) 的结构

bHΩ(n;p) = b0HΩ(n;p) ∪ b1HΩ(n;p) ∪ (bΩ× {0}),

其中

b0HΩ(n;p) :=

{
(z, w(1), . . . , w(r)) ∈ Ω× Cn1 × · · · × Cnr :

r∑
i=1

∥w(i)∥2pi = NΩ(z, z), ∥w(j)∥2 ̸= 0, 1 + δ 6 j 6 r

}
,

b1HΩ(n;p) :=
r∪

j=1+δ

{
(z, w(1), . . . , w(r)) ∈ Ω× Cn1 × · · · × Cnr :

r∑
i=1

∥w(i)∥2pi = NΩ(z, z), ∥w(j)∥2 = 0

}
,

这里

δ =

1, 若 p1 = 1,

0, 若 p1 ̸= 1,
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则 b0HΩ(n;p)为边界的强拟凸部分,而 b1HΩ(n;p)∪ (bΩ×{0})不含任何强拟凸边界点. 从而,由 f 双

全纯知, f(b1HΩ1(n;p) ∪ (bΩ1 × {0})) ⊂ b1HΩ2(m; q) ∪ (bΩ2 × {0}). 由此可知, f 保持零截面 (即 f(Ω1

×{0}) ⊂ Ω2 × {0}). 最后, 利用 (3.1) 定义的自同构和 Cartan 定理就可以得到 f 的显示表达式.

作为定理 3.6 的特殊情形, 我们得到所有的不可约有界对称域 Ω 上的华罗庚域 HΩ(n;p) 的自同

构群如下:

推论 3.7 [21] 设 HΩ(n;p) 为华罗庚域的标准形式, 而 Γ(HΩ(n;p)) 为形如 (3.1) 的映射生成的

群, 其中 Ω ⊂ Cd 为不可约有界对称域的 Harish-Chandra 实现, 而 n ∈ Nr, p ∈ (R+)
r, 则对任意

f ∈ Aut(HΩ(n;p)), 存在 Φ ∈ Γ(HΩ(n;p)) 和置换 σ ∈ Sr 满足 nσ(i) = ni, pσ(i) = pi, 1 6 i 6 r, 使得

f(z, w(1), . . . , w(r)) = Φ(z, w(σ(1)), . . . , w(σ(r))).

注 3.1 当 r = 1 时, Ahn 等人 [74] 于 2012 年对四类典型域 Ω 得到了推论 3.7. 在推论 3.7 中将

华罗庚域写成其标准形式这一点很重要. (i) 例如, 令

HB2((2, 2); (1, 2)) = {(z, w(1), w(2)) ∈ B2 × C2 × C2 : ∥z∥2 + ∥w(1)∥2 + ∥w(2)∥4 < 1},

则此时只有恒等置换 σ = 1 ∈ S2 满足 nσ(i) = ni, pσ(i) = pi, 1 6 i 6 2, 但是易知 Γ(HB2((2, 2); (1, 2)))

$ Aut(HB2((2, 2); (1, 2))). 这说明, 当推论 3.7 中的华罗庚域 HΩ(n;p) 不是其标准形式时, 推论 3.7 不

再成立. (ii) 当华罗庚域 HΩ(n;p) 为单位球时, 我们有 HΩ(n;p) = Ω 和 r = 0 (由于 HΩ(n;p) 为其标

准形式). 从而, 我们有

Γ(HΩ(n;p)) = Aut(Ω) (= Aut(HΩ(n;p))).

这说明, 当标准形式的华罗庚域 HΩ(n;p) 为单位球时, 推论 3.7 依然成立 (参见文献 [74, 定理 1.1]).

对两个等维的华罗庚域之间的逆紧全纯映射的刚性问题, 我们有下面的定理:

定理 3.8 [21] 设 HΩ1(n1;p1) 和 HΩ2(n2;p2) 为两个等维的华罗庚域且它们都是其标准形式,

其中 Ω1 ⊂ Cd1 和 Ω2 ⊂ Cd2 为两个不可约有界对称域的 Harish-Chandra 实现, 而 n1,n2 ∈ Nr,

p1,p2 ∈ (R+)
r. 设

f : HΩ1(n1;p1) → HΩ2(n2;p2)

为逆紧全纯映射. 设 b1HΩi(ni;pi) ∪ (bΩi × {0}) (i = 1, 2) 被包含在一个复余维数不小于 2 的复解析

集之中, 则 f : HΩ1(n1;p1) → HΩ2(n2;p2) 为双全纯同胚.

注 3.2 (i) 在定理 3.8 中, 我们没有要求 dimΩ1 = dimΩ2.

(ii) 在定理 3.8 中, 假设条件 “b1HΩ(n;p) ∪ (bΩ× {0}) 被包含在一个复余维数不小于 2 的复解析

集之中” 等价于 HΩ(n;p) (为其标准形式) 满足 min{n1+δ, . . . , nr, n1 + · · ·+ nr} > 2, 即 HΩ(n;p) (为

其标准形式) 满足下列条件:

(a) 当 Ω = Bd 为单位球时, min{n1, . . . , nr} > 2;

(b) 当 rank(Ω) > 2 且 p1 ̸= 1 时, min{n1, . . . , nr} > 2;

(c) 当 rank(Ω) > 2 且 p1 = 1 时, min{n2, . . . , nr, n1 + n2 + · · ·+ nr} > 2.

(iii) 在定理 3.8 中, 假设条件 “b1HΩi(ni;pi)∪ (bΩi × {0}) (i = 1, 2) 包含在一个复余维数不小于 2

的复解析集之中” 不能去掉. 例如, 设 Ω 为不可约有界对称域满足 rank(Ω) > 2, n1 := 1 (即 w(1) ∈ C),
然而,

Φ(z, w(1), w(2), . . . , w(r)) := (z, w2
(1), w(2), . . . , w(r)),

其中 (z, w(1), w(2), . . . , w(r)) ∈ HΩ(1, n2, . . . , nr; p1, p2, . . . , pr),则 Φ是从 HΩ(1, n2, . . . , nr; p1, p2, . . . , pr)

到 HΩ(1, n2, . . . , nr; p1/2, p2, . . . , pr) 的逆紧全纯映射, 但是 Φ 不是双全纯同胚.
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3.3 Fock-Bargmann-Hartogs 域上逆紧全纯映射的刚性

Fock-Bargmann-Hartogs 域 Dn,m(µ) 定义为

Dn,m(µ) := {(z, w) ∈ Cn × Cm : ∥w∥2 < e−µ∥z∥2

}, µ > 0.

Fock-Bargmann-Hartogs域 Dn,m(µ)为 Cn+m 中的无界强拟凸区域.注意到 Dn,m(µ)包含 {(z, 0) ∈ Cn

×Cm} ∼= Cn. 因此, Dn,m(µ)不是 Kobayashi意义下的双曲空间,并且 Dn,m(µ)不双全纯同胚于 Cn+m

中的任何有界区域. 所以, Fock-Bargmann-Hartogs 域 Dn,m(µ) 是 Cn+m 中的无界非双曲区域.

2013 年, Yamamori [75] 利用多对数 (polylogarithm) 函数给出了 Fock-Bargmann-Hartogs 域的

Bergman 核的显示表达式. 2014 年, 通过验证其 Bergman 核函数满足修订版的 Cartan 定理的条

件, Kim 等人 [76] 给出了 Fock-Bargmann-Hartogs 域的全纯自同构群如下:

定理 3.9 [76] Dn,m(µ) 的全纯自同构群 Aut(Dn,m(µ)) 由 Dn,m(µ) 的如下自同构生成,

φU : (z, w) 7→ (Uz,w), U ∈ U(n),

φU ′ : (z, w) 7→ (z, U ′w), U ′ ∈ U(m),

φv : (z, w) 7→ (z + v, e−µ⟨z,v⟩−µ
2 ∥v∥2

w), v ∈ Cn,

其中 U(k) 为 k 阶酉矩阵群, 而 ⟨·, ·⟩ 为 Cn 上的标准 Hermite 内积.

2014年, Tu和 Wang [20] 证明了两个等维 Fock-Bargmann-Hartogs域之间的逆紧全纯映射的如下

刚性定理:

定理 3.10 [20] 设 Dn,m(µ)和Dn′,m′(µ′)为两个等维 Fock-Bargmann-Hartogs域满足m > 2,而 f

为从 Dn,m(µ) 到 Dn′,m′(µ′) 的逆紧全纯映射, 则 f 为 Dn,m(µ) 与 Dn′,m′(µ′) 之间的双全纯同胚.

注 3.3 在定理 3.10 中假设条件 “m > 2” 不能去掉. 例如, 设

Φ(z1, . . . , zn, w1) := (
√
2z1, . . . ,

√
2zn, w

2
1), (z1, . . . , zn, w1) ∈ Dn,1(µ),

则 Φ 为 Dn,1(µ) 的逆紧全纯自映射, 但是, 它是分支覆盖映射而不是 Dn,1(µ) 的自同构.

然后, Tu和Wang [20] 还给出两个 Fock-Bargmann-Hartogs域之间双全纯同胚的显示表达式如下:

定理 3.11 [20] 设Dn,m(µ)和Dn′,m′(µ′)为两个等维 Fock-Bargmann-Hartogs域,而 f 为Dn,m(µ)

与 Dn′,m′(µ′) 之间的双全纯同胚, 则 n = n′, m = m′ 并且存在 φ ∈ Aut(Dn′,m′(µ′)) 使得

f(z1, . . . , zn, w1, . . . , wm) = φ

(√
µ

µ′ z1, . . . ,

√
µ

µ′ zn, w1, . . . , wm

)
.

3.4 五面块 (pentablock) 上逆紧全纯映射的刚性

设 C2×2 为 2× 2 复矩阵组成的空间, 其范数为通常的算子范数, 即对矩阵 A ∈ C2×2,

∥A∥ := sup

{
∥zA∥
∥z∥

: z ∈ C2, z ̸= 0

}
.

五面块 (pentablock) P 是由 Agler 等人 [77] 引进的一个有界区域, 它定义为

P := {(a21, traceA,detA) : A = [aij ]
2
i,j=1 ∈ B},
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其中 B := {A ∈ C2×2 : ∥A∥ < 1} 为空间 C2×2 在通常的算子范数下的单位球. 所以, P 是 B 在全纯

映射 A = [aij ] 7→ (a21, traceA,detA) 下的像. 因为 P ∩ R3 是由五个面围成的有界凸体, 其中三个是平

坦的而另外两个是弯曲的, 所以, Agler 等人 [77] 称之为五面块 (pentablock).

五面块 P 是多项式凸的并且是关于原点的星型域,但是,它既不是圆型域也不是凸的并且没有 C1

边界 (参见文献 [77]). 五面块 P 是有界非齐性域 (参见文献 [78,定理 15]). 关于五面块 P 的更多的复
几何性质和函数论性质, 请参见文献 [77, 78].

五面块与对称双圆盘 (symmetrized bidisc) G2 密切相关, 对称双圆盘 G2 是 C2 中由下式定义的

有界域,

G2 := {(λ1 + λ2, λ1λ2) ∈ C2 : λ1, λ2 ∈ B}.

容易验证,对 (s, p) ∈ C2, (s, p) ∈ G2 当且仅当 |s− s̄p|+ |p|2 < 1 (参见文献 [77]). 所以,对称双圆盘 G2

也可以写成

G2 = {(s, p) ∈ C2 : |s− s̄p|+ |p|2 < 1}.

对称双圆盘之所以重要是因为它是满足下面性质的有界拟凸域的第一个例子, 即其 Carathéodory 函

数与 Lempert 函数重合, 但是它不能被双全纯等价于凸区域的区域穷竭 (参见文献 [79, 80]).

五面块是以对称双圆盘 G2 为底空间的一个 Hartogs域.事实上,由于当 A ∈ B(⊂ C2×2)时, A的

所有的特征值都在 B 中, 所以, (traceA,detA) ∈ G2, 因此, P 到其底空间 G2 的投影映射为

(a, s, p) 7→ (s, p).

更准确地讲, 我们有 (参见文献 [77])

P = {(a, s, p) ∈ B×G2 : |a|2 < e−u(s,p)},

其中 u(s, p) = −2 log |1−
1
2 sβ̄

1+
√

1−|β|2
|, 而 β = s−s̄p

1−|p|2 .

Agler 等人 [77] 证明了

e−u(λ1+λ2,λ1λ2)/2 =
1

2
|1− λ1λ2|+

1

2
(1− |λ1|2)

1
2 (1− |λ2|2)

1
2 , λ1, λ2 ∈ B.

这给出了五面块的另外一个描述:

P =

{
(a, λ1 + λ2, λ1λ2) : |a| <

1

2
|1− λ1λ2|+

1

2
(1− |λ1|2)

1
2 (1− |λ2|2)

1
2 , λ1, λ2 ∈ B

}
.

2014 年, Agler 等人 [77] 构造出了五面块的全纯自同构群的一个如下子群:

定理 3.12 [77] 所有的具有如下形式的映射:

fω,ν(a, λ1 + λ2, λ1λ2) =

(
ω(1− |α|2)a

1− ᾱ(λ1 + λ2) + ᾱ2λ1λ2
, ν(λ1) + ν(λ2), ν(λ1)ν(λ2)

)
, (3.3)

其中 (a, λ1 + λ2, λ1λ2) ∈ P, λ1, λ2 ∈ B, 构成了五面块 P 的全纯自同构 Aut(P) 的一个子群, 其中 ν 是

一个具有如下形式的 Möbius 函数, ν(λ) = η λ−α
1−ᾱλ , 其中 ω, η ∈ T, α ∈ B.

进一步, Kosiński [78] 完整地找出了五面块 P 的全纯自同构群:

定理 3.13 [78] 五面块 P 的形如 (3.3) 的自同构组成其整个全纯自同构群 Aut(P).

2014 年, Su 等人 [19] 研究了五面块 P 的逆紧全纯自映射, 并且证明了五面块 P 的任何逆紧全纯
自映射必定为形如 (3.3) 的映射:
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定理 3.14 [19] 五面块 P 的任何逆紧全纯自映射必定是形如 (3.3) 的自同构.

本文主要局限在有界对称域上 Hartogs域的 Bergman核展开、平衡度量和逆紧全纯映射刚性. 关

于这类域的其他论题, 可参见综述 (如文献 [9]).
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Metrics and rigidity on Hartogs-type domains
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Abstract This paper mainly deals with the metrics and rigidity on some Hartogs-type domains in several

complex variables. Firstly, we describe the Bergman kernel expansions of canonical metrics for the Hartogs

domains over bounded symmetric domains, and we also obtain necessary and sufficient conditions for the canonical

metrics to be balanced metrics. Secondly, we give the rigidity of proper holomorphic mappings on several Hartogs

domains (i.e., Hua domains, Fock-Bargmann-Hartogs domains and pentablock).
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