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摘 要

给出合取范式与带电质点在某类静电场中势函数的一 一 对应关系
,

证明判断一

个合取范式是否可满足等价于判断一个带电质点在相应的静电场中是否有使其势函

数为零的位置
,

由于带电质点在静电场 中总是沿使其势能下 降最快的方向
,

也就是

沿其势函数梯度指引的方向运动
,

并最终达到势能最低 的位置
.

因此
,

对一个客观

上可满足的合取范式所对应的势函数
,

使用梯度算法是求使该合取 范式成真的赋值

的高效算法
.

关健词 合取范式
、

势函数
、

梯度算法

寻找求解 N P 完全间题的快速算法是当代理论计算机科学的核心问题之一 由于 现代

科技
、

军事以及工商管理的大量重要应用都归结为求解 N P 完全间题
,

因此
,

它又是计算机技

术应用的瓶颈
.

合取范式的可满足性 (简称 S A T )问题是一典型的 N P 完全问题
.

它的快速

求解方法不仅具有重要的理论意义 {ll
,

而且在软件 自动开发技术
、

逻辑推理机
、

大规模集成 电

路的布线
,

以及知识库维护等许多领域都有直接的应用 2[ 一代

人们研究合取范式的可满足性问题
,

是从寻找完全的解法开始的
,

也就是说这种算法能在

有限步内确定一个合取范式是否是可满足的
,

如果可 满足
,

则给出它的解
.

现在完全算法 已

有许多
,

穷举所有可能的赋值及 D
a vi s于ut n

am 算法是这方 面的典型代表 (文献【1
,

习)
.

完全

算法 的缺点是它们 的效率太低
,

基本上不能实用
.

数学 与计算机科学近 20 年的研 究表

明
,

至少到现在
,

人们还未找到关于可满足问题的完全而又快速实用的求解算法 阎
.

在这种情

况下
,

人们开始寻找不完全但却是快速而实用的算法 16一 1叼
.

这里所谓
“

不完全
”

的意 思是指 : 如

果范式是可满足的
,

则此算法将停机并给出一个解
,

否则算法可能不停机
.

本文提出一种依据某类数学物理模型
,

寻找求解 N P 问题快速实用 (但可能是不完全 的 )

算法的方法
,

循此途径所得的算法称为 N P 问题的数学物理算法
,

又被称为拟物算法
,

因为这

些算法是人们通过把待解决的问题与 自然界或人类社会中的某些现象进行类比
,

找到待解决
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问题的物理解释
,

又从这些现象的进化方式或人们处理这些现象的经 验和理论 中受 到启发
,

产生某种求解策略
,

然后才制定出来的卜
” }

.

更重要的是
,

当这种算法在某些特定场合计算效

率有
“

疲软
”

表现时
,

人们还可以十分 自然地利用这些类 比和 问题的物理意义
,

有针对性地对

算法加以改进
,

从而得出更强有力的算法
`,’ }

.

事实上
,

递归论专著 l1s 中给出的许多策略都来源

于人类的实践经验
.

利用这些策略
,

数学家们对递 归可枚举集作 了深刻的研究
,

得 出了大量

的严格定理
.

我们的研究实践也说明卜
” ]

,

沿着这条途径
,

可以为许多 N P 完全问题或 N P 难

度问题的求解设计出效率极高的数学物理算法
.

本文将对合取范式的可满足性问题给出一种快速求解方法
,

并将着重描述是如何沿拟物

途径
,

根据问题的物理数学意义
,

找出 S A T 问题的快速算法的
,

然后解释为什么它能得以快速

求解的物理意义
.

1 关于可满足性问题的算法

有 关可满足性 问题的算法研究是 80 年代末 开始热起 来的
.

H o o k er 首先 使 用整 数 规

划找到一些规模较小的可满足 问题求解 的算法 12I]
,

K a

ma ht 等人则提 出 了 内点方 法
,

并 改

进了 H oo ke
r 的结果113]

.

G u 提出了离散的局部搜索方法 问
.

本节将给出两种最优化算法
.

为

此
,

首先叙述关于 S A T 问题的严格定义
.

定义 1 合取范式及可满足性 (S A T )问题

1
.

给定一命题符集只 它 由 m 个命题符 尸
1 ,

…
,

凡 组成
.

2
.

给定一文字符集 夕
,

一个文字符或是一命题符或是一命题符的非
.

文字符用 Q 表示
.

3
.

给定一子句集 拭 一个子句具有如下形式
:

Q
,

丫 Q
Z

丫 … 丫 Q
, ,

子句用 Q 表示
.

4
.

合取范式集 夕 一个合取范式 (简称 C N )F 具有如
一

「形式 :

C l 八 C
Z

八 二 C
, 、

合取范式用 A 表示
.

一个可满足问题是指 : 对给定的 C N F 是否存在一个关于命题符集的真值赋值使得 A 为

真
.

本文给出的近似算法的基本思路是由下述三步组成的
.

1
.

首先
,

把一个含淆。 个变元的合取范式 (以下简称范式 )看成定义域为 { 0
,

1 }
爪 ,

值域 为

{ 0
,

1 }的整函数 CN F , ,

其中 0
,

1分别代表真假 (或假真 )值
.

因此
,

这个范式的可满足问题就

变为找一组变元的取值
x 任

{0
,

1r
,

使此 C N F
二

(x )达到极大 (极小 )
·

2
.

这种看法初想起来对解决问题似乎没有多大帮助
,

因为求整函数 的极值 同样是很 困难

的问题
.

如果再往前想一步
,

把这 个关于 C N F
爪

的整函数转换为一个实 函数
,

称 为 目标 函

数
,

并且满足
: 此整函数达到最大 (小 )值的充分必要条件是 (实 ) 目标函数达到最大 (小 )值

,

则

此合取范式的可满足 间题就转换为求相应 实函数的最大 (小 )值问题
.

而对于 实目标函数求

最大 (小 )值问题
,

最优化理论和技术提供了大量的快速而有效的解决方法供选择和使用
.

3
.

众所周知
,

用最优化技术求最大 (小 )值的效率高低与 目标函数直接有关
.

也就是与把

整函数 C N F
二

转换为什么样的实函数直接有关
.

研究表明
,

目标函数能否选好的关键在于对
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它的求最大 (小 )值问题是否有一好的物理解 释
.

这也是为什么有些数学物理算法被称为拟

物算法的原因
.

本节将讨论两种转换方法
,

第一种是来 自纯数学角度的转换
,

第二种则有其直接 的物理意

义
.

前者见文献【6】
,

后者则为本文提出
.

在下一节讨论近似算法 和计算结果时将会发现
,

它

们的计算效率有着数量级的差别
.

变换 L

这种变换的基本思路是将 ((P
,

V , 尸公八份 p ,

V p ZV 尸扔转换为对
·

(x
2一 珊+ (x

, 一 1丫
·

雄
·

对
.

用 不 表示这种变换
,

它可被递归地定义如下 :

不 : 凡 ~ 俨 ~ R

不(C
l八 … 八 C ) = 不(C

I
)十 … + 不(几)

,

不(Q
, V … V QJ 二 T找Q

I
)

· ·

… 对(Q ,),

T
I

(P ) 二 戈
,

i二 1
, 二

` ,

m
,

兀份玛 二 ix 一 1
,

i二 1
, “

` ,

川
,

不(乃 = 0,

叽闭 = 1
.

下面这个例子告诉我们变换 1是如何工作的
.

例 1

兀 ((r
,

V , 均 八卜尸
,

V 凡 V均 )

= 不(P
,

V , 均 + 兀份 p
,

V 凡V凡)

二 !不(P
l

.) 不卜尸剑
2 十【兀卜尸

1

)
·

不(尸J
.

不(尸剑
2

二对
·

(x
2一 1丫+ (x

1一 l)z
·

雄
·

;.x

对变换 1
,

用 不()A }
2

表示 兀()A 在点 (砂
l
)

,

… v
(助 )的值

,

可 以证明
:

定理 1 令 A 为一 C N F
,

则赋值
。
使 A 满足的充分必要条件是 兀(A l)

:
达到最小值 0

.

证 结论是显然的
,

由变换 lT 产生的 目标函数是非负函数
,

它的值标志 A 与
“

真
”

的偏离

程度
.

变换 T 2
.

变换 兀 的基本想法是将

(P
: V , 夕 2 )八卜夕 I V 夕 Z V夕 3

)变成
。 ,

x(
1,

x办+ u

xz(
1 ,

x Z , x
p其中

ulx(
! ,

动一

{段
一 `

)xtz,

“
x(z

! ,

一” 一

{
xl (1一

x
仄1

0
,

当 x , < 1且 从 > 0 ;

否则 ;

一 x
J

,

当 x , > 0且
x Z < 1且 x 3 < l ;

否则
.

与变换 不 一样
,

兀也可以递归地定义如下
:

’

兀: 凡 ~ 俨 ~ R,

以 c J+.
二

...,;l

+ 兀 (q ),

(zT Q J
,

当 z(T Q J > 0
,

否则
.

= l
,

2(Q兀0,
f!悦!L

(zT C
,

八 …八 叹) =

写Q
, V … V q ) =
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7试 P,) = 1一 二
.

=1 1 二 ,

m,

双 , P,) = x
.

不 (了) = 1
.

T l

(月 =
:

.0

与变换 T,

一样
,

变换 兀也有相应的定理
.

定 理 2 令 A 为一 C N F
,

则赋值
·
使 A 满 足 的 充 分 必要 条 件 是 兀 ()A }2达 到 最 小

值 .0

证 不失一般性可以假设任意给定的有 。 个命题变 元 尸 1,

…
,

凡 有 n 个子句的合取范式

可 以写成

A 二 C l

八 C
Z

八 一 八 〔几
= (P

、
,

,

\/ 只
.

2

丫只
,

、 I

V 尸
。 1

,

:

丫 只
1

,

2

丫 … rP
,

动八 …八

(nP
, 、
丫只

,

2

丫 … 尸
。

.

* 。

丫互
, , 、
丫亘

。 ,

2

丫 厄
。 ,

、户

按变换 兀给出的相应的实目标函数为

u Z

(x
, ,

一
, 、 。

)一艺
u ,

(x
飞,

…
, 、 附 )

,

l = 1

其中

( l )

。`:厂
` 了 1

,
一 ’

`

(
)厂

义 ,
,

人玉

)“
r了

·

!
“ r

户
r了

, “ 一 ’ 八 r l -

“

l(x,,
’ `

’

, “ 爪
,一

飞京飞点
’ 且 ”

’

“ \与 < ’ 且 ` 以 ’ > 。 且 “
从

“ rI > U
’

u
,

白 火幼
·

(2 )

显然
,

若合取范式 A 可满足
,

则必有一真值指派使 C N F
。 :

的值为 1
,

由函数 U式
x , ,

…
,

、 ) 及变换

兀的定义
,

知函数 U
Z

在该点的值必为 0
.

反之
,

若 目标 函数 U
Z

(x
l ,

…
,

气 )的最小值为零
,

且某

个最小值点为 (x 产
,

…
,

嵘 )
.

对 i = 1
,

…
,

。

释 =

令

李
`

,

若
`
产) `;

走O
,

若 才 < l
( 3)

根据 认 (x,
,

…
,

丸 )的定义
,

知它为一非负函数
.

因此
,

对任意 l
,

1 ( I毛 n ,

有 u,( 才
,

…
,

嵘 ) = 0
.

由

定义至少有一
X

忠满足 1 ( j 毛 k , ,

使 x],
,
) 1

,

或有一 介
,

,

满足 1毛 j 簇气
,

使 xlr
,

,
成 o 成立

·

根据公

式 (3 )
,

对前者有 尸忠为真
,

对后者有群
,

,

为假
,

从而 , 狱
,

为真
·

总之
,

C 为真
,

1 ( l ( n ,

因此
,

伊*l
,

…
,

玲 )即为一个成真指派
,

故合取范式 A 可满足
.

最后
,

需要指出 : 目标函数 U
Z

不是从纯数学角度碰巧
“

猜
”

出来 的
.

它是从对一个物理现

象
,

即带电质点在多维空间静 电引力场中运动规律 的类 比中得到 的 ;换句话说
,

目标 函数 叭

的最小值问题有一 物理模型
.

关于这一点
,

将在第四和第五节进行详细的论述
.

2 梯度算法及计算结果分析

目标函数一旦选定
,

剩 下的问题就是选择什么样的数值算法以便更快地求得最小值点的

问题
.

优化理论和技术为此提供 了许多方法供选择
.

本文所采用的是一种最基本的方法—
梯度法

.

这种算法的基本思路是用 目标函数的梯度制导点 (x
l ,

…
,

气 ) 的走 向
,

使 目标 函数的

值迅速减小
,

并达到极小值
.

这种基本想法可以用下述程序框架描述
,

其中 d 表示计算步长
,

“ 代表 日标函数
,

y ’ * “ 为 (U
x 】, 二 ,

气 )在 U 的梯度的单位向量
, ￡
为步长的最小允许长度

:
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Gra d
一

U

{
。 =I int e Vt c () ;

st eP =O ;

d“ sqrt (l) / l) 0 ( ;

lo o p

{
st eP + + ;

一
(

一

会
,

一会)
;

, 一

找会)
’ ·

·

…
(会)

v `

= v + y
一 l * a * d ;

i f (d簇
。 八 ( U (

v `

)吠U (
v
) ) ) b r e a k :

i f ( (U
v
) > U (

v `

) ) d = d 2/ ;

v = v `

;

}
i f ( U (

v
) = O) r e t ur n s u a笼岛 : e ls e er t

unr af il ;

令变换 不和 兀产生的目标函数分别为 U l 和 认
,

为了测试对目标函数使用梯度算法的

计算效果
,

本文选用 xE ac t一名A T 模型
,

即合取范式的每个子句正好有 3 个文字
,

而子句 中的

每个文字符将从文字符集 Q 中以概率牛
选出

.

用随机产生的 3; A T 合取范式做测试样
一 ’ -

一 ” ”
` - -

一 ” 一 ’ 一 `
’ 一 ’ 一 ’

Zm
’

一 一
一 ` ’ 一 ’ -

一
- -

一
’ -

- - 一
- - - 一

, 一 ’

一
、 ’

一

” 一
’ 一

”
’

本
,

是为了能客观地分析与比较各种算法的性能
.

表 1给出了 U
,

和 矶 用梯度算法的比较结果
. ’

从表中可 以看出 : 两个目标 函数向最小值

点逼近的时间复杂性均呈多项式型增长
,

而不是呈指数型增长 ; 目标函数 U : 比 U
,

的收敛速度

要快一个数量级左右
.

我们将会看到其原因在于 矶 向最小值的逼近有一合理的物理解释
.

U Z

的缺点是随着子句个数的增加
,

它的局部极值点也相应地增加
.

本文还将基于实 目标函数 矶 的梯度算法与基于离散型 目标函数的 lco al se ar ch 算法回作

了比较
.

基于 fo 以 se a c h 的算法也有不少
,

本文用的程序框架如下
,

它相 当于文献【6] 中的

S A T I
.

3
.

S A T I
.

3

v = I in t Ve e t ( ) ;

fo ca l = 0 ;

s e a r c h = O;

w h i le f((
v
) 护 0 a n d fo ca l簇 IL M I T )
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o l k co

l f ni e= tf (
v

);

a e sr ch + + ;

o f r( i 二 O;i 簇 m;i+ + )

{
。 `

=Sa w p( v: , v ,

) ;

i f 仃 ,(
v )节f(

v
) )

v 二 v `

;

}

i f (
o ld e o

fln i e t = f(
v
))

o r (s e a r e h 杂 M A X S E R A C H S T E P a n d f (
v
)笋 0 )

{
v == In i t Ve

e t ( ) ;

ol ca l 十 十 ;

s e a r e h = O;

}
i f (f (

v
) = 0 )

r e t ur n s u e e e ss :

e ls e r e t u r n af i l;

}

表 1 rG
a d

一

U、
和 G ra d

一

〔 JZ
的 比较结果

a )

合合取范式 (I
,

m
,

司司 执行时间 ( 1/印 s ))) 循环次数数 样本数数

变变变 子子 子句句 最大执行时间间 平均执行时间间 最小执行 时间间 最大循环次数数 平均循环次数数 最小循环次数数 成功次数数
兀兀兀 句句 长度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度度
数数数 数数数 认认 U

lll

222U U
lll

认认 队队 矶矶 以以 从从 U
zzz

从从 认认 从从 以以

!!! oooo ! oooo 333 印印 75 222 3000 4 9 777 2 333 25999 111 ]]] 111 lll 111 】】 l 000 l000

111的的 12 000 333 4333 12 1000 3 222 7 1999 2 777 35 555 lll lll lll lll lll 111 l 000 1000

111的的 14000 333 5 111 1 15 888 4 lll 77666 3 lll 39888 lll lll lll lll lll lll l 000 l000

111印印 1印印 333 9888 158 888 6222 95 333 4 888 47 555 lll lll lll lll 111 lll l 000 j000

111的的 18000 333 7777 136 555 6 lll 10 5 111 肠肠 76 111 lll lll lll lll lll lll l 000 l000

111的的 2仪 ))) 333 10555 192000 7 888 13斜斜 印印 92 111 III 111 lll III 111 lll l 000 l000

111的的 22000 333 120 333 18 1222 2(又又 137444 7 555 9以))) 333 }}} lll lll lll lll l 000 l000

111的的 2粼 ))) 333 8 1777 156888 2韶韶 158 555 7 666 82 333 222 lll lll lll lll lll l 000 l000

111的的 2以jjj 333 29 1777 2 7 7999 79 888 1男 999 11 111 1 12 555 444 lll lll lll 111 111 l 000 l 000

lll的的 2别〕〕 333 2 79444 35 7999 72 888 2 07 888 12 666 97 000 444 lll lll 111 lll 111 l 000 l 000

111印印 3oooo 333 l的 2666 9 24 111 2 86222 3 7 5777 15 333 18 1888 l 222 222 333 ]]] lll lll 1000 l000

111的的 3 2000 333 麟7222 1(〕2 3888 3 93 555 775 777 2(只只 149 222 888 222 444 lll lll lll l 000 1000

111oooo :冲 ))) 333 120 1666 15 59666 铭7 222 879777 23 111 150 888 l 222 333 444 lll lll lll l 000 l 000

111oooo 3团团 333 13 62666 567 6555 4 33 555 1(幽5333 1例 999 188 222 I777 444 999 lll 222 lll lOOO l000

111田田 3 8000 333 13 58 666 l卯 3000 55印印 l粼 )8777 15 3444 25 3777 l lll 333 555 lll 222 lll lOOO l 000

222以 ))) 2(X】】 333 17 777 义拓 lll 12999 279 222 10 222 74 888 lll 111 lll 111 lll lll lOOO l 000

222仅〕〕 2 5000 333 2(珍珍 7 1必必 1麟麟 4 12333 12 999 18 6555 lll 111 111 lll ]]] 】】 1000 l000

222X( 】】 31刃刃 333 18 1222 70 2444 4 2222 4夕又又 18 111 28砚砚 222 lll lll 111 lll lll l ())) l000

222〕 ))) 3 5000 333 2 13 333 10 5 1222 , 〕333 5以 555 20 888 29科科 222 lll lll 111 111 lll l000 l 000

222以))) 中阴 ))) 333 2 84 999 1 16 5( ))) 1伪 555 份 5888 3 5 111 33 3666 222 lll lll 111 lll lll l 000 l000

222加加 4 5000 333 2 63 222 12 35888 78888 75( 科科 34 222 33 7777 333 lll lll lll lll lll l 000 l 000

么么沉))) 夕X))) 333 6 77 222 119 3444 197 222 92 5000 42 555 49 5 111 333 lll lll III 111 lll l 000 1000

a) 在 Sun S p ar c Z 工作站上执行
.
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上述离散型L Oc a l Sa ec r h方法中
,

目标函数为 )为赋值
。
使得 C N F 中子句为假的个数

.

表 2给 出了 SA T I
.

3 与 G r a n d
一

u
Z

的比较
.

可以看出
: 当子句和变量个数较小时

,

S A T I
.

3 的

执行时间要 比 G ar d
一

U : 短 ;而 当子句或变量个数增加时
,

s A T I
.

3 的平均执行时间呈非线性增

长
,

其计算成功的可能性大大降低
.

随着子句及 变量个数增加
,

G ar d
一

矶 比 S A IT
.

3 的优越性

也愈加明显
,

并显现出数量级的差别
.

此外
,

S A T I
.

3 的最大执行时间与最小执行时 间相差很

大
,

而且与初始点的选择有关
.

表 2 S A T I
.

3和 Gr
a d

一

矶 的比较结果
a )

合合取范式 ( I
,

m
,

心心 执行时间 ( l/ 印 s))) 循环次数数 样本数数

变变变 子子 子句句 最大执行时间间平均执行时间间
匾
小执行时间间 最大循环环 平均循环环 最小循环环 成功次数数 超时次数数

兀兀兀 句句 长度度度度度 次 数数 次 数数 次 数数数数
数数数 数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数 矶矶矶矶矶矶 5 1 333 矶矶 5 1

.

333 认认 5 1
,

333 矶矶 5 1
.

333 认认 5 1
.

333 矶矶 5 1
.

333 U 222 5 1
.

333 U 222 5 1
.

333

111oooo 1oooo 333 4666 1000 3222 444 2222 333 111 222 111 111 lll lll 1000 l 000 000 000

111oooo 12000 333 5000 2777 3666 l 000 3333 444 lll 444 111 lll lll lll l 000 l 000 000 000

!!!加加 14DDD 333 研研 3 lll 铭铭 l 444 3555 555 lll 333 lll 222 lll lll l 000 l000 000 000

111oooo 1印印 333 8444 3 555 5888 l999 4222 666 lll 333 lll 222 lll lll l000 l000 000 000

111的的 18000 333 刃555 17 666 13444 7 lll 4999 666 222 l 444 lll 555 lll lll l 000 l 000 000 000

111oooo 2《X))) 333 67 666 40 888 2喇〕〕 13 000 7000 l lll 222 2 555 lll 888 lll lll l 000 l 000 000 000

111的的 22000 333 5 2666 6叙iii 20 555 24666 6666 2999 222 4222 lll l 555 lll 222 l 000 l 000 000 000

111oooo 24DDD 333 1 17777 2 5愉愉 38 666 l料 lll 6 222 l 333 333 13 999 lll 5333 lll lll 1000 l 000 000 OOO

lll oooo 2印印 333 另 , OOO 26 2 111 8月999 8 2444 7 888 8222 555 13 000 222
’

3999 111 444 l000 1000 000 000

111oooo 28000 333 87 5 888 122 5777 18 3888 拼 7888 13 111 l 777 666 49 111 222 10 111 lll 111 l 000 l 000 000 000

111oooo 3的的 333 147 333 2夕刃 333 4 1666 6% 555 14000 3 6777 222 87 777 lll 23999 lll l 333 1000 l000 000 000

111oooo 32DDD 333 10 22 111 18印 7 888 3印 222 6 l8 8())) 11999 3 8777 l 000 589999 444 1男因因 lll l 333 l000 l000 000 000

111阅阅 3叨叨 333 7 86222 19 19 555 3 80 888 95 3222 16888 4 4 1999 999 6 2222 333 3 1333 lll 14555 888 444 222 666

111oooo 3印印 333 1552 999 26 10 555 8 85 111 13 1 1000 12 5555 27444 l000 7 8333 555 3%%% 222 999 888 444 222 666

111oooo 今 J〕〕 333 1658 666 25 2 1888 72 7000 23 38 777 143 000 2 155 777 l000 6 5333 444 日拓拓 lll 5 5999 444 222 666 888

111oooo 4 2000 333 167 1444 优优 9 5( 片片 的的 25 555 闺闺 l222 闺闺 666 的的 lll cooo 333 000 777 l000

111oooo 4俐〕〕 333 166 3888 喇叉)田田 1 656 555 喇为的的 l e诊 222 书为 6999 l 222 9翻翻 l lll 9研研 l 000 9麟麟 222 lll 888 999

222(刃刃 2(力力 333 2 6777 ! 2777 14 111 5444 7 777 l999 lll 333 lll lll 111 lll l 000 I 000 000 000

创创洲〕〕 2粼))) 333 24 333 5 8000 16 111 10 555 9444 2 lll lll l000 lll 222 111 111 l 000 1000 000 000

222仪 ))) 28DDD 333 37 0666 5 ooos 6 3333 2的的 13 555 2 333 222 999 lll 333 lll lll l 000 l 000 000 000

222(刀刀 32000 333 4冲抖抖 65 7333 7(碎碎 1 15555 18 333 3222 222 7 888 lll l444 lll lll l 000 l 000 000 000

222田田 3印印 333 2 39 333 5 12444 7 0888 17 1222 23 555 14777 222 5 222 lll l 888 lll 222 l 000 1000 000 000

222侧〕〕 喇洲))) 333 34 印印 22 5 1777 72 111 46 5888 34 111 印印 222 19999 lll 4 lll lll lll l000 1000 000 000

222〔幻幻 4《 ))) 333 49 1 ]]] 1126 7 111 9以 ))) 2 37 1333 30 777 329 111 333 85 666 lll 18 555 111 2 666 l 000 l 000 000 000

222X())) 今8 000 333 7 73 666 《 )20 1555 1 59777 10 27 4444 30 777 97 5 111 555 2肠 555 222 70 111 lll 6999 l 000 l 000 000 000

需要指出的是 : 本文省略了梯度算法与 D va is一 ut an m 算法 的 比较
,

因为 当子句或变量个

数增加到一定数量时
,

D va is 一ut n a 们。

3 C N F

算法的执行时间要远 比 G r

ad
一

矶算法长得多
.

可满足问题与覆盖问题 llq

本节将通过一个简单的例子给出 CN F 的可满足问题与覆盖 问题 l0I] 的关系
.

取范式 :

伊
I V 尸办八卜 P t V玛 八卜 p

,

V , 均
.

考虑下述合

(4 )
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与第二节一样
,

逻辑
“

真
”

与
“

假
”

分别用 自然数
“

1
”

及
“

0
”

标志
.

考虑二维实平面到 只
,

i = l
,

2 赋值的变换
二

0
,

随意给定

若
x ,

) 1 ;

若
x ,

毛 O; ( 5)
o 或 1

,

若 O < x ,

< 1
.

`,了月、.1
、

一一尸

JJJJJJJJJ

lllll / / / / / / / 洲洲
】】】 / / / / / / / ///

11111 / / / / / / / ///

111 --- I / / / / Z
进巴二二ZZZ

((( / / 尸洲厂 Z不不二二

图 1

a( ) x , 蕊 0
,

、 2 续0
.

( b) x 延 ( ) * 2 ) 1
.

(c) x . ) 1 x Z ) l (d ) 0蕊 、 ; x Z赓 l

在此转换之
一

「
,

显然
,

合取范式 4 中第三个子句 二尸
,

丫二尸
2

成真的充要条件为
x ,
蕊。 或 x Z毛 0,

或者说点 x(
, ,

凡 )处于平面的第二
、 ·

三
、

四象限
,

即游动点 (x
l ,

丸 )被图 1a( )中有水平阴影线 的以

GK D 为边界的固定闭区域 n l 所覆盖
.

同理
,

合取范式 4 中第二个子句 , 尸
.

丫凡 成真的充要

条件为 x l
毛 O或 x Z ) 1

,

即游动点 (x
、 ,

凡 )被图 1山)中带有垂直阴影线的以 E L C 为边界的固定闭

区域 11 所覆盖 ;合取范式 4 中第一个子句 尸 1

丫 尸
2

成真的充要条件为
x l

) 1或 x Z
) 1

,

即游动点

(x
【,

凡 )被图 lc( )中带有斜阴影线的以 A J F 为边界 的固定区域 I 所覆盖
.

因此
,

为合取范式 4

找一个成真赋值的问题等价地变为在实二维欧氏空间中找一个点 (x
1,

凡 )使其被三个已知区域

I
,

11
,

11 1所共同覆盖的问题
.

4 目标函数 矶的物理意义

设想 上节提到的区域 I
,

11
,

111 分别为带有正电荷的金属板
,

金属板与金属板之 间用绝缘

层隔开
.

金属板为导体
,

其中的静电势皆相同
,

设带有单位负电荷的质点 P 在平面上的 坐 标

为 (x
, ,

丸 )
, `

它受到分别来 自王个金属板 I
,

11
,

川 的三个静电引力 式
,

兀
,

兀 的作用
.

质点 尸

在这 三个力的驱使下运动
.

每一个金属板都有一将质点 尸吸引到处于本板之上的要 求
,

只要

质点 尸不在此板上
,

它就受到这块板引力的作用 ;直到质点处于本板之上
,

此金属板对质点的

引力才消失
.

这时质点又会受到其他金属板的引力作用
,

向这些金属板运动
.

总之
、

一旦某

块金属板的要求已被满足
,

则它对质点的吸引立即停 止
,

并将机会让给别 的金属板
.

这种基

于静 电引力与金属屏蔽现象的运动图案
,

恰好与现代递归论 中逐步满足某种相互制约与关联

要求的
“

有穷损害优先策略
”

(if n i t e inj u r y s t r a t e g y )的精神是一致的 ! ,习
.

这种运动图案可以精确地描述如下
: 设三个带电金属板 I

,

H
,

11 1分别产生 自己 的静 电势

场为
。 1

(x
, , x
办

,

姚 (x
1, x
办及 姚 (x

l , x
办

.

因此
,

系统的总静电势场 v(
x , , x
办为

V (x 卜 x
J = u l

恤
、 , x
办+ u Z(x l , x

办+ u 3
x(

1, 、
J

.

(6)
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带电质点

7 ) (

其中 ga r d

K受到的静电引力为

尸 =式 +凡 +巩 =一盯a dy = (一 ga r du, ,

一 盯a d u Z ,

一 盯a d u 〕

为梯度算符
,

V 的梯度向量为
、

_
, 、

了日v (x
, , x

J 日v (x
, ,

x办\
g r a a v 林 1 , x 沙二 l 一一

-百二一一一
, 一一

州

有万一一一 j
·

\
U无 l 盯人 2 /

(8 )

现在我们具体推导出 (6) 式中 % xl(
,

x办的解析表达式
,

由静电学 理论知
,

姚 (x
l , x
办在第

二
、

三
、

四象限
,

即在金属内部
,

取值为零 ; 妈x(,
, x
办在第一象限即是在真空中

,

满足 aL p al ee 方

程
,

于是对
u

sx(
1, x
办的定解条件为

{镖
旦

+

镖黔
一 0, 当“ 。闪 “ 第一象限内” ;

、 妈xl(
,

动 = 0
,

当点 x(
1, x
公在第一象限的边界线上

.

(9 )

现按分离变量法求非零解
.

令 姚xl(
, x
办= 。

(xt 加 (xz J
,

代人 (9 )式得
v l ,,

x(
1

) v

x(z 公+ v l v
犷x( 办= O即 v l l,

x(
.

) /
v t

x(
1

) = 一 v

z’’ x( 剑
v

x(z 9
·

于是
v

产x(
1
)/

v l

x(
l

) = 一 v

岁x( 剑
v

x(z 办= C
,

此处 e 为常数
.

令 e = o
,

得 衅林
1

) = o
, v

岁(x办= 0
.

于是 v l

(x办= c l l x , , v

xz( 办= c 2 1x + c 二
,

得
u 3

x(
1 , x
公= c(

1 l x , + e 1

) c(
二 x Z+ e劝

.

由边界条件及 “ ax(
1 , x
公为非零解

,

定出
e , 2 = e二 = O

,

于是
u

s(x
, , x
公= e , l e Zl x , x Z ,

知函数
u
办

, , x
办= x l x Z

为满足定解条件 (9) 的非零解
.

从而静电势函数 妈伪
, x
办在全平面上的解析表达式为

, _ _ 、 _
_

f
x l x 办

u

好
, , ` ” 一
飞。

当 x , > O并且
x Z> ;0

当 x l蕊 0 或者
x Z簇 .0 ( 10 )

u

s(x
t ,

司恒非负
, u

xz(
l , x

J 的值代表金属板 n l 对坐标为 (x 、 ,

从)的质点 尸 静电引力势
.

同理得出

静电势函数
u

xz(
1,

x公在全平面的解析表达式为

u(xz
1,

劝 一

{留
一 `

愧粼翼狱 ( 1 1)

静 电势函数 ul x(
, ,

x公在全平面的解析表达式为

ul x(
1,

x办=
( l 一 x l

) (l 一
x
办

,

当 x , < l 并且 x Z < l :

0
,

当 x l ) 1或者 从 ) 1
. ( 12 )

( 10卜 ( 12) 式的叠加即是体系的总势能 V xl(
,

动 的解析表达式
.

显然
,

本节的 ul
, u Z , u 3

及 V (xl
,

x公与上节对区域 I
,

H
,

n l 的描述
、

第二节的 目标函数 矶 完

全一致
.

这也就是说
,

如果在 (x
1 ,

凡 )
,

质点的势函数为零
,

即 V (xl
,

x办= 0
,

则此点被三个区域 同

时覆盖
,

也就是与此点对应的真值赋值
,

使与 V x(
1 ,

x公对应的合取范式为真
.

由于带电质点在静电场中总是沿使其势能下降最快的方向
,

也就是沿其势函数梯度指 引

的方 向运动
,

并最终达到某个势能
“

局部
”

最低的位置
.

因此
,

对目标 (势 )函数 矶
,

使用梯度算

法总能以最快的速度达到某个极小值
.

关键问题是只有 当质点到达使势函数为 O的位置
,

其

相应的合取范式才为真
.

为此
,

当带电质点达到某个势能
“

局部
”

最低 的位置时
,

必须给它一

点能量
,

使之
“

跳出
”

势能
“

局部
”

最低位置
,

然后再沿梯度方向重新寻找势能
“

绝对
”

最低位置
.
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但即使质点到达了势能
“

绝对
”

最低的位置
,

也不等于说在此处势函数为 0
.

事实上
,

势函数最

低值是否为 O
,

不是由梯度算法决定的
,

而是 由金属板的分布决定的
,

或者说 由合取范式客观

的可满足性决定的
.

梯度法在这种意义上是不完全的算法
.

以上是标法 G ar dn
一

认 的物理意义
.

据知
,

这是 当前国际上已公开发表的合取范式可满足

性求解的效率最高的优化算法
.

最后
,

需要指出的是本文在方法论上的意义
,

这就是 : 寻找有物

理解释的优化算法
,

是求解 N P 问题的重要途径
,

它有时 比没有客观对象的纯粹数学猜想为

好
.

致谢 作者感谢 吕卫峰为比较本文涉及到的三种算法进行 了大量的计算工 作
,

并制成本

文中的两张表格
.
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