
中国科学 E辑 信息科学200 4
,

34 ( 4) : 4 01 码巧

均匀分块矩阵的分块 T E R M 分解
’
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,

视觉与听觉信息处理国家重点实验室
,

北京 100 8 71 )

摘要 为提高整数变换的效率并实现并行化
,

在均匀分块方式下探讨分块矩阵的

分块 T ER M 分解
.

从扩展行列式 det 定义着手
,

定义 了一个分块矩阵映射至矩阵的新

函数— 刀 E T
.

并证明
,

它不仅具有一些可与 de t 相类比的重要性质
,

而且对 de t是完

全兼容的
.

利用这些定义和性质
,

最终得出: 任意给定一有限维可逆线性变换矩阵和

分块方式
,

总可把它分解为不超过 3 个分块 (单位 )ET R M 之积 (可能需要置换和

cS ial ng 预处理 )
,

并由此得到了适于并行的分块单位 S E R M 分解式
.

该结论不仅能涵

盖元素矩阵最优 T E R M 分解的结果
,

而且可提供灵活的分块方式
,

从而为高效合理

地并行实现整数映射奠定了基础
.

关键词 整数映射 无损压缩 并行计算 分块矩阵 行列式 矩阵分解

由于实际应用中计算精度和存贮容量 的限制
,

用于数据无损压缩的变换应

当是完全可逆的整数映射
.

早期人们在这方面的尝试包括 lB u m e 等人提出的 S 变

换 乏̀ ]
,

z a n d i 等人的 T s 变换 { 2 ]
,

s a i d 等人的 s + P 变换 [ , ]以及 o o

mr i s h 等人的颜色

空间变换 4[] 等等
.

它们显示了整数变换技术在图像压缩
、

感兴趣区域编码
、

渐进

传输和统一的有损 /无损压缩系统中的良好前景
.

可惜当时人们在构造正逆整数

变换时大多借助一些特别的技巧
,

尚未形成一套行之有效的统一理论
.

B ur e k er S
等人 5[] 从网络结构角度对完全可逆和完全重构的研究对以上问题有

很强的指导意义 : ( i) 梯形网络结构是完全可逆的基本单元
,

且其正逆变换实现

有
“
对称性

” ,

至于具体线性和非线性算子 (在压缩中分别对应变换和量化 )则是非

本质的— 这样我们就不必煞费苦心地针对某特定取整方式去一步步构造正逆

变换 ; ( 11 ) 反映到矩阵结构上
,

完全可逆的可能性依赖于向量矩阵分解式存在与

否
,

其中行向量矩阵本质上等同于单位 SE R M ; (iii ) 单位三角矩阵总可分解为向

量矩阵之积
,

进而在相差一个置换的意义下行列式为 1 的矩阵也存在向量矩阵分

解式
.
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遗憾的是
,

B ur ek er S 等人的工作在当时未引起足够的重视
.

直至用于构造第

二代小波的提升方案 i(l ift n g S hc e m e ,

L )S 6[] 发表后
,

人们才开始利用 L s 的简化梯

形结构来系统的研究整数小波变换
.

D e w it et 等人 7[] 首先将非线性取整操作融合

至提升模式中
,

自然而简便地构造并实现了正
、

逆整数小波变换
.

C al de ht an k 等

人阁更是将以往的 s 和 T s 等整数变换全部纳入到小波提升框架之下
,

并推广至

一般的整数小波变换
.

此后这类整数实现的研究蓬勃发展并被广泛应用
,

但绝大

多数在构造过程中仍未脱离提升步 i(l fu ng st 叩 )的限制
.

基于梯形网络结构
,

郝鹏威和石青云 l9] 最先针对一般的有限维可逆线性变换

运用矩阵分解给出了整数实现
.

最近
,

他们又给出了个数最优的分解式【’ 0]
.

事实

上
,

基于此分解技术的多成分变换的可逆整数实现已被新的图像压缩国际标准

PJ E G 20 00 所采纳【川
,

其提案已收入 PJ E G 200 0 标准第二部分的最终文本中
.

1 整数变换矩阵分解理论 9[]

分解的基本构成元素是三角基本可逆矩阵 (T E RM)
.

它们是一类特殊的三角

矩阵 : 对角元由整环的单位群的元素所构成— 在 { a + ib ! a ,

b o z }上就是月 和土 i,

这也就是文献 l[ 0J 定义的所谓整数因子
.

显然
,

单位三角矩阵是特殊的 ET R M
.

具体来说
,

设 A = ia[
,

j ]为 N 阶上 T E R M (uP pe r T E
脚 )

,

其对角元顺次为 jl
,

…
,

而
,

则正变换 y = A x 可按

全
陀= 爪+ l

一
,
· 、

…
,

1` 川 蕊 N 一
lesesesesesesL

+
编

·

mj一一

= 了N劫

从Nyy

厂1.
,

ee
之Illesl

方式实现
.

其逆变换可用如下递推方式实现
:

f } 夺
枷 = y N / 了N ; 气 = } y从 一 } 乙

几 = 爪 + l

am,
。

\

」卜
优

一
l,..

一 l,

这里
, “

「」
”

可选为上 /下取整
、

四舍五入
,

或其他取整方式
.

对于下 T E R M(fo w er

ET RM )同理
,

但逆的实现要按自上而下进行
.

可见 ET RM 变换具有如下特点
: (I )

它是完全可逆的整数映射 ; (2 ) 逆变换的实现无需求变换矩阵的逆
,

只要利用原

矩阵 A 对应的梯形结构递推 ; (3 ) 实现过程可在原位上计算
,

不必分配额外的存

储空间
.

所有这些对于无损压缩都是很有吸引力的
.

另一种基本矩阵是单行基本可逆矩阵 (S E R M)
,

即除去某行和整数因子所构

成的对角线外其余元素为 。 的矩阵
.

单位 s E
枷 可以表达为 s , = I 十 ie扩

,

其中 。

为第 i 元为 1 而其余元为 0 的基本向量
, : ,为第 i 元为 O 的向量

.

易知
,

通过一次

行列置换可将 S E R M 转化为简化的 T E R M
,

而且其逆变换的实现具有并行结构

SC IE N C E I N C H I N A S e r E I n fo r
m

a t i o n S c ie n c e s
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(这种特性可推广至分块SE R M)
.

文献[ 10 ]得出的主要分解结果有 :对于 Nx N阶非奇异矩阵 A总有如下分解

式成立 :A=尸乙。S U
O,

其中 L 和 U 分别为单位下
、

上三角矩阵
,

D = id ag (l
,

… l,

de (t p T
)A )

,

S。为对应于末行的单位 s E R M
,

亦为下 ET R M (文献 [ 10] 之定理 3)
.

特

别地
,

当 de (t A )为整数因子时就得到 A =

PL US
O ,

相应的 S E
MR 分解式为 p T A =

勒 … 5 1
50 (文献 [1 0] 之定理 4)

.

于是
,

A 可通过三个 T E RM 或 +N 1个 s E R M 实现

整数变换
.

不过
,

虽然 T E R M 的逆变换免去了求矩阵逆的复杂运算
,

但本质上是一种递

推算法 (比如
,

上 T E RM 之逆必须 自下而上逐步进行恢复 )
,

这使得大阶数矩阵按

T E R M 分解式的整数实现效率不高
.

另一方面
,

即便对于单位 SE R M 逆变换各分

量可并行恢复
,

但 由于只改变一个分量值 (对应一个提升步 )
,

实际计算中 S E RM

分解式对应的整数逆实现依然是串行的
.

为提高线性变换整数可逆实现的计算效率并使之并行化
,

本文将研究均匀

分块矩阵的最佳分块 T E R M 分解
,

这可视为郝鹏威等人工作的继续
.

分块 T E R M

是一类特殊的分块三角矩阵
: 对角线上各矩阵块都是 由整数因子所构成的对角

阵
.

这显然也包含了分块单位三角矩阵
.

相比之下
,

分块 T E R M 是更强的 T E R M
,

有更多的结构性零元和分块方式以供选取
,

这些能进一步降低分解和变换的计

算量并为用户提供更大 的灵活性
.

更为重要的是
,

由于我们最终得到的分块

T E R M 分解完全能兼容文献 [ 10] 对于元素阵的讨论
,

故可借助类似的手法将其转

化为适于并行的最优分块 S E R M分解式
,

并根据实际处理器数 目合理分块以分配

作业平衡负载
.

我们将先在均匀分块前提下扩展行列式 (de )t 的定义
,

得到一个分

块矩阵到矩阵的映射田E 乃 ; 接着在充分讨论其性质的基础上
,

研究分块单位三

角矩阵分解
,

最后 自然地推广到分块 T E R M 分解
.

2 符号与约定

在下面的讨论过程中
,

我们约定 :

·

称尚未分块的矩阵为元素阵
,

以区别于分块矩阵 ;

·

分块矩阵皆均匀分块
,

也就是说
,

分块矩阵的各构成矩阵块是大小相同的 ;

不妨设原分块矩阵所对应的元素阵有行列式 (即为方阵 )
,

这样各个矩阵块其实就

是同样大小的方阵 (实际应用中我们往往能够借助沿对角线添加 I 补足的方法以

r
A l l … A l·

1
满足均匀分块的要求 .) 下文用 `一 {

: :
{
来记行块数

、

列块数为 ” 的一般

L人
l … 人

。

」

均匀分块矩阵
,

其中 iA
,

j 为方阵且等阶
,

l延 i
,

j 〔 ” ;

w w w 名 e ic hi n a
.

e o m
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·

以 A n( i l
,

几
,

…
,

im ; lj
,

j Z ,

…
,

扁 ) 表示从 A
。

中取第 il
,

12
,

…
,

偏块行 和第

j l ,

j Z ,

…
,

扁块列的交叉处元所得到的子分块矩阵
,

其中 1延 il <
几.< 二 <

编〔 n,

l成 lj < j: .< 二 < 爪 ( n ,

m 蕊 ;n

·

以 X
·

i( ) 十 ( )j 分 (j )’ 记如下分块初等行变换 : 第 i 块行左乘矩阵 X 加至第

j块行 ; 类似地
,

以 i()
·

Y + (力分 ( )j
`

表示分块初等列变换
: 第 i块列右乘 Y加至第

j 块列
.

3 D E T 函数

在本节中我们将行列式函数扩展到分块矩阵
,

以便得到一个从分块矩阵到

矩阵的映射
.

定义 1 对于分块矩阵人
,

称 B * = A (1
,

…
,

k ; l
,

…
,

k 一 l
, n )

,

l 毛 k 蕊 n 为 通
。

的 走

级准顺序主子分块阵
.

这里
,

我们所定义的准顺序主子分块阵的取法不同于经典的元素阵顺序主

子式的取法
.

3
.

i w (” ) 的引入

首先来定义 w (n) 函数
.

定义 2 对于分块矩阵 A , ,

w (n) (A
。

)采用如下递归方式定义
:

( l ) 当 。 二 l
,

w ( , ) (lA ) : = lA
l ;

(2) 对于 。 = 2
,

分块矩阵 A Z的右上角元 人
: 可逆时

,

w (2) (A
2 )有定义且规定

如下 :

w ` , , ( A
Z ) := 注 22

耐
A l , 一 A Z ,`

(3 ) 对于 。 ) 3
,

当 w (
” 一 `) ( A

。

( l
, 二 , n 一 l ; 1…

, 。 一 2
, 。 )) 存在且可逆时

,

w (” ) (A
。

)

有定义 :

w `· , (人 ) : =

斌絮
一 , 一

斌女
一 2 (斌戈

n 一 2 )
一 ,

斌经
n一 , ,

其 中州 为 w沁 l)( 人 (l
,

…
, 。 一 2

,

;1 1
,

…
, 。 一 3

,

j
,

n) ) 的 简 记 符 号
, 。 一 `蕊 ` ( n,

n 一 2蕊 j 簇 n 一 1
.

假定 w间 (A
。

)有定义
,

可计算得

, , 、

「A
l ,

A
l 。

1
W

、”
(A , ’ 一 W

、 ”
( A l , ’ 一 孟“ ,

W
、 ` ’

( A , ’ “ W
、` ’

{
,

;;成」
= A , ,

叼 lA
, 一 A Z , ,

SC I E N C E IN C H IN A S e 「 E I n fo r
m at i o n S e ie n e e s



第4 期 佘轶原等
:

均匀分块矩阵的分块T R EM分解

_门、

[ ll A札 ` 13

…
W

、“ ’

(凡) 一 W
、J ’

{
AZ, A , , A Z,

】
一 D二岌一 D生二

’

(D玉了)
一 ’

D玉飞

L凡
1
凡

:
凡

3 」
= (3A

3 A言1A
2 一 3A

2 )一 (3A
3

叼
A l , 一 3A

1)( A 2 3 A忿1A
, 一 A Z I )

一 , (A 23

叼
A , : 一 A 2 2

)
,

以此类推
,

我们可以递推地获得各阶 w (n) 的展开式
.

3
.

2 w (n ) 的性质

下面我们来详细讨论 w (n) (A
。

)的性质
.

[ A
l ,

… tA
_

]

性质 1 分块矩阵 A 。 = } : : }满足 lA
, 可逆且 人

l =

一 人
.

1 = 0
,

若

L人厂
二

nA
。

」

w ( n ) ( A
。

)有定义
,

则W (
” 一 , )

W(n (2
,

…
, n : 2

,

…
, n ))有定义

,

且

w (
n

) (nA ) = w (
n 一 , ) (A

。

( 2
,

…
, n ; 2

,

…
, n ))

,

V n ) 3
·

证 n 二 3 时
,

D男
一 A 23 A忿lA

, ,

叫刃
一凡

3 A忿A I ,
.

于是 A Z。可逆
,

故 w `2) (凡 ( 2,

;3 2
,

3) )有定义
.

此时

W `, , (A 3 ) =

叫潜
一 D;刃( D玉刃)

一 , D玉翌
一

砚整
一
人

3 A己人
, A召人

3

戈 ;D ;谁
二人

3

戈互人
2 一人

2 ,

运用递推
,

可证 n > 3 时
,

对 n 一 1延 i簇 n , n 一 2 簇 j ( n 一 l 有

w (” 一 , ) ( A
。

(一
,

…
, 。 一 2

,

i: l
,

…
, n 一 3

,

j
, n

) ) = w (n 一 2 ) (人 (2
,

…
, n 一 2 : 2

,

…
, n 一 3

,

j
, n ))

·

故原命题成立
.

性质 Z w (n) 对分块矩阵的末块行和第 n 一 1 块列分别有左
、

右线性性质
.

即 : 当 n > l 时
,

A n 一
,

l

XA
n

,

, + A二
,

1

入
,n

A。 一
1,n

… 叉滩 .n 。 +

,

」一「
A凡

,
。

」 L

A一
,

l
lA

,n

A n 一 l,l

截 ,l

A n 一 l ,n

式
,n

一lwe
...

es
esIL

W

… lA
,n 一

lY +
截卜

1

… nA
,n 一 IY + 截

,n 一 1

A I
, ·

…
, _ 、 I _ 、

r
AI

,

1

:

}
一 W

、 “ ’

`人 ’
`

r + W
、 “ ’

{
:

人
,
。

」 LnA
,l

… 暇
n 一 ,

lA
,n

… 截
,

1
人

,n」
! IJ,叭n

A…A
厂leseseses

es
llL

凡

W

w w w
.

s e i c h i
n a

.

e o m
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于是
,

当 X
,

Y 可逆时有

= w ( n ) (A
。

)
,

l 延 i ( n 一 l

lA
、
。

A
n , n」一

’ (一 ’ ` ” 一 `
’

证明略
.

应用以上性质及数学归纳法
,

可得如下命题
:

命题 1 若分块矩阵 A 。

末块行 (或第 n 一 1 块列 )元素皆为。 且 侧 n) 定义存在
,

则 W〔n ) (nA )为 0
.

即W协 ) ( A
。

)存在且 A 。
,

` = 0
,

l 〔 i ( n 二 w (n ) (nA ) = 0
.

命题 2 若分块矩阵 A
。

末块行 (或第 n 一 1 块列 )与其他某块行 (块列 )相同且

州
n
)定义存在

,

则 w (” ) (A
。

)为 0
.

下面来讨论 侧哟对初等变换的性质
.

性 质 3 假定原分块矩 阵之 州哟存在
,

对如 下分 块初等行变换 x
·

i()

十沪 分 0’)
` ,

当 i < j 时
,

州川在变换前后保持不变
,

证 先归纳证明 =j ;n 再用此结论归纳证明 j 二 n 一 l 的情形 ; 最后利用以上结

论和归纳法对 j ( n 一2 情形证明
.

性质 4 假定原分块矩阵之 蒯川存在
,

对于如下分块初等列变换 i()
·

Y +

沪 分 仍
, ,

当 i = 。 而 j < 。 时
,

侧n) 在变换前后保持不变
.

证 n = 2时容易验证
,

再用此结论证明 n = 3情形
,

递推即可
.

.3 3 D E T 的引入

应用 侧 n)
,

我们给出 D E T 的定义
.

定义 3 对于分块矩阵 A
n ,

刀石T (A
。

)采用如下递归方式定义 :

( l ) 当 n = l
,

D E T (lA ) := A l , ;

(2) 对于 。 ) 2
,

当 w (n) (人 )存在时
,

则 DE (T nA )定义存在且规定如下 :

那
T (nA ) := w (n ) (nA )

·

那
T (nB

一 , ) = w (” ) (nA )
·

D E T (nA ( l
,

…
, n 一 l: l

,

…
, n 一 2

, n ))
.

从以上定义可见
,

若刀石 (T 人 )存在
,

则其各阶准顺序主子分块阵 B * 之 D E T

亦存在
.

从计算DE (T A 。

)的过程中也可获得各个DE (T 凡 )
.

假定 D E T 定义存在
,

可计算得 :

SC I E N C E IN C H I N A S e r
.

E I n fo r m at i o n S e ie n e e s
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刀 E T(A I
) =D E T(A l l

) =A l
l,

「A
l 、

A
l 。

]

DE
T (A Z

) 一 DE
T
{
、
;;礁 {

一 ( A
, , A忍人

1 一 A , , )
’

A l , ,

“
1

“ J

「志
,

凡
。

A
l ,

]
l ”

’ ` ’ J

I
, 1 、 了。 、 一 ` , ` 1 , ` 一 ` 1 、

DE
T (` ) 二 DE

T
{
A Z , A , , A , 3

1
一 ( D全万一 D盆丫(D封’ 一

’

D玉笼)
`

D皇了
`

入 ,

I A
。 ,

A
。 ,

A
l 。

}
` J I J ` 沙沙 J

= [ (3A
3 A言A 12 一 3A

2 ) 一 ( A
3 3

叼
A l , 一 注 3 , ) (A 2 3 A言lA

, 一 A Z ,
)
一 ,

·

( A
2 3注--l3l A 1 2 一 A 22 ) ] (A 23注--13l IA

, 一 A Z ,
)1A

3
.

类似地
,

我们可以具体地获得各阶分块矩阵的 D E T 表达式
.

.3 4 D E T 的性质

对于 刀石T, 我们能得到可类比于行列式 de t的一些重要性质
.

性质 5 设分块矩阵 A
。

满足 lA
l 二 I 且人

l 二

一人
1 = 0

,

若 D E (T nA )有定

义
,

则 刀E T (A
。

) = D E T (nA (2
,

…
, n : 2

,

…
, n

) )
,

V n ) 2
.

应用 侧的相关性质证明
,

具体过程略
.

下同
.

性质 6 D E T 对分块矩阵的末块行有左线性
,

即
,

当 n >l 时
,

一

…
lA

,n

A卜 l,n

叉滩
n ,

一+ 截
,n

A人

对于末列块有
:

\,n 1
_ _ _ _

{
`

1’l
_ _

人
一

l,.n …
一 “ DE

r (“ ’ ` DL’ T

…
“ :

人
1 … 大人

况
,
。 + 人

,
。

」 L人 ,l

当 X 可逆时
,

「A
, ,

… 志
_ ,

A
, _

X l

刀E T } 1 1 : }二 刀E T 〔A
_

)
·

X :

L人
1 … 人

,
。 一 ,

人
。

X」
D E T 对其他块行

、

块列的乘法特性
: 设 B *

l( ( k成 n) 为分块矩阵 A
。

的 1至 n 级准

顺序主子分块阵 (见定义 l)
,

当 x 可逆时
,

对 l ( i成 n 一 1有

丸…标
XiX气…人1,.11卜

.。.nAA
rlesesesesesesesweweee,J

TED一一

ǐ

I
l

es
eses
.

J we

一

…
A I

,

-

叉A i,l

A I
, n

XA i,n

A n,l … A几 ”

= w (
n
) (丑

。

)… w ( i+ l ) (丑 ,+ l )
·

x
·

D E T ( B
i
) =

DE
T (A

。

)
·

Y
,

w w w
.

s c ie h in a
.

e o m
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这里Y =

E DT (B , )
一 ,

·

X
·

DE (T B` )
,

其实对于第
n 一 1块列不必要求 X 可逆

.

综上我们可得
,

若 X ` (l 延 i蕊 n 一 l) 可逆
,

则

、 、1111111̀/门lesesesesesesesesesJ_ _ _

{「
X l

.

][
A {

1

DE
T

日
` · _ _

1…
:

戈L X 。

JLA
o l nA

,

= x
。

·

w ( n ) (A
。

)… x 一 w ( l ) ( A I )
.

若 rj l( 匀毛 。 且 j共 n 一 1)可逆
,

则

朴 ll’
~

丸…卿 泊
DE

T

}}
: :

}…
’ ` · _ _

}}
= W ( n , ( nA ,

·

玖
一 l… w ( 2 , ( A Z )

·

lY
·

w ( l , (lA )
·

玖
.

戈LA n l
’

二 A n。

」L 气」少

有了这两条重要的
sca lign 性质

,

可保证后文
s ca l ing 修正过程的灵活性和实

用性
.

性质 7 假定原分块矩阵之 D E T 存在
,

对如下分块初等行变换 X
·

i() + (力

分沪
, ,

当 i j< 时
,

D E T 在变换前后保持不变
.

性 质 8 假 定原 分块矩 阵之 D E T 存 在
,

对 于如 下分 块初 等列 变换

i()
·

Y + 伪 分仍
` ,

当 i = n 而 j < n 时
,

D E T 在变换前后保持不变
.

4 分块 T E R M 分解

我们将探讨如何将一个分块矩阵分解成尽可能少的几个分块 T E R M 之积
,

这可视为元素阵最优 T E R M 分解 (文献 [ 10] 中的定理 3) 的推广
.

对于 n 阶分块矩阵 A
。 ,

我们可以给出分块 T E R M 分解的算法
,

见 B L U S算法
.

B L U S 算法

以 A二
i) (或 (A 。 )记第 i 层循环的分块矩阵

,

(A
” ,表示最终得到的分块矩阵

.

F o r i = 1 t o 儿一 l

如果嵘 可逆
,

则进行以下操作 ; 否则
,

异常中止
.

(`
.

` ) 先施行分块列变换 (n )
·

X , + (`) 、 (`)
’ ,

使解
,变成 I ;

.i( 2) 分块行变换 : 用 A名
, (己变为 )I 作为主元对下面各行块实行分块

G a u s S消元
.

E ll d

S C I EN C E IN C H IN A S e r
.
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定理 1对于分块矩阵 A
。 ,

若 。 E (T 人 )存在
,

则上述算法步步可行
,

且最终

可得到分解结果 nA =

DL US
,

其中 D = id ag (I
,

…
,

I
,

刀石 (T A 。

))
,

L 和 U 分别为分块

单位下
、

上三角矩阵
,

S 为对应于末块行的分块单位 SE R M
,

即除末块行和对角线

块外其余元 为零的分块 单位 下三角矩 阵 (显然 分解 形式也可等价 地表述为

A 。 = D
·

LUS 或 A 。 二 L US
·

D )
.

证 只需证明i(
.

` )处 A思可逆即可保证 B L U S 算法逐步可行
.

利用 D E T 性质

3 和 4 可知 ( 1
.

1)和 ( 1
.

2 )步 D E T保持不变
: D E T ( A二

` , ) = D E T ( A
。

)
,

l 毛 i蕊 n
.

又根据性

质 5
,

那
r ( A二

` , ( i
,

…
, n ; i

,

…
, n )) 存在且有 刀百 r ( A二

` , ) = 刀召 r (可
` , ( i

,

…
, n ; i

,

…
, n ))

.

于

是由D E T 定义可知 A思可逆
.

故算法逐步可行且最终截叉
二 D E (T A 。

)
.

从分解过

程 “
刀

s = D u 易得 nA 的最终分解形式 (L
一 , ,

s
一 `仍能分别记为 L

,

s 的形式 )
.

综上
,

定理得证
.

推论 1 若 DE (T A 。

)为对角线由整数因子所构成的对角矩阵
,

则 A
。

有分块

ET R M 分解 : A 。 = L US
.

特别地
,

当 DE (T A
。

) = I 时
,

A
。

= L US 为分块单位三角

分解
.

其实只要 D E (T A 。

)可逆
,

就可利用性质 6 先对 A
。

某块行或某块列进行比例

放缩 (s ca il ng )操作使刀石T 归一化
,

再进行分块单位三角分解
.

当然
,

L u 还可进一

步写为 S 。

nS
_ 1 … 5 1的分块 SE R M 分解式 (类比于文献 [10] 之定理 4)

,

进而可得 A
。

的分块 SE R M 分解用于并行计算
.

推论 2 对于分块矩阵 A
n ,

若 D E T ( A
。

) 存在
,

则 d e t (D E T (nA )) = d e t (A
。

)
.

此结论也可以用于计算大阶数矩阵的行列式
.

推` ’ 给定元

一…夏」
,

若· · · · · · 小

一
的分

块矩阵人 时 DE
T ( A

。

)存在
,

则 DE (T A
。

) = de t( A .)

从推论 2 和 3 可见 D E T 对 de t 的兼容性及其合理性
.

事实上
,

利用下文的置

换技术
,

我们还将看 到
,

这里的分块分解式将完全兼容文献【10 ]关于元素阵

T E R M 分解的结论
.

5 一般可逆线性变换分块 T E R M 分解的实现

要想将以上的分块 T E R M 分解实用化
,

首先要解决 D E T 的存在性问题
.

引理 1 对于分块矩阵 A
n ,

w 间 (A
。

)可逆当且仅当刀E (T 人 ) 可逆
.

先证其必要性
,

再用此结论归纳证其充分性
.

在此基础上
,

我们有如下定理 :

w w w
.

s e i e h i n a
.

e o m
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定理2 对于分块矩阵 A
。 , 。 〕 2

,

刀石 (T A 。

)有定义的充要条件为
: A

。

的 1 至

n 一 1级准顺序主子分块阵 B , ,

B Z ,

…
,

风
_ 1

(见定义 1)皆可逆
.

证 必要性 : 归纳证明
,

利用引理 1 和推论 2
.

充分性 : 对 n 归纳证明
.

n = 2

时命题显然成立
.

假定 。 = n0 一 1命题成立
,

考察
n = n0 的情形

.

为方便起见
,

记

n0 为 。
.

易知 B l ,

B Z ,

…
,

B n _ : 恰为凡
_ l 的准顺序主子分块阵

.

由归纳假设
,

通过以

下途
推 2

径可得证 : 刀E T (B
。 _ ,

)存在 功 de t田 E T (B
n _ , )) = d e t (B

。 _ 1)二 刀E T ( B
n 一 1 )可逆

引理

二 w
、“ 一 ”

(B 卜 l) 可逆功 。 E (T A
。

)有定义
.

将分块矩阵 A
。

所对应的初始元素矩阵记为 (人 )
。 ,

而 (A ) ; (A
。
)表示按 A

。

的分

块结构把元素阵 A 分块所得的分块矩阵
.

借助于元素一级 (非矩阵块 )的置换
,

我

们可保证刀石T 存在 :

命题 3 对于分块矩阵 A
n ,

记 A = (A
。

)
。 ,

若人 (或 A )可逆
,

则存在元素一级

的行置换矩阵 p
,

使 (以 ) , (人 ) = 截的 1 至 n一 1级准顺序主子分块阵皆可逆
,

从而

DE (T 截 ) 存在且可逆
.

类似地
,

也存在元素一级的列置换矩阵 p
,

使 (A )P
; (人 )之

刀E T 存在且可逆
.

证 以 行 置 换 为 例
.

令 E l = 人
,

抽 取 E , 的 子 分 块 矩 阵 H
l =

「A
, ,

… A
, _ ,

A
,

_
_

刁

{ : : : }
,

并记 G l = ( H l )
`

.

由于 人可逆
,

可知 G , 列满秩 (记列数为

[nA
,

1 … 人
,n 一 2

人
。

」
cl )

,

于 是存在置 换 p l 使 G犷= 只G l 的前 c l 行 所构 成的子矩 阵可逆
,

也 即

可
= (叮 场H l )的前 n 一 1个块行构成的子分块矩阵可逆

,

于是 (君A ) (P A ,

) 的第 卜 l

级准顺序主子分块阵可逆
,

记为 E 2
.

类似地
,

对 E Z仿上处理可得 八
,

使 (几仍 )A ) ; (人 )第 n 一 2 级准顺序主子分块

阵可逆
,

且易知第 n 一 1 级准顺序主子分块阵仍保持可逆 (严格地说
,

几要扩充为

「只 0 1
_ _ .

_

1二
`

二!后再作用于 A
,

这里不妨仍记为 八 )
.

依此过程不断进行
,

最后可得 p =

0L 月
- - - ·

·

- -
, , .

一
- - -

.

一
, -

只
一 , … 君

,

使 (以 ) (P A 。
) = 截 所有准顺序主子分块阵可逆

,

从而 DE (T 弋 ) 存在
,

进而可逆 (推论 2)
.

于是
,

给定一个可逆元素矩阵 A 和均匀分块方式
,

我们必能通过元素一级的

置换 (行
、

列都可 )保证操作后的矩阵再按分块后 (记为 A n)
,

其 1 至 n 一 l 级准顺序

主子分块阵皆可逆
,

从而 刀E (T A
。

)存在 (定理 2) 且可逆 (推论 2)
.

也就是说
,

只要

S C I E N C E I N C H I N A S e .r E I n fo r
m at i o n S e ie n e e s
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分块矩阵A
。

可逆
,

则存在元素一级 的行置换矩阵 p
,

使 A
。

= 尸乙刀US (亦有

尸。 乙US
,

LP 刃客D ;) 类似地也存在元素一级的列置换矩阵 p
,

使 A
。
二

DL US p (亦

有 L刃s D p
,

D L US p )
,

其中 L
,

D
,

u 和 s 的意义见定理 1
,

但 D 的末项相应为

DE (T p T A 。

)或 DE (T A
。
p T ) (这里 D E T 仍对应 A

。

的分块方式 )
.

这样一来
,

当分

块矩阵退化至元素阵情形 (即每个元素视为一个矩阵块 )时
,

分解式就是文献 [ 10 ]

所给出的最佳 T E RM 分解
.

实际应用中我们可借助 G an s s 消元来挑选极大线性无关组以寻找 P
.

关于分

解式中 D 的末项的处理
,

一方面可利用性质 6 选择某 (些 )行或列对刀百T 归一化后

再分解
,

这样所得为分块单位三角分解式
,

不存在末尾项 ; 另一方面
,

也可对所

得 D 的末项矩阵继续分块降低阶数
,

直至可简便地应用元素一级的 T E RM 分解
.

此外
,

为满足均匀分块的要求
,

可能要在预处理过程中对原矩阵沿对角添加 I 以

补足
.

值得指出的是
,

从文献〔10] 第四节算法设计的角度也可证明分解式 尸乙刀US
.

不过通过引入 D E T
,

可在执行分解算法前就显式的快速计算出 D 的尾项
,

便于提

前判断与决策
.

更为重要的是
,

由于有了性质 6
,

允许我们随心所欲地挑选某个

或某些行块或列块进行
s ca h n g

,

能更好地满足实际需要 (比如调整分量的动态范

围 )
.

6 应用举例

根据第 4
、

5 节所述方法我们对任意实
、

复可逆线性变换编制了实用分解程

序
,

这里只就实数变换九点 D CT 举例说明
.

例 1 九点 D C .T

0 3 3 3 3 03 3 3 3 0 3 3 3 3 0 3 3 3 3 0 3 3 3 3 0 3 3 3 3 0 3 3 3 3 0
.

3 3 3 3 0 3 3 3 3

0
.

4 64 2 0
.

4 0 82 0 3 0 3 0 0
.

16 1 2 0
.

X() X()
一 0

.

1 6 12 一 0
.

3 0 3 0 一 0 4 0 8 2 一 0
.

464 2

0 4 4 3 0 0
.

2 3 5 7 一 0
.

0 8 1 9 一 0
.

3 6 1 1 一 0 4 7 14 一 0
.

3 6 1 1 一 0 0 8 1 9 0 2 3 5 7 0
.

44 3 0

0 4 0 8 2 0 《XX洲〕 一 0
.

4 0 8 2 一 0
.

4 0 8 2 一 0
.

仪众 ) 0
.

4 0 8 2 0
.

4 0 8 2 0
.

以X) 0 一 0
.

4 0 8 2

0 3 6 1 1 一 0 2 3 5 7 一 0
.

44 3 0 0
.

0 8 19 0
.

4 7 1 4 0
.

0 8 1 9 一 0
.

今4 3 0 一 0
.

2 3 5 7 0 3 6 1 1

0
.

3 03 0 一 0
.

4 0 8 2 一 0
.

1 6 12 0
.

4 64 2 0 0() 0()
一 0 4 64 2 0

.

16 1 2 0 40 82 一 0 3 0 3 0

0
.

2 3 5 7 一 0
.

4 7 1 4 0
.

2 3 5 7 0
.

2 3 5 7 一 0
.

4 7 1 4 0
.

2 3 5 7 0
.

2 3 5 7 一 0
.

4 7 14 0
.

2 3 5 7

0
.

1 6 12 一 0
.

4 0 8 2 0
.

464 2 一 0
.

3 0 3 0 一 0
.

《X兀旧 0 3 0 3 0 一 0
.

4 64 2 0
.

4 0 8 2 一 0
.

16 1 2

0
.

0 8 1 9 一 0
.

2 3 5 7 0 3 6 1 1 一 0
.

刁4 3 0 0
.

4 7 1 4 一 0
.

刁4 3 0 0
.

3 6 1 1 一 0 2 3 5 7 0 0 8 1 9

假定均匀分为 3块
.

我们可选择如下方式之一操作
:

( i ) s e a l i n g 在分解前实行
.

先求 D E T
,

有利 于事 先判 断决 策
.

根据 命题 3 和 D E T 定 义
,

得 到

A二= p T A
。 ,

且

w w w
.

s C i e h i n a
.

e o m
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刀 E T (截卜

0 27 9

6231

4 1 7 5

0
.

7 2 23

一 0
.

0 62 2

一 0
.

1 20 6

0
.

01 7 0

一 0
.

4 63 6

0
.

8 25 0」
1 .0 .0 .

rssssssssss eeeeeeeeee L

00 00,工00 00 00 00 0

0 0 0 0 0 O

00

一

…
0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 O 0

0 0 0 000

0 0 0 0

0000000 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

同时也得到了 A二的准顺序主子分块阵斌 的刀石:T

一
T (B )̀ 一

…:
一

T (一 ) 一

…万

刁 .4 64 2

--0
.

3 0 30

刁
.

4 4 30

0
.

4 0 8 2

一 0 4 0 8 2

一 0
.

2 3 57

一 0
.

16 12

一 0
.

4 64 2

0
.

3 6 11

.

17 4 9
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然后可根据 D E T 性质 2 挑选行 (列 )作
s ca h gn 了

.

不妨取末块行
,

得到鱿满足

DE (T 狱 ) = .I 最后利用 B L U S 算法得分块单位 T E R M 分解 : A刃= L US
。 ,

其中
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( 11 ) s e a l in g 在分解后实行
.

这种方式实现起来更为便捷
.

由命题 3
,

有 A 。 = 尸。无US
。 ,

其中 p
,

L
,

u 和 0S

同上
,

而

} 「
`

·

0 2 7 9 0
·

7 2 2 , 0
·

0` 7 0

D “ “ , a g
}
了

,

了
,

{
”

·

“ 2 3 ’ 一 。
·

6 0 2 2 一”
·

4 6 36

又 Lo
·

1 74 5 一 0
·

12 6 0 0
·

82 5 0]{
同时在分解过程中我们也 同样依次得到 刀百 T (斌 )之值

,

见 i()
.

D 的末项可用作

sc ial ng
,

当然也可继续分块分解
.

经验证
,

D 一 `p T
·

nA = 心 成立
.

无论按何种方式进行
,

最后所得的 L U 还可进一步作分块 SE R M 分解 :

L U = 凡凡 5 1 ,

其中 S ` = I 十 ie 好
, e ,

为第 i 个矩阵元为 I 而其余元为 。 的基本分块

矩阵
, , `的第 i个矩阵块为 :0

w w w s c ic h in a
.
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于是有鱿 = 5 3 5 2 5 15。
.

此分块单位 SE RM 分解式可用于完全可逆的整数实现
.

例如
,

考虑对输入向量 [34 2 5 0 4 9 13 6 2 2 3 2 3 3 3 6 6 7 一53 ]T 的变换
.

若采用原来的

变换矩阵直接进行浮点计算可得变换结果卜58 .4 6 84 7
.

7 6 4 4 9.0 4 8 7 3 一 14
.

2 8 87

一 10 3
.

4 7 3 3 3 9 3
.

6 6 6 7 一 16 8
.

4 2 3 2 2 2
.

6 3 4 7 一 6 6
.

4 2 2 0 ] T ,

四舍五入后为卜5 5 8 9 0 一 14

一 10 3 3 9 4 一 16 5 2 3 一6 6 ]T : 再利用相应逆变换矩阵进行恢复得 [3 4
.

5 2 6 5 2 4 9
.

4 9 5 2

4 9
.

64 3 9 13 6
.

17 7 0 2 2 2
.

9 0 7 2 2 3 2
.

9 6 5 1 3 6
、

5 29 6 6 7 2 6 17 15 2
.

4 9 3 5 ]T
,

其四舍五入结

果是 [35 2 4 9 5 0 1 3 6 2 2 3 2 3 3 3 7 6 7 15 2 ]T
.

可见
,

恢复信号和原始数据不能保证完

全相等
,

即便 D C T 本身有可逆性
,

这一过程仍是有损的
.

采用我们的分块 SE RM

分解式得整数变换结果 I一58 9 91 一巧 一 103 3 94 一 168 22 一 66 户
,

这与直接变换的误

差极其微小 ; 仍然依据分解式进行反变换计算
,

就可得到和原始输入完全相等的

向量
.

也就是说
,

我们的矩阵分解结果是支持整数可逆实现的
.

更重要的
,

这里

的分解项数最终决定于分块阶数而非原矩阵阶数
,

可取得 比元素阵分解 [ ’。 ]更少

的分解项数
,

且对于整数逆变换的高效率计算 (尤其是并行 )有很大优势
.

7 结论

综合全文
,

我们总结所得的主要结论 :

( l) 定义了一个从分块矩阵映到矩阵的
“

行列式
”
函数 D E T

,

并讨论了其重要

性质 ;

(2 ) 刀召 T 的定义是对 de t 的延伸
,

de t是 D E T 的特例— 当分块大小皆为 1时
,

刀 E T 即 d e t 值 (见推论 2 和 3) ;

(3 ) D E T 存在的充要条件是分块矩阵的所有 1 至 n 一 1级准顺序主子分块阵皆

可逆 (定理 2) ;

(4) 分块矩阵 A
。

之 D E T 存在时
,

有分块分解式人 =

DL us 成立 (定理 ;l) 若

刀E (T nA )是由整数因子构成的对角阵或 I
,

则相应的有分块 ET R M分解或分块单

位三角分解 : A
。

= L US (推论 l) 进一步得到
,

只要分块矩阵 A
。

可逆
,

就有分解式

SC I E N C E IN C H I N A S e卜 E I n fo r m a t i
o n S e

ie
n e e s



第 4期 佘轶原等
:
均匀分块矩阵的分块 T R E M分解

A。 二 尸王刀 SU和 A。 二

LD U, p (命题 3)
.

这意味着通过对可逆矩阵施行适当的置换

(见命题 3之证明 )和 sca il gn (利用 D E T性质 2)
,

它可分解为三个分块 T E R M (甚至

分块单位三角矩阵 )之积
.

我们最终给出的分块 T E RM 和分块 SE R M 分解式可用于要求保持完全重构

特性的信号变换 (如无损压缩 )
,

且以上结论能涵盖文献【10] 对元素阵 T E R M 分解

的讨论
.

相比之下
,

本文的分块 SE R M 分解式具有更少的分解项数和完全并行特

性
,

便于根据实际情况设计分块模式实现整数变换的并行计算
.

不仅如此 由于

分解和相应的可逆整数变换都是在块一级上完成的
,

有诸多优化算法 (如 B L A )S

可以应用
,

使之即使用于串行也有较高效率
,

从而成为大阶数矩阵整数变换的一

条有效途径
.

应当指出
,

虽然本文假定了均匀分块的前提
,

但其实分解式也可进一步推广

至满足对角元阶数递增的分块矩阵
.

最后
,

能否通过行列置换或其他方式约化 D

的尾项是值得进一步研究的课题
.
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