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论复自治微分系统的奇点量
*

刘 一 戎 李 继 彬
( 湖南大学数学系

, 长沙 ) (昆明工学院数学教研室 )

摘 要

本文研究复自治微分系统 ( E )
,

得到如下的主要结果
: ( i) 引入奇点量概念

,

实现了实系统中焦点量和鞍点量的统一 ; ( 11) 定义 iL e 不变量概念
,

得到奇点量结

构定理和广义对称原理 ; ( iii ) 计算了 (玖 ) 的全部 12 0 个基本 L i。 不变量
,

并应用

奇 点
一

髦结构定理得到 ( E
:

) 和 ( E ;s)) 的奇点量公式及可积性杀件
` , .

关键词 : 微分系统
,

奇点量

一
、

奇点量定义与可积性条件

在常微分方程的实平面定性理论中
,

由细焦点和鞍点分界线环经扰动而产生极限环问 题
,

以及中心焦点判定问题
,

都涉及两个重要的判定量 : 焦点量和鞍点量
。

许多数学家曾研究过

这两个判定量
,

但迄今尚未找到共同的规律
。

本文试图寻找统一规律
,

为此
,

将具有细焦点和

细鞍点的实平面 自治微分系统在复形式上统一起来
,

考虑下述复 自治微分系统

{
鱼 ~ :

+

d T
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- 留 -d T
习 b。 ,留

“ z 口一 一 W (
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其中 ( E ) 的右端函数在原点邻域解析
. 二 和 , 及 丁都是复变量

,

` ,
和 ab , ` P

,

P 是由 ( )E

钓全部右端系数构成的复参数空间
, a ) o ,

尽 ) o , “ + 夕) .2

称 ( E ) 的座标原点为细临界型奇点 (其线性部 分的两个特征根之 比为 凡:

/几
2

一

系统 ( E ) 经过复线性变换
名
~

x
+ i y

,

留 ~ 劣 一 i夕
,

T ~ i t

化为下列形式 : 贵一
, + `

一
` 一 x

x(,
, )

,

会一
十 `

一
` 一 Y (x

,

.)r

一 l .)

( 1
.

1 )

(它)

在 本文中
,

记号 、 表示 了二 I
, h

一
,
表示高次项

.

系统 (幻 既可以是实的也可以是复的
.

本文 19 8 7 年 8 月 22 日收到
, 19 8 8 年 1 月 22 日收到修改稿

.

*

国家自然科学基金资助项目
.

l) 本文的详细证明见
“ 第二届全国常微分方程定性理论会议

”
(长春

, 19 8 7 年 8 月 ) 交流资料
, 昆明工学院预印本

.
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称 (E )与 (它 )互为伴随系统
.

引理 L Ll [ ]可唯一地逐项确定形式级数

!
, (

· , 。
卜

·
+
交

,
。 ,

一
,

}
. , 、 二 ’

誉
n 。 ,

{中 、 z , 留 ) ~ 留 十 之 J D
a 口留诺

” ,

口 + 乃 = 2

使系统 ( E ) 经变换 ( 1
.

2 )式后化为下列规范型
:

一 甲
习 八 ( ,

·

沙 )`
,

一 一沙习
,式甲

·

必 )气

( 1
.

2 )

( E )

甲一T沙一T
dùdd一d

.r.

.

l
`

.、 res
`

se
`

其中 A杆
: ,

* ~ B杆
; ,

, ~ 0
,

0P 一 q0 ~ 1 ,

八 与 叙 是 P 上的有理系数多项式
.

灸一 1
,

2 ,
·

…
定义 L l

.

( i) 对系统 ( E )
,

记 两 ~ 0 称
产左一 P走一 q走,

( 1
.

3 )

为原点的第 及个奇点量
.

反~ 1 , 2 ,
·

…
( ii) 若 产:

~ 产 2

~
· ·

一 心
一 ;

~ 0 , 拼; 祷 0 ,

则称 ( E ) 的原点为 互阶细临界型奇点
,

或

称 ( E ) 的原点具有重次 (或精细度 ) 毛

( iii ) 若 ( E ) 之原点的所有奇点量全部为零
,

则称 ( E ) 的原点为广义中心
.

注记 L l
.

如果 ( E ) 是实系数平面微分 自治系统
,

则 心 即为原点的第 友个鞍点量
,

与

文献〔21 中的定义一致
,

注记 1
.

2
.

如果 (它) 是实系数平面微分自治系统
,

其伴随系统为 ( E )
,

则对于座标原点
,

(幻 的第 及个焦点量 矶好
:

与 ( E ) 的第 友个奇点量有关系

V Z* + :

一 `群* ,

反= 1
,

2 ,
·

… ( 1
.

斗)

其中因子 泣的出现是因为在 ( 1
.

1) 式中有替换 T 一 i.t

定理 L l
.

系统 ( E ) 在原点邻域存在正则积分 F (
z ,

。 ) ~ Con st 的充分必要条件是 原

点为广义中心
,

即原点的奇点量全部为零
.

证
.

设原点的奇点量全部为零
,

则 〔l] 变换 ( 1
.

2 )式中的两个函数在原点邻域解析
,

从而 ( E )

在原点邻域存在正则积分 甲沙一 Con st
,

即充分性成立
。

又如果原点的奇点量不全为零
,

则

F (
: , 留 ) 的系数不能完全确定

,

从而必要性成立
.

定理 1:2 系统 ( E ) 在原点邻域存在正则积分 F (
z , 。 ) 一 C on st 的充分必要条件是存

在正则积分因子
,

即存在在原点邻域解析的函数 J (
: , 。 )

,

满足 了( o
,

0) 笋 0 ,

且

俞
( ` Z , 一
磊

( , W , 一 ”
( 1

.

5 )

证
。

充分性显然成立
.

现证必要性
。

取变换 ( 1
.

2 )式的 aJ co ih 行列式

甲一留必一留口
一口口
ù

d{亚
1d z

J ( z , 留 ) ~ }
_

_

l口公

…丽
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’

直接验证知等式

李 ( Jz )一李 (w J)一j 又 (无+ 1)二 , (甲沙) ,

d 名 O留 石二花
( 1

.

6》

成 立
.

如果系统 ( E ) 在原点邻域存在正则积分 F (
` , 。 ) ~ C on

s t ,

则由定理 1
.

1 的证明过

程知 了(
: , 留 ) 在原点邻域解析

.

此时关系式 ( 1
.

6 ) 已化为 ( L )S 式
,

且 J ( 0
,

0) ~ 1
。

定理 L 3
.

如果 那`

一 群 2

一
· ·

一 内
+ :

~ 0 ,

且 内 笋 0 ,

则 ( E ) 在原点邻域存在下外

通积分 :

; ( :
,

即 ) 一 牙
, 竺

。 x p r月 一* r ( “ )一
e o n s t

.

甲

且当 甲 (
: , 留 ) 及 沙(

: , 留 ) 在原点邻域解析时
,

f( H ) 也在 H ~ 0 附近解析
.

其中 H 一 甲么
,

j (万 ) ~ 艺 尸
,

c
。
一 红土鱼

,

` 昌 0
, 手走

产友

产及+ i

C`

, 一 及

0

学气

P
。
十 q0

P
i

+ q :

产花+
t一 1

群走+
s

户走+
s一 2
二

’

产灸 几一 :

+ 价 一 : ( 1
.

7〕

产无+
J一一

’ .

那走+ - 九 + 价

l
.

we
叮.

se
`毛!1
1....... r飞.

.̀.. ....

吕

一十l吧

, .1一卜
.

全,乙

一拼

证
。

通积分是通过变换 H ~ 甲

·

价
, G 一 b 里

价
把系统 ( E ) 化为

塑 _ “ 和蕙叙
+

尸 _

全( 。 + 。 )。

H花+
1

艺 C
,

H
`

( 1 9 )

后直接求得
.

在关系式 ( 1
.

8) 中应用了文献 【3] 中给出的公式
。

而 了( H ) 的解析性则是利用

习
`

,

尸 的解析性和 C au hc y 不等式
〔习
得证

.

定理 1 :4 对系统 ( E )
,

可逐项确定形式级数 (F
: ,

, ) ~
z 阳 + h

· “ ·

: ,

使

一 艺 ` *
(

z 。 ) ` + ` , ( l
`

9 )
E尹̀、

.,
.̀
....̀..... .

胜
.了

F一Td一
,

4

且当 沈:

~ 礼

之亦然
.

天一

定理 L .S

得

~
· ·

一 从一 ;

一 o
,

从 笋 o 时
,

必有 产 ;

~ 两 ~
· · ·

一 内
-

一
0

,

内 一 从
。

反

1 , 2 ,

… (证略 )
.

对系统 ( E )
,

及 V 丫 特 0
,

可逐项确定形式级数 M ( :
,

。 ) ~ 1 十 h
· 。 · t ,

使

塑 } _ :

{`立
z 一 立们M 一 又 以。

)zt
d T I ( E ) L\ 口2 d lt/ / 丈了

( 1
.

10 )

且当 又:

~ 几: ~
· ·

一
几卜

:

~ 0 ,

从 笋 0 时
,

必有 八 ~ 两 一
· ·

一
产花一 1

~ O , 产及~ 一上一
几, `

无+ 1
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反之亦然
.

友 ~ l
,

2 ,

… (证略 )
.

定理 1
.

4 和定理 1
.

5 分别给出了计算奇点量公式的形式级数法和积分因子法
.

1
.

3注记
`

特别
,

在关系式 ( 1
.

1 0) 中
,

若所有的 从
1

全部为零
,

则 M
一 子 便是系统

且M是 万 与留 的 , 次多项式
,

( E ) 的积分因

如果 Z 和 W是
二 与 , 的 。 次多项式

,
d M

d T

)
M便都是

· 与 , 的 · 十 。 一 1次多项式
,

而两者相等的条件便是原点为广义中
J
合Wa一彻一

Z一宕

.ō .

a一口二
,

J/、、

的一组充分条件
.

m ~ O

. . . 目

-
、

2 ,

…
。

iL
e
不变量与奇点量的代数结构

由引理 1
.

1 及定义 1
.

1 已知系统 ( E ) 原点的奇点量是定义于 P 中的多项式
.

为了进一

步研究奇点量的代数结构
,

兹引进双参数变换群
z 一 户 e i a g

, “ ,

= p e 一 i 夕肠
.

其中 牙和 每是新变量
, p 和 e 是复参数

,
p 笋 0

.

若记 : 一 ! 十 妙
,

留 一 x 一 iy
,

必 ~ 牙一 莎
,

则变换 ( 2
.

1) 式即为

( 2
.

1 )

三 ~ 芜 + 厅
,

丁
x 一 “ (名

c O S ” 一 歹
S ǹ 日 ,

,

Ly 一 户 ( x
, i n 日 十 歹

e o s 乡 )
.

( 2
.

2 )

( 2
.

2 )式在实域中是相似
一

旋转变换
.

系统 ( E )经过变换 ( 2
.

1) 式化为

d牙
,

— ~ 君
.

寸. 寿
。 ,
(牙)

“

(厉 ) , ,

、 ,产、 ,J厂óūó匕,
`

j了扭、)司

了.、

{
习

二二二二

— 留 — 习 瓦
, (痴 )

“

(牙) ’
.

T一留一T
,召d一d

其中

并设

其中

Va ) 0 ,

口 ) 0 , a + 口 ) 2 有

丁石
· “ 一 “ · , p

“ + 口一 ’ e ` (一 , 一 ` ,“ ,

t石
。 , 一 b

a , p a + 口一 ` 。 一 ` (一厂
` ) a .

以下为简单起见
,

用 f (几尽 ,

b
“ , ) 记定义于 P 上的多变量函数

,

简称 ( 2
.

1) 式为 iL e 变换
.

尹~ f (三
。 , ,

多
。 ,
) f

*

~ f (
a士,

,

占士, )

a : 。 = b
。 , ,

b: , 一 a a , , 。 李 O ,

夕) 0 , a + 夕 ) 2
.

倘着 i 一 洲、 ,lr 份
,

称 I
,

与 I
,

分别为在 iL 。 变换 (2
.

1) 式下的相似指数与旋转指数
.

定义 乞1
.

( i ) 若 f 一 r (
a 。 , , ,

a , ) 经 L i。 变换化为 子一 声`
·

r (即 I
,

一 2及
, I

,

一 。 )
,

称

f 为 工ie 变换下的 及级 I ie 不变量 ; ( ii ) 若 f 既是 iI e
不变量

,

又是 P 上的单项式
,

则称

f 为 ( E ) 的一个 单项式 1 i e 不变量 ; ( iii ) 若 f 是 ( E ) 的一个单项式 iL e 不变量
,

且它不

可能表示为 ( E ) 的两个单项式 iL e 不变量的乘积
,

称 f 为 ( )E 的一个基本 iL e 不变量
。

注 .2 1
.

显然
,

左级 iL e 不变量 与 l 级 iL e 不变量之积是 左十 l 级 iL c 不变量
.

由关系式 ( 2
.

3 )及定义 2
.

1立即可得

定理 .2 1
.

定义于 P 上的任一单项式
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。 一n
a 。

, , ,

ll b
“ , , ,

乒= 1 ` = `

是 ( E ) 的
卜

一个及级单项式 iL e
不变量

,

当且仅当

{
E ( 。 , + 口, 一 l ) 十 艺 ( “

,

+
, ,

一 l ) 一 2及
,

艺 (a , 一 怂 一 l) 一 艺 (
“ ,

一 , `

一 1) 一 .0

( 2
.

5 )

容易验证
,

当 ( 2
.

5) 式成立时 及为正整数
。

定理 2
.

2
.

如果由 ( 2
.

4 )式给出的单项式 君 ~ g (
a 。 , , b。 , ) 是 ( E ) 的一个 及级单项式 L i e

不变量 (或基本 iL e
不变量 )

,

则 广 亦然
。

定理 2
.

3
.

系统 ( E ) 原点的第 乏个奇点量 产* ~ 拼* (
a 。 , , b

。 , ) 是 ( E ) 的一个 左级 L i e 不

变量
,

即 爪 ~ 材友内
,

反一 1 , 2 ,
·

…
证

.

系统 (它) 原点的第 及个奇点量显然是 爪 一 内 (孔
, ,

瓦
, )

.

又通过变换

{
币一 土

。 一 “̀
·

甲 ( 。
。` , *

, , e一 `”泌 )
,

p
( 2

.

6 )

汤一
合一

。 ( ,一 ;
, ;

一
汤 )

,

可把系统 位 ) 化为下列规范型 :

攫
一 ’
蕙厂

” ` (” ”
’

{器一
, 馨

夕`
杯 ’ 子)气

从而由定义 1
.

1知系统 (它 )原点的第 友个奇点量为 风 一 材天 (入 一 q户 一 扩食内
,

及~ 1
,

2 ,
·

…
推论 .2 1

.

若 (它) 是实系数平面微分自治系统
,

则其原点的第 友个焦点量 矶杆
:

是在变换

( 2
.

2 )下的 及级旋转不变量
.

天~ 1
,

2
,

二 、

定理 .2 4
.

系统 ( E ) 原点的奇点量具有反对称性
,

即 衅 ~ 一闪
,

友~ 1
,

2
, ·

…

证
.

引进 反对称变换
: 一 留 * , 。 一 z * ,

T ~ 一 T
*

( 2
·

7 )

系统 ( E ) 经过变换 ( 2
.

7) 式化为

{
d 名*

d T *

一 z *
+ 艺

a : ,
(

z *

)
。

( ,
*

)气
口 + 母= 2

( E *

)

丝竺二~ 一留
*

一

d T
*

艺 b言, ( 。
*

)
“

( z 水 ) ’
.

. 十多= 2

系统 ( E*) 原点的第 友个奇点量显然是 对
,

这里 对 ~ 心 (心口 ,

此 , )
.

又经过变换

甲*

~ 沙( ,
* , z *

)
,
巾

*

~ 甲 (留
* , z ,

)
,

( 2
.

8 )

可把 ( E*) 化为下列规范型 :
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{
箫

一 , ’

蕙
“ “ (甲` ,

“ ’ ` ,

篆一
。 ·

愈
”凌(甲 ’ ,

,
`

’ `
·

( E
*

)
`

从而由定义 1
.

1知系统 ( E
*

)原点的第及个奇点量为 可 ~ 叙 一 八
,

即 心 ~ 一心
.

及一 1
,

2 ,

…
。

定理 .2 .5 (奇点量结构定理 ) 系统 ( E ) 原点的第 及个奇点量 内是 ( )E 的 左级单项式 iL 。

不变量的有理系数反对称线性组合
,

即 娜*
有下列代数结构

:

; * 一 见
, * , ( 。* , 一 或, )

,

天一 l , 2
·

… ( 2
.

9 )
,

其中
, ~ ,

(及) 是某正整数
,

八 j 是有理系数
,

戮 i 与 g急是 ( E ) 的 及级单项式 iL e
不 变

`

里
`

.

证
.

由引理 1
.

1知 心 是定义于 P 上的有理系数的多项式
.

不失一般性可设 内 是由一

些彼此间线性无关的单项式构成的线性组合
.

再由定理 2
.

3 及定理 2
.

4 即得本定理的证明
.

由上述定理立即可得

定理 .2 .6 (广义对称原理 ) 若系统 ( E ) 的任何一个基本 iL e
不变量 g 都满足 g ~ 广

,

则

( E ) 的原点为广义中心
,

即原点的奇点量全部为零
.

上述定理 以实域中关于中心焦点判定问题的对称原理作为特例
.

事 实上
,

设 (它) 是实系

数平面微分自治系统
,

其向量场有过原点的对称轴
,

则不妨设之为
x
轴 (否则作适当的旋转变

换
,

而 iL e
不变量不因之改变 )

,

于是 (它) 的右端函数满足关系式 x (
x ,

一力 一 一 X (
x ,

力
,

Y (
x ,

一 y ) ~ y ( x ,

y )
.

其伴随系统 ( E ) 的右端函数因而有关 系 z ( 留
, z

) 一 砰 (
z , 。 )

,

且由

此可得
。 “ , 一 瓦 , , a 李 。 ,

夕 ) 。 , a
+ 口 ) 2

.

此时广义对称原理的条件显然成立
.

定理 .2 7
.

若 ( E ) 的右端系数满足下列条件之一
,

则原点是广义中心
。

( i )
a a ,

~ 0 ,

当 a 一 口一 l ) o ; b
a , 一 o ,

当 a 一 口一 l 成 0
.

( 11)
a 。 , ~ o ,

当 a 一 夕一 1 《 0 : b。 , ~ o ,

当 a 一 口一 l ) 0
.

证
。

对任一形如 ( 2
.

4 )式的单项式 g ,

容易验证
,

当上述条件之一成立时
,

( 2
.

5) 式必不成
.

立
.

从而由定理 2
.

1 及定理 2
.

6 即得本定理的证明
.

例 : 考虑系统

~ 君 十 a l Z z 留2

+
a o 3留 3

+ a Z
声

, 留 ,

+
a : 3 2 留 3

十 a ; 4留今 ,

~ 一 留 一 b 3。留 3

一 b
, o叨 4

一

显然
,

( 2
.

1的式的系数满足定理 2
.

7 中条件

的方法不易得到
。

( 2
.

1 0 )

b 3 ;留 3: .

( i)
,

故其原点是广义中心
。

这个结论用过去
-

立dT全dT

三
、

(E
3

) 的全体基本 iL
e

不变量

根据第二节的定理
,

为计算奇点量
,

需要寻找和组合基本 iL 。 不变量
。

本节以 (瓦 ) 为

例
,

介绍发现基本 iL 。 不变量的方法
。

考虑三次系统
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立~
:

+
a 扣 z,

+ a : : z 留 + a o Z即 ,
+ a 知 2 3

+
a · , 忿2留 + a : 2 2 留 ,

+ ` ,
扩

s

(凡 )

一 一 留 一 b扣留 ,

一 b : : 留 z 一 b。声 ,

一 b 3。留 ,

一 b Z: 留 , z 一 b
: : 留 : ,

一 b0
3 z 3

T留一Tdd一
,

叹

按照在 iL e 变换 ( 2
.

1) 式下旋转指数的不同
,

( E 3

) 的系数可分为以下九类 :

R
。

一 {
a Z: , bZ ;

}
, R :

= {
a 加 , b : :

}
, R Z

~ {
a 。 , b : 2

}
,

及 ,
一 {石

。2

}
,

R ;

一 {吞
。 3

}
, R 一 :

~ { b
Z。 , a : :

}
,

( 3
.

1 )

R 一 ,
= { b

知 , a : 2

}
, R 一 3

~ {
a o Z

}
, R 一、

~ {
a o 3

}
.

其中 I
r

( R 士 s ) 一 士 z
,

j 一 。 , 1 , 2 , 3 , 4
.

显然
,

0R 中的两个元素是 ( E
3

) 的基本 I i e 不变量
,

( E
3

) 的其他基本 iL e
不变量与这

两个元素无关
.

在 jR 中任取 毛 个元素
,

在 R
一 j 中任取 il 个元素相乘 (可重复取 )

,

构成一个单项式

9
.

毛
,

il 是预先给定的非负整数
,

护~ 1 一 4
.

用上述方法组成的单项式全体的集合记为 G
,

记为

* :
。 .

立
* 任

。 , 。 一 1 一 4
.

( 3
.

2 )

4

né
一一G

显然
,

,

( G ) 一 艺
。及

。

一 艺
`丫l

。 .

( 3
,

3 )
口 巴 l 住 = l

由 ( 3
.

3 )式及定义 2
.

1可得

定理 .3 1
.

` 中元素 g 是单项式 iL e
不变量的充分必要条件是以下整数线性方程满足

:

天
:

十 2及
2
+ 3友

:
+ 4友

;

= l : + 2 1
2
+ 3 13 + 4 1;

.

( 3
.

4 )

定义 3
.

1
.

若 乙~ (友
1 ,

天
2 ,

友
3 ,

及
; , l : , 12 , 13 , l ; ) 是 ( 3

.

4 ) 式的一个非零的解 向量
,

且每个

分量为非负整数
,

则称 互是 ( 3
.

斗)式的一个正规解
:
若正规解 g 不能表示为两个正规解之和

,

称 亡为基本正规解
.

由上述定义及定理 3
.

1得

定理 .3 2
.

` 中元素是基本 工i e 不变量的充分必要条件是 g 为 ( 3
.

4) 式 的基本正规解
.

记 护 ~

定理 .3 .3

` , , `2 , `3 , l ; ,

及
, ,

天
, ,

天
3 ,

友
4

)
, G *

一 n

( i) 若 ` 中元素为 ( E
3

) 的基本 iL e

R少
·

宜
* lao

.

于是显然有

不变量
, G *

中元素亦然 ; ( ii ) 若 互是

( 3
.

4) 式的基本正规解
,

则 护 亦然
.

细致地求解方程 ( 3
.

钓得

定理 .3 4
.

方程 ( 3
.

4) 恰有 34 组基本正规解
.

利用求出的 34 组基本正规解构造基本 I ie 不变量得 :

定理 .3 5
.

三次系统
、

( E
3

) 恰有 12 0 个基本 iL e 不变量
,

如表 1 所示
,

其中
。 ,

夕
, 1

,

占急

非负整数
.

推论 .3 1
.

缺二次项 的三次系统
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乍

表 I E
,

的基本 iL e
不变量

2222222

2222222

3333333

2222222

lllll 222

8888888

8888888

4444444

3333333

6666666

))))) 222

lllll 000

8888888

4444444

6666666

11111222

四四四
闷闷

,,,,

4444444

8888888

各级基本 iL
e
不变量 …_

_

各 注

召 2 二

凡
。召一通

口 : o
占幻

b
: 。戴

:

` , t
占一 ` 。 :

b
c :

(自对称者 )

a 3。氏 含

端石f
,
乙易

a

宝
:

a乳b么
a 。:

石
。 t
b竺

。 a

乳b乱
a
里

:

乡乳a

壁
l a 。 ,

b
o 3

a 3 o
b , 。

b , , b
: 2

占乳a
坚

i a

孔b望
2

b乳a

乳b
。:

。 。: a乳b壁
l a
弘石里

:

a乳b夔
i
b

。 : a 。 ,

a t z
b

: : a o 3
b

o 3

“ + 月~ 2 , 丫 + 占 , l

“ + 召= 3

“ + 尹 , l , 丫 + 占 二 1

“ + 月 = l

(自对称者 )

a 蚕b套
: a o,

a乳 b璧
:
b乳

。
璧

i a 。: ,

a望
。
b叮

i a 。 ,

。宝
。
b犷

i
b

o 3 b歹
。 a

甲
2 。 。 : ,

b孟
:
b置

。 。
宁
: “ 。 3

乙孟
:
b全

。 a

空
1。 。 :

b
o 3
占罗

。 a

璧
l
b互

。 a

理
,

b几
a

至
:
b

o s

占忿
。 a

空
: a

乳b全
i
b 。 :

b罗。 a

空
i
b

o s

b乳a

坚
, a 。 , a

乳b里
:
b

。 :

a丢
: a乳b璧

:
b

o s

a

孟
Z a全

。
b乳b

。 ,

a 。 , a乳b轰
a
乳b全

:

二 十 口二 2

a + 月 == 2 , 丫 + 占 , l

a 十 户一 4

“ + 户 , 1 , 丫 + 占 二 1

“ + 月二 1

“ + 月= 2

比 + 月= 2 , 丫 + 占 “ l

b言
:
b全。 a

望
, a

孟
,

乡吕
:
b乳a

犷
: a

孟
:

。乳b犷
: a
吉
:

a

言
: a全

。
b坚

i
占丢

3

a
孟

, a孔b了
2
乡若

,

吞乳
。
犷
:
乡三

:

“ + 月 ~ l

“ + 召亡 l

“ + 舀 = 3

b孟
: a
晶

a

合
Z

b孟
3

表 2 (
E ;

, ,

) 的基本 L i e 不变量

级 a Z诬 , b
z i

级 “ 乡, o , a . :
b

, , , ` o , b o , , a , 。 a : : , b s o
b

i ,

级

a乱。。 , , ` 。
b
: , 。 。 3 , 石t

: : 。 ,

石蕊
。
b

。 , , 石, 。 a , :
b
。 。 , a }

2
乡

。 ,

侧 . . . . . .自 . . . . . . . . ~
J . . . . . . , . . . . . . .

~
z 十 a 3o z 3

+
a ,一名 2留 + a r Z z u , ,

+ a o 3 t ` , , ,

~ 一即 一 b加留 3

一 b Zi u, 2: 一 b一洲
: `
一 b。 , 2 3 ,

万一T州一TJ
一dd一d

`

!!
,..t

恰有 13 个基本 I ie 不变量
,

由表 2 给 出
.

其中 3 个是自对称的
,

其余 10 个成对出现
.

推论 .3 .2 具有细临界型奇点的二次系统

一 忿 十 a 加 z ,
十 a , : z留 + a o Z似 2 ,

~ 一即 一 b即留 Z

一 b : : 留 z 一 b0
2名2 ,

立dT竺dT

恰有 13 个基本 iL e
不变量

,

由表 3 给出
.
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表 3 (E
:

)的基本 Li e不变量

一级自对称者
a :o b

:o, 口 : `
b川 丙

:
b

o :

一级非自对 称者 召 2 0口孟: , 石
: o
b

二级非自对称者

a璧
。 a o Z , a羞

。
b

, 、 a 。 : , a Zo
b于

, a。 , , b r
,。 。 :

b乳b
。 , , b

: 。 。 , :
b
。 : , b

: 。。受
:
b
。 : , a

舒
:
b。

:

推论 .3 3
.

如果表 1 中的 12 0 个基本 iL e 不变量 g 都满足 g ~ 广
,

点量全部为零
.

推论 .3 4
.

如果 ( E
3

) 的伴随系统 (它
3

) 是实系数平面微分自治系统
,

件下
,

(瓦 ) 的向量场具有过原点的对称轴
,

从而 (么) 的原点是对称中心
.

则 ( E
3

) 原点的奇

则在推论 3
.

3 的条

四
、

( E
Z
) 与 ( (E 护) 的奇点量公式和可积条件

应用奇点量结构定理和表 2
、

表 3 ,

可用待定系数法推导 ( E
Z

) 与 ( E尹) 的奇点量公式
.

其中少量的待定系数完全可 以通过微型计算机作数值计算确定
.

例如
,

对系统 ( E
,

)
,

前三个

奇点量的代数结构经化简后如下
:

召 :

一 又(
a 、 a ; ,

一 b Z。 b : ,

)
,

; ,

一 艺
: * (

a
扩

`
,之: 灸a0

,

一 ,备
一 , 。 l。`乡

。2

)
,

女= 1

; ,

一 艺 ( a , a 、 b
Z。

+ 口* a o Z , 。 ,

) (
a
备, {、 `

a o Z

一 ,岛
a干: ,西。 2

)
,

( 4
.

1 )

需要待定的系数依次为 1个
、

4 个和 6 个
.

上述方法也适用于 ( E
3
)

,

但 ( E
、

) 有 12 。个基本

iL e 不变量
,

需要待定的系数急剧增多
.

由此可见推导 ( E
3

) 奇点量公式的困难程度
.

用上述

方法可得

定理 .4 1
.

复系统 ( E
:

) 的前三个奇点量公式 (只计幅角 )如下 :

}
且当 那 1

一 脚

群 :

一 b , b : :

一 a 加 a , l ,

产 2

~ ( 2 b20 一 a , ,

) ( b
, 。

+ Z a , :

)
a l , bo Z

一 ( Z
a , 一 b

: :

) (
a 加 + Zb

, :

) b
: : a0 : ,

户 3

~ ( a : , b : ,

一 a o Zb o Z

) [ ( Zb
, 一 a ,:

) b
Z。 a : :

b0
2

一 ( Z
a 、 一 b : 1

) a Zo b , , a o Z

]
,

二
拼3

~ 0 时原点为广义中心
.

推论 4
.

1
.

( E
:

) 的原点为广义中心的充分必要条件是下列条件之一成立 :

( i ) H a m i l t o n
系统条件

: Z a , 一 b : :

~ Zb
,。
一 a , ,

~ 0 ;

( 11) 调和条件
` 》: a : :

~ b : :

~ o ;

( 111) 对称性条件
: 。 2。 。 t 、

一 占2

沪
, : , 丢{

: a 。 ,
~ a母

: b o Z , a韶a 。 ,

~ b弘b0
2 , a孔b

: : a 。 ,
~ b弘a : l

b0
2 , a ` b {

: a 。 ,

~ b` a {
l b0矛 ;

( i v ) M a 滋 K
阳 积分 , , ,

存在条件
: b

Z。

+ Z a : ,

~
a , + Zb

: :

~ o , a ; ; b : :

一 a o Z

b0
2 .

证
.

若 条件 ( ii ) 成立
,

显然有 产 :

一 ” 2

~ 产,

一 0
.

兹设 ( 11) 不成立
.

令

功 在此条件下有
6

2 2

山 d留

一

景豁
一 。 , 即对 i(f) 有

令
+

等
一

豁
+

豁
一 0

·
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` 一

{
bZ。

/
a l :,

a 20
/ b

l : ,

当 a : t

铸 。 ,

当 b l ,

钾 0
.

则 群 ,

一 。 的充分必要条件为

b加 ~ 又a 一, , a 加 ~ 又b
一l -

由 ( .4 2 )式可见
,

当 那 :
~ O 时有

r娜
:

~ ( 2又一 l 、 (几 + 2 、 ( a李
1

氏
,

一 b于
, a 。 ,

、
.

t产 2

~ 又( 2又一 l ) (
a L l b l ,

一 。 0 2 b0 2

) (
a }

: b。 ,

一 b}
, a o Z

)
.

由 ( 4
.

2 )式与 ( 4 3 )式即得推论 4
.

1的证明
.

( 4
.

2)

( 4
.

3 )

注记 .4 1
.

当推论 4
.

1的条件之一成立时
,

(它
2

) 的原点在实平面上未必是中心
.

例如当

b : l bo Z

笋 O , a 。 ,
一 a , :

一 b Z。

一 a 加
+ Zb : :

~ o 时
,

推论 4
.

1的条件 ( i
v
) 成立

,

但 (它
,

) 的系数不

全是实数
.

( E
Z

) 与其伴随系统

「众
!

一

下一 ~ 一 y 一 刀 20 x’ 一 月 L
声 y 一 双 。 Z

y
` ,

(
“ `

{ d夕

}丽 一
“
十 “ ”

y
`

十 万
, , x y + “ “ x ` ,

的系数对应关系为

4 a 2。

~
a :

+ i a
, :

4 a : 、

~ 口
:

+ i夕
, ,

4 a 。 ,

~ 了 :
+ i丫 2 ,

4 b2。

一 a :

一 i a
Z。 4 b ; ;

一 风 一 谓
2 , 斗b0

2 一 丫 :

一 i丫 2-

其中
a ;

= 丑。 2

一 B Z。

+ A I : , a Z

~ 一 ( A
o Z

一 A , + B l l

)
,

风 ~ 2 ( B 、 十 B 0 2

)
,

风 一 2 ( A
Z。

+ A 0 2

)
,

了 :
= B 0 2

一 B Z。
一 A l : , 丫 2

~ 一 ( A
。 ,

一 A Z。
一 B l l

)
.

利用恒等式

( 劣
:
+ i x ,

) ( y
:
+ i y Z

) (
z ;

+ 12
2

) (翻
;

+ 10
2

)

(仑
2

)

( 4
,

4 )

l
|||阮l’

l
0 0t.ō,LX勺砂XV砂VJCú

一一十

n“Z万夕
一 X Z

y i

一 y ,

0

一 2 2
一 名 2

君留一 y ,

O

艺 z

之 2z留

戈

--y--y
0

ó

便由定理 4
.

1立即可得
.

推论 .4 2
.

如果 (它
2

) 是实系数平面微分自治系统
,

则其原点的前三个焦点量公式 (只计

符号 )如下 ;

0 0

八风几

一

几风九

V 3

~
a :

热十 a Z

夕
: ,

a ,

一 2夕
: a :

+ 2夕
l

一 ( 2丙 十 风) Za :

一 几

一 ( Z
a :

一 风) 一 ( 2
a 2

+ 月
:

)

0 0



第 3 期 刘一戎等 :论复自治微分系统的奇点量 2 5 5

Za,

十 口
: Z a :

一 夕
:

0

风民乙V 7 一 〔( “ , + “ , , 一 (“ + ` , , ,

{ 二立 — a Z

0

0

夕
-

一夕
2

1 t

其中
a * 。 厅*

,
丫 * (及~ 1

, 2 ) 由 ( 4
.

4 )式给出
.

注记 .4 2
.

以上两个四 阶行列式都是在变换 ( 2
.

2 )式下的二级旋转不变量
,

而 al 禹 + 与口
: ,

去 + 群 及 州 十 州 则都是一级旋转不变量
.

定理 .4 2
.

对于缺二次项的三次系统 ( E护
’

)
,

其原点的前五个奇点量公式如下 (只计幅

角 ) :

产 l
~ a 21

一 bZ ; ,

产2
一 b

3。 b : ,

一 a 3。 a , 2 ,

群3

一 ( 3 a 3。

一 b
; 2

) (
a , 。

+ 3 b , 2

)
a o3

一 ( 3 b、 一 a , 2

) ( b
3。
+ 3 b , 2

) b
。 , ,

产、
一 ( a Z ,

+ bZ ,

) L( 3
a 3。

一 b , 2

)
, a o 3

一 ( 3 b、 一 a : 2

)
, bo 3

]
,

邵 ,

~ ( 4
夕 , Zb : ,

一 a0 3

b0
3

) [ ( 3 a , 。

一 b 1 2

)
’ a o 3

一 ( 3 b , 。

一 。 : 2

)
,

b0
,

]
,

且当前五个奇点量全为零时原点为广义中心
.

推论 .4 3
.

( E卿 ) 原点为广义中心的充分必要条件是下列条件之一成立 :

( i ) H a m i l t o n 系统条件 : 召 2,

~ b Z: ,

3 a 3。

一 b 12

~ 3 b。 一 a l ,
~ 0

.

( 11) 对称条件 : a Z:

= b Z: , b3
沪

: ,

一
a o a , 2 , a弘a o3

~ b靛b
o 3 , a 3。 b : 2 a0 ,

~ b、 a ; Z b。 , ,

b }
Z a 。 ,

一 。 {
,占。 3

.

( 111) M a r K H H
积分存在条件

: a , ;

一 b Z ;

~ O
, a o3 b o 3

~ 4 口 12 b : 2 , a 、 + 3 b , ,

~ b 3 。
+ 3 奋 : 2

一 0
。

对 ( E卿 ) 的伴随系统 (良勺
,

由定理 4
.

2 立即可得原点的前五个焦点量公式
,

其表达式

已在文献【61 中给 出
.

如果 ( E
Z

) 和 ( E卿) 是实系数平面微分自治系统
,

则由定理 4
.

1和定理 4
.

2 给出的
,

即是

原点的鞍点量公式
.

其中 ( E
Z

) 的鞍点量公式已在文献 [ 7] 和文献 [ 8] 中给出
,

与本文结果相

容
.

最后
,

对一般的
,
次系统 ( nE )

,

应用 H il b e r t 的有限基定理 9[] ,

可以证明
,

存在有限整

数 M ( n) 使得若 产 :

~ 产2

~
· ·

一
邵斌川 一 0 ,

则一切奇点量都为零
.

即实系统焦点量存在

有限基的结论可推广到复系统
.
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