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摘要 本文综述 Courant代数胚的研究背景、发展历史、重要理论及其应用. 本文回顾和介绍该领域

中一些关键的发现和进展, 并重点阐述 Courant 代数胚定义的来龙去脉, 以及相应的 Dirac 结构、李

双代数胚、Clifford 构造、旋量表示、广义复几何以及正则 Courant 代数胚的理论框架和一些主要的

结论.
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1 引言

Courant 代数胚是由 Weinstein 与本文的两位作者刘张炬和徐平在文献 [1] 中引进的一个新的数

学结构, 当时的目的比较单纯, 就是要寻找一个适当的数学结构来刻画李双代数胚偶 (double). 随着

时间的发展, 人们发现 Courant 代数胚不但自身具有十分丰富的数学性质, 而且在微分几何, 特别是

广义复几何、L- 无穷代数、gerbe 以及拓扑量子场论 (TQFT)、双场理论 (double field theory) 和弦论

(string theory)等若干数学与物理领域有广泛的应用. Courant代数胚和 Dirac结构理论自身在不断的

发展,亦在力学和控制论领域也发现广泛的应用. 例如,端口 Hamilton系统、隐 Hamilton系统、AKSZ

sigma 模型和超引力等 (参见文献 [2–6]). 有关 Courant 代数胚以及相关问题引起了一批数学家和物

理学家的关注, 并且成为了当前活跃的研究课题之一.

首先就 Courant 代数胚的产生背景与发展进程作一个简单的回顾. Courant 代数胚的概念来自于

与物理密切相关的两个数学领域: Poisson 几何和量子群. 陈省身先生的门生 Weinstein 于 1988 年引

进了 Poisson 几何中的一个重要的概念—Poisson 群胚 [7], 即李群胚上配置一个可乘的 Poisson 张量.

几年之后, 作为 Poisson 群胚的无穷小对应构造, Machenzie 和 Xu [8] 给出了李双代数胚 (A,A∗) 的定

义, 其中 Poisson 流形的切丛和余切丛 (TM,T ∗M) 成为一个典型的例子. 上述的 Poisson 群胚和李双
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代数胚实际上分别是 Poisson 李群和李双代数的推广, 二者来自于著名的量子群的半经典极限 (参见

文献 [9]). 对李双代数 (g, g∗), Drinfel’d [10] 引进了李双代数偶的概念. 他证明了在直和空间 D = g⊕g∗

上存在唯一的李代数结构满足由配对定义的非退化二次型是不变内积, 并且 g 和 g∗ 同为极大迷向子

代数. 进一步地, Drinfel’d [10] 利用 Manin 三元组对李双代数结构与分类进行了深入的研究.

为了运用 Manin 三元组研究李双代数胚, 首先要引入李双代数胚偶的概念. 由于一些几何上的

障碍, 发现李双代数胚偶的定义比预想的要复杂, 这就促使了一个新的数学结构 Courant 代数胚的引

进 (参见文献 [1]). 以 “Courant” 命名这个结构源于微分几何中 Courant 括号. Courant 为了研究流

形上的 Dirac 结构, 在直和向量丛 TM ⊕ T ∗M 的截面空间上定义了一个后来以他的名字命名的括号.

这个括号的奇异之处在于其本身不满足 Jacobi 恒等式, 但是 Dirac 结构, 即一类极大可积子丛成为李

代数胚, 包括预辛结构、Poisson 结构和叶状结构等人们所熟知的几何结构 (参见文献 [11]). 另外, 在

Cabras 和 Vinogradov 的工作 [12] 中, 也有完全一致的构造.

现在人们称直和向量丛 TM ⊕ T ∗M 上由 Courant 括号所定义的 Courant 代数胚为标准 Courant

代数胚或者称之为微分流形 M 的广义切丛. Severa 证明了流形上标准 Courant 代数胚可以通过一

个闭的三阶微分形式 ω 进行形变, 得到一个恰当的 Courant 代数胚. 称 ω 的同调类为 Severa 类 [13].

Severa 类有明确的物理意义, 在弦论中为 Neveu-Schwarz 通量.

正是以广义切丛为起点, 取 TM ⊕ T ∗M 的复化, Hitchin [14] 和他的牛津学派, 以及一批数学家和

物理家建立和发展了 “广义几何” [15], 该理论已经成为了一个丰富多彩的数学理论并且广泛应用于其

他数学和物理领域的研究. 例如, 复几何与辛几何在广义复几何的框架中得到了统一, 由此发现了这

两种几何之间有许多相通之处,于是人们对广义复几何寄予希望去揭示隐藏在几何和物理中的一个核

心问题 “镜像对称” 之中的秘密 (参见文献 [16]). 另外, 在双场理论及 MIT 学派的很多研究工作中,

Courant 代数胚已经成为标准的工具之一.

由于局限在李理论框架下工作, Courant 代数胚的原始定义中的括号运算是反对称的. 这个括号

满足的条件看上去有些怪异、反常. 例如,其不满足 Jacobi恒等式. 于是, Liu等 [1] 就对这个括号进行

了修正. 修正后的括号不再满足反对称条件, 但是具有若干好的性质. 这个非反对称的括号当时对我

们来说是非常神秘的, 在本文中也作为一个公开问题提出来了.

不久这个问题就得到了澄清. Kosmann-Schwarzbach、Severa 和徐平等先后发现了原来此神秘的

非反对称括号满足 Leibniz条件.上述几个人的相关的工作都没有正式发表, Roytenberg将结论写入了

他的博士论文 [17], 并与 Weinstein 一起将其发表在文献 [18]. 这类代数结构是法国数学家 Loday [19]

作为非交换李代数引进的, 因此, Leibniz 代数也被称为 Loday 代数. 另外, 由于已故俄国女数学家

Dorfman [20] 为了研究无穷维可积 Hamilton 系统, 也利用类似括号建立了 Dirac 结构的代数理论, 现

在这个括号通常被称为 “Dorfman 括号” 以及更一般的 Courant-Dorfman 括号. 我们指出, Cabras 和

Vinogradov 在他们的工作 [12] 中, 也有完全相同的构造.

Courant代数胚可以看成一类配有不变内积的 Leibniz代数的几何实现. 事实上,早在 2001年,在

Alekseev 和 Xu 的一篇未正式发表的论文 [21] 中, 已经发现了构造 Courant 代数胚的 Clifford 实现方

式, 此即最早的导出括号方法 (derived brackets). 同时, Weinstein、Severa 和 Roytenberg 又利用分次

Poisson 流形的极小辛实现、同调 Hamilton 向量场和辛超流形定义了 Courant 代数胚的导出括号. 该

结果后来写入了 Roytenberg 的博士论文 [17]中. 实际上, 导出括号方法是李理论和 Poisson 几何的一

个基本方法, 感兴趣的读者可以参见 Kosmann-Schwarzbach 的综述 [22], 特别是其中对标准 Courant

代数胚 TM ⊕ T ∗M 上的 Courant 括号定义的导出括号的详细论述.

Roytenberg在他的博士论文中还发现了 Courant代数胚原始的反对称括号实际上形成了一个李 -2

1648



中国科学 : 数学 第 47 卷 第 12 期

代数、即只有两项的 L-无穷代数,同时也是李代数的一种范畴化. 通过范畴化得到的结构称为高阶结

构, 由此可知 Courant代数胚本质上是一种高阶结构 [18], 当初显现出来的一些怪异和反常的性质也就

不足为奇了. 高阶结构相关数学与物理领域的应用可以参见文献 [23].

我们特别介绍关于 Courant 代数胚同调论的重要进展: Severa [24] 最早发现了关于正合 Courant

代数胚的分类定理. Roytenberg [17] 首先提出了标准同调, 这种同调论计算非常困难. 后来, Stiénon 和

Xu [25] 提出了初级 (naive) 同调, 并提出了这样的猜想: 如果 Courant 代数胚是正则的, 那么标准同调

与初级同调同构. 该猜想已经被 Ginot 和 Grutzmann [26] 证明.

对称性是数学和物理学的基本特性, 随着时间的推移, 人们发现用李代数和李群来刻画对称性有

很大的局限性. 李代数胚和李群胚为深入理解和研究对称性提供了更广阔的理论框架, 可以参见文

献 [27]. Courant 代数胚则为研究高阶数学结构的高阶对称性提供了有力的工具.

正则 Courant代数胚与规范场论密切相关,特别是传递的 Courant代数胚基本上可以视为主纤维

丛的 Atiyah 代数胚的余切扩张. Chen 等 [28] 对正则 Courant 代数胚的结构与分类进行了深入的研究,

指出了 Pontryagin 类是构造正则 Courant 代数胚的一个障碍. 当 Pontryagin 类非平凡时, Liu 等 [29]

定义了扭 Courant 代数胚从而得到了 Leibniz 2- 代数的几何实现. 受 Weinstein 的 Omni-Lie 代数的

启发, Chen 等 [30] 定义了 E-Courant 代数胚, 其中 E 是一个向量丛. 这个结构统一了目前存在的若

干个 Courant 代数胚的变形, 包括 AV-Courant 代数胚、共形 Courant 代数胚、高阶 Courant 代数

胚、Courant-Jacobi 代数胚和 Omni-Lie 代数胚等结构. 另外, 近年来关于 Courant 代数胚的积分有广

泛的研究, 读者可参见文献 [31–33].

目前 Courant 代数胚的理论与应用还处于发展阶段, 有许多内容都不能包含在这篇简要的综述

之中, 这里仅介绍了一些 Courant 代数胚的基本内容. 希望读者对这个领域有一个初步认识, 进一步

可以参见文献 [34]. 本文各节主要内容安排如下: 第 2 节介绍一些预备知识: Poisson 李群、李双代

数、Manin 三元组、李代数胚与李双代数胚、Courant 括号和 Dirac 结构; 第 3 节介绍 Courant 代数

胚的定义、李双代数胚与 Courant 代数胚的关系、Severa 类, 以及用于刻画形变的 Maurer-Cartan 方

程; 第 4 节讲述 Courant 代数胚的 Clifford 实现和导出括号; 第 5 节介绍广义复几何; 第 6 节讨论正

则 Courant 代数胚的结构与分类.

2 预备知识

2.1 Poisson 李群、李双代数和 Manin 三元组

Poisson 李群是 Poisson 流形和李群的结合体:

定义 1 称一个李群 G 为 Poisson 李群, 如果 G 上有 Poisson 张量 π, 使得 G 的群乘法运算

µ : G×G → G, µ(g1, g2) = g1g2 是 Poisson 映射.

上述条件的显式表达为

{f1, f2}(gg′) = {f1 ◦ Lg, f2 ◦ Lg}(g′) + {f1 ◦Rg′ , f2 ◦Rg′}(g),

其中 f1 和 f2 是 G 上的光滑函数, g 和 g′ 是群中的元素. 另一种等价的条件表达为

π(gg′) = Lg∗(π(g
′)) +Rg′∗(π(g)).

关于李双代数, 主要追溯到 Drinfeld 在量子群及其经典极限即上述 Poisson 李群方面的研究工作

(参见文献 [9, 10]).
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定义 2 设 g 及其对偶空间 g∗ 都是李代数, 如果它们的直和空间 D = g⊕ g∗ 也构成李代数, 并

且 D 的李括号由原来 g 和 g∗ 的李括号及它们互相之间的余伴随作用生成, 则称 (g, g∗) 是李双代数.

可以证明, 若 (G, π) 是 Poisson 李群, 则 G 的切李代数是李双代数.

特别是在文献 [10]中, Drinfeld对一个李双代数 (g, g∗), 考虑了所谓的二重化 (double): g⊕ g∗. 在

g ⊕ g∗ 上, 有标准的非退化不变双线性型, 以及李代数结构, 且限制到 g 和 g∗ 上就是原有的李代数.

这样的结构如今称为 Manin 三元组:

定义 3 设李代数 d 是二次李代数, 即存在 d 上的非退化二次型 ⟨·, ·⟩, 且满足

⟨[x, y], z⟩ = −⟨y, [x, z]⟩, ∀x, y, z ∈ d.

如果 d中存在两个迷向子代数 g和 h (即 ⟨·, ·⟩限制在 g×g, h×h都为零),使得 d = g⊕h,则称 (d, g, h)

构成 Manin 三元组.

容易看出, Manin 三元组中的 (g, h) 互为对偶空间: h ∼= g∗. 事实上可以证明这一对李代数恰好构

成李双代数.

2.2 李代数胚与李双代数胚

李群胚 [35] 和李代数胚 [36] 也是 Poisson几何中和数学物理研究中常见的数学对象,感兴趣的读者

请参阅系统介绍这方面知识的文献 [37]. 我们简要回顾李代数胚的定义:

定义 4 (李代数胚) 设 A 是流形 M 上的向量丛 (某个特征为 0 的数域 K 上的向量丛, 通常默

认为 R 或 C). 如果 A 的截面空间 Γ(A) 上存在一个李代数结构 [·, ·]A, 并且存在一个 M 上的丛同态

ρA : A → TKM (这里 TKM = TM ⊗K) 满足

(1) ρA 诱导了一个李代数同态: ρA : Γ(A) → Γ(TKM), 即对任意的 X,Y ∈ Γ(A), 都有

ρA([X,Y ]A) = [ρA(X), ρA(Y )];

(2) 如下的 Leibniz 恒等式成立:

[X, fY ]A = f [X,Y ]A + (ρA(X)f)Y, ∀X,Y ∈ Γ(A), f ∈ C∞(M,K),

那么称 A 是 M 上的李代数胚, 并称 ρA 为李代数胚的锚 (anchor).

在实际应用中, 我们通常把上述李代数胚结构拓展成为外代数 Γ(∧•A) 上的 Schouten 括号, 依然

记作 [·, ·]A.
定义 5 (Schouten 括号) 假设 A 是 M 上的李代数胚. 对任意的 X1 ∧ · · · ∧ Xp ∈ Γ(∧pA) 和

Y1 ∧ · · · ∧ Yq ∈ Γ(∧qA), 其 Schouten 括号定义为

[X1 ∧ · · · ∧Xp, Y1 ∧ · · · ∧ Yq]A =
∑
i,j

(−1)i+j [Xi, Yj ]A ∧X1 ∧ · · · X̂i · · · ∧Xp ∧ Y1 ∧ · · · Ŷj · · · ∧ Yq,

特别地, 对任意的 X ∈ Γ(A) 和 f ∈ C∞(M,K), 其 Schouten 括号定义为

[X, f ]A = −[f,X]A = ρA(X)f,

其中 ρA 为李代数胚 A 的锚.
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设 A 是李代数胚, 则在 Γ(∧•A∗) 上, 有诱导的外微分运算 dA : Γ(∧•A∗) → Γ(∧•A∗) 满足如下导

子条件:

dA(ω ∧ η) = dAω ∧ η + (−1)|ω|ω ∧ dAη, ∀ω, η ∈ Γ(∧·A∗).

其具体定义如下.

定义 6 (李代数胚微分) 李代数胚 A 上的微分 dA : Γ(∧kA∗) → Γ(∧k+1A∗) 定义为

dAσ(X0, . . . , Xk) =
∑
i

(−1)iρA(Xi)σ(X0, . . . , X̂i, . . . , Xk)

+
∑
i<j

(−1)i+jσ([Xi, Xj ]A, X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk),

其中 σ ∈ Γ(∧kA∗), Xi ∈ Γ(A), ρA 是李代数胚 A 的锚, A∗ 是 A 的对偶丛.

特别地,

dAf = ρ∗A(df), ∀ f ∈ C∞(M,K),

⟨dAξ, a1 ∧ a2⟩ = ρA(a1)⟨ξ, a2⟩ − ρA(a2)⟨ξ, a1⟩ − ⟨ξ, [a1, a2]A⟩, ∀ ξ ∈ Γ(A∗), a1, a2 ∈ Γ(A).

注 7 由于 [·, ·]A 满足 Jacobi 恒等式, 容易验证 dA 满足 d2A = 0. 因此, (Γ(∧•A∗), dA) 是一个微

分上链复形 (differential cochain complex). 相应的同调称为李代数胚 A 的上同调环, 记作 H•(A).

定义 8 若 A 是李代数胚, 且其对偶丛 A∗ 也是李代数胚, 如果下面的条件成立, 则称 A 与 A∗

构成李双代数胚:

dA[ω, η]∗ = [dAω, η]∗ + (−1)|ω|−1[ω, dAη]∗, ∀ω, η ∈ Γ(∧•A∗),

其中 [·, ·]∗ 是由 A∗ 的李代数胚结构所扩展的 Schouten 括号. 换言之, (Γ(∧•A∗), [·, ·]∗, dA) 构成微分
Gerstenhaber 代数 [38].

可以证明, 李双代数胚的定义是对称的.

定理 9 [8] 若 A 与 A∗ 构成李双代数胚, 则 A∗ 与 A 也构成李双代数胚. 反之亦然.

我们列举几个简单的例子. 前述李双代数 (g, g∗)显然是特殊的李双代数胚;给定 Poisson流形M ,

T ∗M 构成李代数胚, 且 (TM, T ∗M) 构成 (实) 李双代数胚; 给定流形 M 上的广义复结构, 则其两个

共轭 Dirac 结构 L 与 L 构成 (复) 李双代数胚, 详见第 5 节.

2.3 Courant 括号与 Dirac 结构

Courant 括号是微分流形上向量场的括号和李导数的自然推广. 设 M 是光滑流形, 记

E = (TM ⊕ T ∗M)⊗K = TKM ⊕ T ∗
KM,

称作 M 的广义切丛. 在 Γ(E) 上定义下面的括号运算:

[X1 + ξ1, X2 + ξ2] = [X1, X2] + (LX1ξ2 − LX2ξ1)−
1

2
d(iX1ξ2 − iX2ξ1), (2.1)

其中 X1, X2 ∈ XK(M), ξ1, ξ2 ∈ ΩK(M). 此括号运算称为 Courant 括号, 这是 Courant 最早在文献 [11]

引入的.
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事实上, 在实际应用中, 人们常常使用非反对称形式的运算 (亦称 Dorfman 括号)

(X1 + ξ1) ◦ (X2 + ξ2) = [X1, X2] + (LX1ξ2 − iX2dξ1). (2.2)

其反对称化恰好就是上述 Courant 括号.

另外, 在向量丛 E 上定义一个非退化的双线性二次型, 简称标准内积:

⟨X1 + ξ1, X2 + ξ2⟩ =
1

2
(iX1ξ2 + iX2ξ1). (2.3)

在上述 Courant 括号和标准内积下, 有如下定义:

定义 10 一个流形 M 上的 Dirac 结构, 如 D, 指的是 E 的一个相对于标准内积的极大迷向子

丛 D ⊂ E (迷向即 ⟨D,D⟩ = 0), 且满足如下的封闭性 (又称可积性或对合性 (involutive)) 条件:

[Γ(D),Γ(D)] ⊂ Γ(D).

典型的 Dirac 结构包括 Poisson 结构、预辛结构和可积分布等. 它们对应的 Dirac 结构的详细方

法参见文献 [11]. 本文后面提到的广义复结构也是一种 Dirac 结构.

3 Courant 代数胚

3.1 Courant 代数胚的定义

首先简单介绍 Courant 代数胚的公理化定义, 这个概念是 Liu 等 [1] 引入的, 简单地讲, 就是把李

双代数胚 (详见第 3 节)、Courant、Dorfman 和 Vinogradov 在 TM ⊕ T ∗M (这里 M 是光滑流形) 上

引入的代数结构综合在一起的数学对象.

一个 Courant 代数胚由下列要素构成: 向量丛 E、逐纤维定义的 E 上的非退化二次型 ⟨·, ·⟩、锚
映射 (anchor) ρ, 以及一个被称作 Courant 括号 (或 Dorfman 括号) 的运算 [·, ·] (或 · ◦ ·). 这些要素要
满足一组比较复杂的相容性条件, 详见下面的两种等价定义方式:

定义 11 (Courant代数胚) 设 E 是 M 上的 (以 K为系数域的)向量丛. 如果 M 的光滑截面空

间 Γ(E) 上存在一个非退化的对称双线性型 ⟨·, ·⟩ (简称内积) 和一个反对称的括号 [·, ·] (称作 Courant

括号), 以及一个丛同态 ρ : E → TKM , 使得下述条件成立:

(i) ρ([e1, e2]) = [ρ(e1), ρ(e2)], ∀ e1, e2 ∈ Γ(E);

(ii) Jac(e1, e2, e3) = D(Nij(e1, e2, e3)), ∀ e1, e2, e3 ∈ Γ(E);

(iii) [e1, fe2] = f [e1, e2] + (ρ(e1)f)e2 − ⟨e1, e2⟩Df, ∀ e1, e2 ∈ Γ(E), f ∈ C∞(M,K);

(iv) ρ ◦ D = 0, 即 ⟨Df,Dg⟩ = 0, ∀ f, g ∈ C∞(M,K);

(v) ρ(e)⟨h1, h2⟩ = ⟨[e, h1] +D⟨e, h1⟩, h2⟩+ ⟨h1, [e, h2] +D⟨e, h2⟩⟩, ∀ e, h1, h2 ∈ Γ(E),

其中 Jac 和 Nij 算子的定义如下: 对任意 A,B,C ∈ Γ(E), 有

Jac(A,B,C) = [[A,B], C] + [[B,C], A] + [[C,A], B]

和

Nij(A,B,C) =
1

3
(⟨[A,B], C⟩+ ⟨[B,C], A⟩+ ⟨[C,A], B⟩).

算符 D : C∞(M,K) → Γ(E) 由

⟨Df, e⟩ = 1

2
ρ(e)f, ∀ e ∈ Γ(E), f ∈ C∞(M,K)
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给出. 赋予这些结构的向量丛 E 是 M 上的一个 Courant 代数胚.

定义 12 (Courant 代数胚等价定义) 称一个向量丛 E → M 为 Courant 代数胚, 如果存在逐

纤维定义的内积 ⟨·, ·⟩, 以及丛映射 ρ : E → TKM (称作锚) 和 Γ(E) 上的 K- 双线性运算 · ◦ · (称作
Dorfman 括号), 使得对任何 f ∈ C∞(M,K), e1, e2, e3 ∈ Γ(E), 下列条件成立:

e1 ◦ (e2 ◦ e3) = (e1 ◦ e2) ◦ e3 + e2 ◦ (e1 ◦ e3), (3.1)

ρ(e1 ◦ e2) = [ρ(e1), ρ(e2)], (3.2)

e1 ◦ (fe2) = (ρ(e1)f)e2 + f(e1 ◦ e2), (3.3)

1

2
(e1 ◦ e2 + e2 ◦ e1) = D⟨e1, e2⟩, (3.4)

Df ◦ e1 = 0, (3.5)

ρ(e1)⟨e2, e3⟩ = ⟨e1 ◦ e2, e3⟩+ ⟨e2, e1 ◦ e3⟩, (3.6)

其中 D : C∞(M,K) → Γ(E) 是 K- 线性映射, 定义为

⟨Df, e⟩ = 1

2
ρ(e)f. (3.7)

注意到 (3.4) 给出了 Dorfman 括号的反对称化. 我们指出这两种定义的关联在于

[e1, e2] =
1

2
(e1 ◦ e2 − e2 ◦ e1),

也就说 Dorfman 括号的反对称化就是 Courant 括号. 反过来, 有

e1 ◦ e2 = [e1, e2] +D⟨e1, e2⟩.

定义 13 设 E 是如上定义的 Courant 代数胚, 称一个 E 的子丛 D ⊂ E 是 Dirac 结构, 如果

(1) D 关于内积 ⟨·, ·⟩ 是极大迷向的, 即 ⟨D,D⟩ = 0, 且对任意 X ∈ E, ⟨X +D,X +D⟩ = 0 推出

X ∈ D;

(2) D 的截面空间关于 Courant 括号 (或者 Dorfman 括号) 封闭: [Γ(D),Γ(D)] ⊂ Γ(D).

推论 14 继承 E 的括号运算和锚映射, Dirac 结构 D 拥有自然的李代数胚结构.

3.2 Courant 代数胚和李双代数胚

下面的两个定理阐述了李双代数胚与 Courant 代数胚的关系.

定理 15 [1] 若 A 与 A∗ 构成李双代数胚, 则 E = A⊕A∗ 拥有 Courant 代数胚结构.

(1) 标准对称型, 即内积, 定义为

⟨X + ξ, Y + η⟩ := 1

2
(ξ(Y ) + η(X)); (3.8)

(2) 锚映射定义为

ρ(X + ξ) = ρA(X) + ρ∗(ξ);

(3) Courant 括号定义为

[e1, e2] = [X1 + ξ1, X2 + ξ2]
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= ([X1, X2]A + Lξ1X2 − Lξ2X1 − d∗(e1, e2)−)

+ ([ξ1, ξ2]∗ + LX1ξ2 − LX2ξ1 + dA(e1, e2)−),

其中

(e1, e2)− = (X1 + ξ1, X2 + ξ2)− =
1

2
(ξ1(X2)− ξ2(X1)).

进一步, 在 Courant 代数胚 E = A⊕A∗ 中, 子丛 A 和 A∗ 都是 Dirac 结构.

定理 16 [1] 设 E 是 Courant 代数胚, L1 和 L2 是 E 中两个 Dirac 结构, 且相互横截, 即 E = L1

⊕L2, 则 L1 与 L2 构成李双代数胚.

3.3 Severa 类

Severa [13, 24]发现了一类称为正合 (exact) Courant代数胚的重要构造.下面简要介绍这种 Courant

代数胚及其分类.

定义 17 数域 R 上的 Courant 代数胚 E 称为正合的, 如果下面的丛映射序列正合:

0 → T ∗M
ρ∗

−→ E
ρ−→ TM → 0.

定义 18 设 E 是上述正合 Courant代数胚,所谓一个 E 的联络,指这样的丛映射: γ : TM → E,

满足 ρ ◦ γ = IdTM 和迷向性: ⟨γ(X), γ(Y )⟩ = 0, ∀X,Y ∈ TM .

定理 19 [13,24] 设 E 是上述正合 Courant 代数胚, 取定某个 E 的联络 γ, 则

Ω(X,Y, Z) := ⟨[γ(X), γ(Y )], γ(Z)⟩, ∀X,Y, Z ∈ X(M)

定义了 M 上的一个闭的 3- 形式. 且其对应的 3- 阶上同调类 [Ω] ∈ H3
deR(M), 不依赖于联络 γ 的选

择. 称 [Ω] 为正合 Courant 代数胚的 Severa 同调类.

反过来, 给定某个闭的 3- 形式 Ω ∈ Ω3(M), 可以定义 Ω- 扭 Courant 代数胚 C = TM ⊕ T ∗M , 使

得 C 上的内积和锚仍然与原来标准的 Courant 代数胚一致, 但拥有新的 Courant 括号:

[X1 + ξ1, X2 + ξ2]ω = [X1 + ξ1, X2 + ξ2] + Ω(X1, X2, ·).

此时, C 也是一个正合 Courant 代数胚, 且对应的 Severa 同调类就是 [Ω]. 事实上, 这种对应关系即

Severa 给出的完全分类定理:

定理 20 [13,24] 正合 Courant 代数胚的同构类一一对应于 H3
deR(M).

3.4 Dirac 结构的形变

本小节介绍 Dirac 结构的形变以及用于刻画形变的 Maurer-Cartan 方程. 设 E 是 Courant 代数

胚, 且其内积的符号是 (n, n) 型的. 又设 D ⊂ E 是一个 Dirac 结构. 可以任选一个秩为 n 的子丛

C ⊂ E 使得 E ∼= D ⊕ C 且 C 也是迷向的. 此时, 我们可以把 C 等同于 D∗, 于是 E ∼= D ⊕D∗.

首先简要介绍一种特殊情形,就是 C可积: [C,C] ⊂ C,此时 C也是 Dirac结构. 这时, Dirac结构D

的形变由某个满足下面条件的 ω ∈ ∧2C 控制:

dDω + [ω, ω]C = 0.
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该方程也称作 Maurer-Cartan 方程. 详见文献 [1] 中的讨论.

下面进行更一般的讨论, 也即 C 未必是对合的情形. 设 Γ(E) 的 Courant 括号为 [·, ·]E , 锚为
ρE : E → TM . 将这些运算限制到 D∗上,得到 Γ(D∗)上的反对称括号 [·, ·]D∗ 和锚映射 ρ∗ : D∗ → TM :

[ξ, η]D∗ = PrD∗ [ξ, η]E , ∀ ξ, η ∈ Γ(D∗),

ρ∗ = ρE |D∗ .

令 ϕ ∈ Γ(∧3D) 定义为

ϕ(ξ, η, ζ) = 2⟨[ξ, η]E , ζ⟩E = 2⟨PrD[ξ, η]E , ζ⟩E , ∀ ξ, η, ζ ∈ Γ(D∗),

其中 ⟨·, ·⟩E 是 E 的内积. 容易验证上述 ϕ 的确是反对称的线性映射. 一般而言, C ∼= D∗ 并不是 Dirac

结构. 换言之, ϕ 并不是平凡的, 所以, (D∗, [·, ·]D∗ , ρ∗) 也不是李代数胚. 实际上, (D,D∗) 构成拟李双

代数胚 (quasi-Lie bialgebroid) [39].

令

λ1 = dD : Γ(∧kD∗) → Γ(∧k+1D∗)

表示来自李代数胚 D 的 Chevalley-Eilenberg 微分算子. 下面定义二元运算:

λ2 : Γ(∧kD∗)⊗ Γ(∧lD∗) → Γ(∧k+l−1D∗).

首先令

λ2(ξ, η) = [ξ, η]D∗ , λ2(ξ, f) = ρ∗(ξ)(f), ∀ ξ, η ∈ Γ(D∗), f ∈ C∞(M),

对其他类型的元素, 规定以 Leibniz 法则扩张上面在生成元上的运算即可.

类似地, 定义三元运算

λ3 : Γ(∧kD∗)⊗ Γ(∧lD∗)⊗ Γ(∧rD∗) → Γ(∧k+l+r−3D∗)

为前述 ϕ 的通过 Leibniz 法则的扩张 (注意, 若 λ3 某个分量输入为 M 上的 K- 值光滑函数, 则结果

为零).

下面的定理来自 Severa [24] 与他人的通信, 可参见文献 [17], 类似的结论亦出现在文献 [40] 中.

命题 21 在上述假设下,

(1)空间 Γ(∧•D∗), 在赋予 λ1、λ2 和 λ3 运算并令 λk = 0 (k > 3)的设定下, 构成 L-无穷代数 (关

于 L- 无穷代数, 又称强同伦李代数, 参见文献 [41]).

(2) 空间 Γ(∧•D∗) 控制了 Dirac 结构 D 的形变. 这意味着, 对于某个 ω ∈ Γ(∧2D∗), D 沿着 ω 方

向的形变空间 {X+ωb(X) | X ∈ D} ⊂ E 也是 Dirac结构的充要条件是, ω 满足下面的 Maurer-Cartan

方程:

λ1(ω) +
1

2
λ2(ω, ω) +

1

6
λ3(ω, ω, ω) = 0.

我们特别指出, 上述 L- 无穷代数的构造, 虽然依赖于 D 的补空间 C 的选择, 但是, 其结构在 L-

无穷代数的同构意义下, 是规范不变的 (canonical) (参见文献 [24]).
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4 Courant 代数胚的 Clifford 实现和导出括号

4.1 Clifford 代数与旋量表示

设 V 是某个 (数域 K 上的) n- 维线性空间, 并带着非退化对称双线性型 ⟨·, ·⟩. 所谓 V 的 Clifford

代数, 记作 C(V ), 指从张量代数
⊕n

k=0 V
⊗k 按照关系

x⊗ y + y ⊗ x = 2⟨x, y⟩ (x, y ∈ V )

生成等价关系后, 取该等价关系的商空间得到的代数.

自然地, C(V ) 是一个结合的 Z2- 分次代数. 在最多差一个同构意义下, 存在 C(V ) 唯一的不可约

模 S, 即所谓的 C(V ) 的自旋表示 (参见文献 [42]). 此空间 S 中的元素称为旋量 (spinor). 例如, 设 W

是 r- 维线性空间. 令 V = W ⊕W ∗ 并取标准对称双线性型

⟨u1 + ξ1, u2 + ξ2⟩ =
1

2
(ξ1(u2) + ξ2(u1)),

其中 u1, u2 ∈ W , ξ1, ξ2 ∈ W ∗. 在这种情形下, 令 C(V ) 作用在 S =
⊕r

k=0 ∧kW 上:

u · w = u ∧ w, ξ · w = ιξw,

其中 u ∈ W , ξ ∈ W ∗, w ∈ S. 此即自旋表示. 注意到 S 是 Z- 分次, 也是 Z2- 分次的.

4.2 Dirac 生成算子

设 π : E → M 是某个 (数域 K 上的) 向量丛, 带有逐纤维定义的非退化对称双线性型 ⟨·, ·⟩. 逐纤
维定义其对应的 Clifford代数 C(E) → M . 又假设存在某个向量丛 S → M ,其逐点的纤维 Sm (m ∈ M)

是相应的 Clifford 代数 C(E)m 的旋量模. 进一步假设 S 拥有 Z2- 分次: S = S0 ⊕ S1.

称一个 Γ(S)上的算子 O为偶的 (或者 0次的),如果 O(Si) ⊂ Si;称之为奇的 (或者 1次的),如果

O(Si) ⊂ Si+1,其中 i ∈ Z2. 例如,若某个向量丛 E 可分解成 A⊕A∗,如前面例子所述,则 S = ∧A构成
C(E) 的旋量模. 此时, 乘以某个函数 f ∈ C∞(M,K) 的运算是 Γ(S) 的偶算子, 而某个截面 e ∈ Γ(E)

在 Γ(S) 上的作用是奇算子.

设 O1 和 O2 是两个算子, 分别具有次数 d1 和 d2, 则定义它们的交换子为

[O1, O2] = O1 ◦O2 − (−1)d1d2O2 ◦O1.

定义 22 [21] 称一个 Γ(S) 上的奇算子 D 为 (E, ⟨·, ·⟩) 的 Dirac 生成子, 如果 D 满足下面的性质:

(1) 对任意 f ∈ C∞(M,K), [D, f ] ∈ Γ(E). 这条性质意味着 [D, f ] 总是 E 的某个截面的 Clifford

作用;

(2) 对任意 e1, e2 ∈ Γ(E), 有 [[D, e1], e2] ∈ Γ(E);

(3) 算子 D 的平方是某个 M 上的函数的乘法: D2 ∈ C∞(M,K).

在很多其他文献中提到的 “导出算子 (deriving operators)” 是一个更广泛的概念. 上述 Dirac 生

成算子是这种导出算子最早实例, 它具有下面的性质:

[[D,D], e] = 0,

[D, [e1, e2]] = [[D, e1], e2]− [e1, [D, e2]],
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[[D, f ], e] = [[D, e], f ],

其中 f ∈ C∞(M,K), e, e1, e2 ∈ Γ(E).

我们以 Vinogradov 的例子 [12] 说明上述概念. 设 M 是光滑流形, 则 E = TM ⊕ T ∗M 的截面在

Ω•(M) 上有如下定义的作用:

(X + ξ).µ = iXµ+ ξ ∧ µ,

其中 X ∈ X(M), ξ ∈ Ω1(M), η ∈ Ω•(M). 如此定义的作用使得 Ω•(M) 成为 Clifford 代数 C(E) 的

Clifford 模, 其中 E 的内积定义为 (2.3). 此时, 可以验证, de Rham 微分算子

d : Ω•(M) → Ω•+1(M)

就是一个 Dirac 生成算子. 其诱导的 Γ(E) 上的括号, 恰好就是我们前面提到的 Dorfman 括号 (2.2).

事实上, Vinogradov 的构造与 Courant 和 Dorfman 的构造基本上是同一时间各自独立的研究工作中

的发现.

4.3 李双代数胚与 Dirac 生成算子

下面的定理说明 Dirac 生成算子可以导出 Courant 代数胚结构.

定理 23 [21] 设 D 是某个向量丛 π : E → M 的 Dirac 生成算子, 则在 E 上拥有诱导的 Courant

代数胚结构. 其锚映射 ρ : E → TKM 定义为

ρ(e)f = 2⟨[D, f ], e⟩ = [[D, f ], e],

其 Dorfman 括号定义为

e1 ◦ e2 = [[D, e1], e2].

下面介绍一个具体构造 Dirac 生成算子的例子, 详见文献 [21, 43]. 设 (A, [·, ·], ρ) 与 (A∗, [·, ·]∗, ρ∗)
构成一对互为对偶的李代数胚. 又设它们的秩都是 n,底流形M 是m维的. 考虑线丛 ∧nA∗⊗∧mT ∗

KM ,

它显然也是 A∗- 模 (关于李代数胚及其模形式的内容可参见文献 [44]): 一个截面 α ∈ Γ(A∗) 作用在

Γ(∧nA∗ ⊗ ∧mT ∗
KM) 的定义为

α · (α1 ∧ · · · ∧ αn ⊗ µ) =
n∑

i=1

(α1 ∧ · · · ∧ [α, αi]∗ ∧ · · · ∧ αn ⊗ µ) + α1 ∧ · · · ∧ αn ⊗ Lρ∗(α)µ.

若存在, 则该线丛的平方根

L = (∧nA∗ ⊗ ∧mT ∗
KM)

1
2

也是李代数胚 A∗- 模, 称作 Evens-Lu-Weinstein 模 [44]. 于是有相应的微分算子

d̆∗ : Γ(∧kA⊗ L ) → Γ(∧k+1A⊗ L ). (4.1)

类似地, 若 (∧nA⊗ ∧mT ∗
KM)

1
2 存在, 则它也是李代数胚 A- 模. 因此又有另一个微分算子

Γ(∧kA∗ ⊗ (∧nA⊗ ∧mT ∗
KM)

1
2 ) → Γ(∧k+1A∗ ⊗ (∧nA⊗ ∧mT ∗

KM)
1
2 ).

同时, 注意到下面的同构关系:

∧k A∗ ∼= ∧n−kA⊗ ∧nA∗,
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∧n A∗ ⊗ (∧nA⊗ ∧mT ∗
KM)

1
2 ∼= (∧nA∗ ⊗ ∧mT ∗

KM)
1
2 ,

∧k A∗ ⊗ (∧nA⊗ ∧mT ∗
KM)

1
2 ∼= ∧n−kA⊗ ∧nA∗ ⊗ (∧nA⊗ ∧mT ∗

KM)
1
2

∼= ∧n−kA⊗ (∧nA∗ ⊗ ∧mT ∗
KM)

1
2 . (4.2)

总之, 我们得到这样的微分算子

∂̆ : Γ(∧kA⊗ L ) → Γ(∧k−1A⊗ L ). (4.3)

下面的定理说明了如何判定 (A,A∗) 构成李双代数胚, 以及相应的 Dirac 生成算子的构造.

定理 24 [43] 互为对偶的李代数胚对 (A,A∗) 是李双代数胚的充分必要条件是 D̆2 ∈ C∞(M,K).

换言之, 算子

D̆ = d̆∗ + ∂̆ : Γ(∧·A⊗ L ) → Γ(∧·A⊗ L )

的平方是某个光滑函数 f̆ ∈ C∞(M,K) 的乘法.

推论 25 [43] 互为对偶的李代数胚对 (A,A∗) 是李双代数胚的充分必要条件是 D̆ = d̆∗ + ∂̆ 构成

向量丛 A⊕A∗ 的 Dirac 生成算子, 其中 A⊕A∗ 拥有前面引入的标准内积 (3.8).

事实上,由导出括号给出 Courant代数胚的构造,不止上述一种. 例如, Roytenberg [17] 及 Royten-

berg 和 Weinstein [18] 利用分次 Poisson 流形的极小辛实现、同调 Hamilton 向量场和辛超流形定义了

Courant 代数胚的导出括号. 关于这两种导出括号的内在联系, 参见 Grutzman 等 [45] 近期的工作.

5 广义复几何

近年来, Courant代数胚的理论得到很大发展. 例如, Hitchin 始创的广义复几何 [14] 就是完全建立

在 Courant 代数胚的理论之上. 本节简要介绍其基本理论框架.

5.1 广义复结构

首先, 在向量丛 TM ⊕ T ∗M上, 回顾前面定义过的 Courant 括号 (2.2). 类似于复几何中的做法,

为了将广义复结构推广到流形上, 我们可以先定义一个广义近复结构, 即将广义复结构的线性理论逐

纤维定义到广义切丛上, 然后再附加上一个可积性条件.

定义 26 假设 M 是 2n 维实流形. M 上的广义近复结构由以下两个等价条件之一定义:

(1) J : TM ⊕ T ∗M → TM ⊕ T ∗M 是丛同态, 使得 J 2 = −1 且 J ∗J = 1;

(2) L 是 TCM ⊕ T ∗
CM 的一个极大迷向子丛, 且 L ∩ L = {0}, 其中 TCM 和 T ∗

CM 分别是 TM 和

T ∗M 的复化丛.

有了广义近复结构, 我们就可以考虑它的可积性. 类似于复几何中近复结构的挠率张量, 可以定

义广义近复结构的挠率张量:

NJ (A,B) = [JA,JB]− J [JA,B]− J [A,JB]− [A,B], ∀A,B ∈ TM ⊕ T ∗M.

同样, 在将 J 和 Courant 括号复线性扩张到 TCM ⊕ T ∗
CM 上后, 易知挠率张量为零当且仅当

[L,L] ⊆ L 或者 [L,L] ⊆ L,

其中 L 是 J 在 TCM ⊕ T ∗
CM 上的特征 i- 子丛, 其共轭 L 是 J 在 TCM ⊕ T ∗

CM 上的特征 (−i)- 子丛.
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定义 27 称广义近复结构 J 是可积的, 如果它的特征 i- 子丛 L ⊂ TCM ⊕ T ∗
CM 关于 Courant

括号是封闭的. 称可积的广义近复结构为广义复结构. 换句话说, 一个广义复结构就是一个复 Dirac

结构 L 满足 L ∩ L = {0}.
我们注意到, 在该定义的条件下, L 与 L 互为对偶丛, 且构成复李双代数胚.

定义 28 假设 M 是一个光滑流形. 若 M 上存在一个可积的广义近复结构 J , 则称 (M,J ) 是

一个广义复流形.

例 29 如果 J : TM ⊕ T ∗M → TM ⊕ T ∗M 形如J 0

0 −J∗

 ,

其中 J : TM → TM 是逐点定义的丛映射, 则这样的 J 是广义复结构的充要条件就是 J 为经典意义

下的流形 M 上的复结构.

例 30 如果 J : TM ⊕ T ∗M → TM ⊕ T ∗M 形如0 −ω−1

ω 0

 ,

其中 ω : TM → T ∗M 是逐点定义的丛映射, 则这样的 J 是广义复结构的充要条件就是 ω 为经典意

义下的流形 M 上的辛结构.

例 31 如果 J : TM ⊕ T ∗M → TM ⊕ T ∗M 形如J π

0 −J∗

 ,

其中 J : TM → TM 和 π : T ∗M → TM 是逐点定义的丛映射, 则这样的 J 是广义复结构的充要条件
就是 J 为经典意义下的流形 M 上的复结构, 且 π 是一个全纯 Poisson 结构.

广义复流形是普通复流形和辛流形的结合体. 事实上, 目前普遍研究的广义复结构是额外带一个

扭项 (即某个闭的 3- 形式 H ∈ Z3(M)) 的情形. 此时, 唯一变化的是 TCM ⊕ T ∗
CM 的 Courant 括号,

比原来多出来一个 H- 扭部分:

[X1 + ξ1, X2 + ξ2]H = [X1 + ξ1, X2 + ξ2] +H(X1, X2, ·),

其他结构不变. 仍旧按前述方式定义的广义复结构, 称为 H- 扭广义复结构.

设 (M,J ) 是 H- 扭广义复结构, 则 J 的 i 特征子空间 L 与 (−i) 特征子空间 L 是互相横截的

(H- 扭) Dirac 结构, 仍然构成复李双代数胚. 反过来, 如果 L 和 L 都是 Dirac 结构, 且 L ∩ L = {0},
则它们唯一决定了某个 H- 扭广义复结构. 也就是说, 互相横截且共轭的 Dirac 结构与 H- 扭广义复

结构是一一对应关系.

5.2 ∂ 与 ∂ 算子

考虑 TC ⊕ T ∗
C 生成的 Clifford 代数 C(TC ⊕ T ∗

C), 对应的旋量丛为

M :=
2n⊕
i=0

∧iT ∗
C .
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而 C(TC ⊕ T ∗
C) 在M 上的作用是由这样的关系生成的:

(x+ η).ρ = ιxρ+ η ∧ ρ, ∀ ρ ∈ M.

此时, 可以找到一个称作纯旋量的线丛 N ⊂ M, 它满足下面的性质:

L = {l ∈ TC ⊕ T ∗
C | l.N = 0}, L = {l ∈ TC ⊕ T ∗

C | l.N = 0}.

令 N0 = N , Nk = ∧kL ·N (k = 0, . . . , 2n), 则有 Nk = N2n−k. 特别地, N2n = N 恰是 L 的纯旋量

线丛. 一个重要的结果是下面的直和分解 [15, 16]:

M = N0 ⊕N1 ⊕ · · · ⊕N2n.

普通复流形上的 ∂ 和 ∂̄ 算子, 也可以推广到 H- 扭广义复流形的情形. 考虑算子

dH = d+H∧ : M → M.

按照上述直和空间分解, 将微分算子 dH 分解成两部分: dH = ∂ + ∂, 其中 ∂ : Γ(N•) → Γ(N•−1),

∂ : Γ(N•) → Γ(N•+1). 换言之,

∂(nk) := prNk−1
(dHnk), ∂(nk) := prNk+1

(dHnk), ∀nk ∈ Γ(Nk).

下面简要介绍文献 [46]中最重要的结果,给出这两个算子的使用 Evens-Lu-Weinstein模的刻画方

式. 换言之, ∂ 与 ∂ 本质上就是复李双代数胚的 Chevalley-Eilenberg 微分算子.

定理 32 [46] 前述线丛 N = N2n 与 Evens-Lu-Weinstein 模 L = (∧2nL⊗∧2nT ∗
C)

1
2 同构. 进一步,

通过引入下列丛同构:

I : (∧kL)⊗N → Nk, W ⊗ p → W · p, ∀W ∈ ∧kL, p ∈ N,

I : (∧kL)⊗N → Nk, X ⊗ p → X · p, ∀X ∈ ∧kL, p ∈ N,

我们有下面的交换图表:

(∧kL)⊗N
d̆∗ //

I

��

(∧k+1L)⊗N

I

��
Nk ∂

// Nk+1,

(∧kL)⊗N
∂̆ //

I

��

(∧k−1L)⊗N

I

��
Nk

∂

// Nk−1,

其中算子 d̆∗ 和 ∂̆ 是定义在前面的 (4.1) 和 (4.3).

这两个导算子与前面提到的 Dirac 生成算子有重要的联系. 事实上, 此时 H- 扭 Courant 代数胚

TC ⊕ T ∗
C 的 Dirac 生成算子恰好就是

dH = ∂ + ∂ = d+H ∧ .
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另外可以发现, 在上述同构解释下, 经过进一步计算有下面的显式表达:

∂(W · u) = (dLW + e ∧W ) · u, ∀W ∈ Γ(∧kL),

∂(X · u) = (dLX + e ∧X) · u, ∀X ∈ Γ(∧iL),

其中 u ∈ Γ(N)是某个 (局部)非平凡截面, e ∈ Γ(L) (即 L的模闭链 (modular cocycle))使得 ∂u = e.u.

关于这广义复结构的两个算子更多的深入研究和结果, 参见文献 [46]. 另外, 与此紧密相关的,

Stiénon [47] 发现了经典辛几何中的 Moser 引理在广义复几何中的非平凡推广.

6 正则 Courant 代数胚

本节简要介绍正则 Courant 代数胚的结构和分类, 详细内容参见文献 [28].

在数域 K 为 R 的情形, 如前定义的 Courant 代数胚 E 称作是正则的, 如果其中锚映射 ρ 是正则

的,即 rank(ρ(E))为常值.正则 Courant代数胚蕴含了一系列重要的空间信息:如下图所示,共有 4条

从左到右相互交错的正合列. 特别地, 居中的 G 是一个二次李代数丛 (quadratic Lie algebra bundle).
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这里的 G := ker ρ/(ker ρ)⊥. 符号 π (以及 q) 表示投影映射 ker ρ → G (以及 E → AE = E/(ker ρ)⊥).

在研究正则 Courant 代数胚之前, Vaisman [48] 和 Bressler [49] 分别深入研究了可递 (transitive)

Courant 代数胚, 即 ρ(E) = TM 的情形, 获得很多重要的进展, 发掘出很多深刻的性质和应用.

我们知道, 正则 Courant 代数胚的特例就是可递 Courant 代数胚, 后者的特例就是正合 Courant

代数胚. 基于以上这些进展,文献 [28]的主要目的就是给出最一般的正则 Courant代数胚的分类定理.

另外, 我们需要探索与正则 Courant 代数胚有关的几个重要的同调群之间的联系.

下面简要介绍文献 [28] 中的主要研究成果. 首先, 对任何正则 Courant 代数胚 E, 在其 3 阶初级

同调群 (naive cohomology) 中, 蕴含一个自然的元素 CE ∈ H3
naive(E), 命名为 E 的特征类.

该特征类在极端的情形, 还原为 Severa 特征类或者 Cartan 形式. 但是, CE 并不能完全分类这样

的正则 Courant 代数胚. 事实上, 真正的分类定理的完整表述要复杂得多. 我们将其分解为下列两个

定理:

定理 33 [28] 存在从全体正则 Courant 代数胚到全体第一 Pontryagin 类 (简记为 FPC) 为零的

二次李代数胚 (quadratic Lie algebroid) 的自然函子, 称作 ample 函子, 记作 J , 其定义为

JE = E/(ker ρ)⊥.
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该函子满足关系

Hk
naive(E) = Hk(JE).

定理 34 [28] 对任意 FPC 为零的二次李代数胚 A 的同构类, 其在 ample 函子下的逆像 J−1[A]

可以参数化为集合 ρ∗AH
3(F )/I, 其中 ρA 是 A的锚映射, F = kerρA, I 是 ρ∗AH

3(F )的某个 Abel子群.

对于正则 Courant代数胚 E, 记其对应的二次李代数胚为 A = JE, 则前述 Courant代数胚 E 的

特征类可以视作 CE ∈ H3(A). 它还满足我们称之为凝聚的 (coherent) 性质, 即在集合

{(A,C) | A 是 FPC 为零的二次李代数胚, 且 C ∈ H3(A) 是凝聚的}

中引入一种等价关系 “∼” (详见文献 [28]), 则有下面的定理:

定理 35 [28] 存在正则 Courant 代数胚同构类的集合与 {(A,C)} 的等价类集合之间的一一对应.

以上就是我们给出的正则 Courant代数胚完全分类定理. 更深入的关于正则 Courant代数胚及其

三阶初级同调特征类的研究结果,参见文献 [28]. 应用这些方法和结论,我们进一步发掘了许多崭新且

极为精细的性质, 以及很多具体的实例应用. 我们注意到该结果彻底完整地分析清楚了正则 Courant

代数胚的结构问题,并给出了正则 Courant代数胚的局部构造,得到了 Poisson结构的Weinstein局部

分裂定理在 Courant 代数胚情形的表达形式. 最重要的是, 发现了决定正则 Courant 代数胚的同构分

类的要素是一个初级三阶上同调类, 它是正则条件下把 Cartan 三形式与 Severa 特征类统一的构造.

由此建立了 Courant 代数胚的第二示性类 (secondary characteristic class) 理论. 这在很大程度上给出

了进一步寻找更高层的特征类的可能性及构造方式．

至此, 我们简要介绍了关于 Courant 代数胚的研究背景和历史发展, 特别介绍了 Courant 代数胚

和一些重要的数学对象的关系和研究进展. 目前, 我们正在密切关注与 Courant 代数胚有关的课题的

最新发展动态. 作者也正在从事几项重要的问题研究及 Courant代数胚的其他更深入的应用. 例如,与

广义复几何密切相关的扩展 Poisson结构 [50] 和全纯 Poisson结构 [51] 等. 我们还基于近期关于 Atiyah

同调类的重要结果 (参见文献 [52]), 设想在广义复几何框架下的 Atyiah 同调类也应该存在, 而且有更

丰富的结构. 还有基于已有的研究 Dirac 结构的结果 (参见文献 [53]), 正在深入研究广义接触结构等

相关问题. 我们期望在不远的将来与读者分享这些相关最新的研究结果和论文.

致谢 郎红蕾和李彦鹏博士对本文修改提出很多有益的建议, 在此表示感谢.
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Courant algebroids and generalized complex geometry
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Abstract In this survey, we recall the background and major developments in Courant algebroids and their

applications. We mainly recall the origin and motivation of the definition of Courant algebroids. A brief in-

troduction to the theories of Dirac structures, Lie bialgebroids, the Clifford construction, spinor representation,

generalized complex geometry and regular Courant algebroids are given.
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