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摘要 在紧致 Riemann流形上的几何与分析中, Hopf 最大值原理是一个非常有用的工具. Omori-Yau

极值原理是完备非紧 Riemann 流形上相应于紧致情形 Hopf 最大值原理的一个重要、基本而有力的

工具. 本文概述了经典的 Omori-Yau极值原理以及它的各种推广, 并给出它们在流形的几何与分析问

题中的应用.
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1 Omori-Yau 极值原理及其推广

众所周知,在紧致 Riemann流形上的几何与分析中, Hopf最大值原理是一个非常重要、基本而强

有力的工具. 在流形是非紧的情形, 其上的几何与拓扑变得更加复杂, 这使得相应的分析问题也更难

以处理, 那么, 一个自然的问题就是, 在完备非紧 Riemann 流形上, 是否有相应于紧致情形 Hopf 最大

值原理的一个工具? 1967 年, Omori [1] 首先研究了这个问题, 得到如下结果:

定理 1.1 [1] 假设 M 是完备非紧 Riemann 流形, 其截面曲率有常数下界:

KM > −K,

其中 K 为某个正的常数. 如果 u 是上有界的 C2 函数, 那么, 对任意 ε > 0, 存在点 xε ∈ M 使得

|∇u|(xε) < ε, Hess(u)(xε) < ε. (1.1)

Omori [1] 的结果中关于截面曲率有下界的条件是一个很强的假设. 在 1975年, Yau [2] 以及 Cheng

和 Yau [3] 将截面曲率条件减弱为 Ricci 曲率有下界条件, 得到了如下的结果:
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定理 1.2 [2, 3] 假设 M 是完备非紧 Riemann 流形, 其 Ricci 曲率有常数下界

RicciM > −K,

其中 K 为某个正的常数. 如果 u 是上有界的 C2 函数, 那么存在点列 {xj} ⊂ M , 使得

lim
j→∞

u(xj) = supu, lim
j→∞

|∇u|(xj) = 0, lim
j→∞

∆u(xj) 6 0. (1.2)

我们称 (1.2) 为 Omori-Yau 极值原理.

这个结果为我们研究 Ricci 曲率具有常数下界的完备非紧 Riemann 流形上的几何分析提供了强

有力的工具, 从而产生了广泛的应用. 当流形的 Ricci曲率可能在无穷远处趋于负无穷大时, 是否仍然

成立这种极值原理呢? 1992 年, Chen 和 Xin [4] 首先得到了这方面的结果:

定理 1.3 [4] 假设 M 是完备非紧 Riemann 流形, 其 Ricci 曲率满足

RicM > −K(1 + r2 log2(r + 2)), r ≫ 1, (1.3)

其中 K > 0 是常数, r 表示 M 上到某个固定点的距离函数. 那么对任意的有上界 C2 函数 u, 成立

Omori-Yau 极值原理 (1.2).

注 1.1 我们的结果中的曲率下界 −K(1 + r2 log2(r + 2)) 在下列意义下是最优的, 即对任意正

数 α, 存在完备非紧的 Riemann 曲面 M , 其曲率在无穷远处的衰减阶数为 −K(1 + r2+α), 但在 M 上,

Omori-Yau 极值原理不成立. 在文献 [5] 中, 条件 (1.3) 称为强二次衰减 (strongly quadratic decay).

此后, 有关 Omori-Yau 极值原理推广及应用方面出现了大量的研究文献, 例如, 文献 [6–13] 给出

了在各种条件和情形下的 Omori-Yau 极值原理的推广结果; 文献 [5,14–20] 给出了 Omori-Yau 极值原

理在流形的几何问题中的应用结果; 文献 [21–23] 给出了 Omori-Yau 极值原理在流形上的分析问题中

的应用 (限于篇幅, 这里仅能列出部分的相关文献). 其中, 黄宣国 [9] 将文献 [4] 的结果推广到更一般

的曲率条件:

定理 1.4 [9] 假设 M 是完备非紧 Riemann 流形, 其 Ricci 曲率满足 RicM > −KG(r), 其中函数

G(r) 满足

(i) G > 0, G′ > 0;

(ii)
∫ +∞
0

1√
G

= +∞.

那么, 对任意 u ∈ C2(M), supu < +∞, 成立 Omori-Yau 极值原理 (1.2).

1995 年, Ratto 等 [13] 也得到了相同的结果, 但对函数 G(r) 还假设了额外的条件:

lim
t→+∞

sup
tG(

√
t)

G(t)
< +∞.

Omori-Yau 极值原理的推广, 除了曲率条件之外, 还包括在某些分析条件下的 Omori-Yau 极值原

理, 例如, Lima 和 Pessoa [10] 证明了以下结果:

定理 1.5 [10] 假设在完备非紧 Riemann 流形 M 上存在函数 γ 满足以下条件:

(h1) 当 x → ∞ 时, γ(x) → +∞;

(h2) 存在 A > 0 使得在某个紧集之外 |∇γ| < A
√
G(γ)(

∫ γ

0
ds√
G(s)

+ 1);

(h3) 存在 B > 0 使得在某个紧集之外 ∆γ 6 B
√
G(γ)(

∫ γ

0
ds√
G(s)

+ 1);

其中 G : [0,+∞) → [0,+∞) 是满足下列条件的光滑函数:
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(i) G(0) = 1, G′ > 0;

(ii)
∫ +∞
0

1√
G

= +∞.

那么, 对于满足 limx→∞
u(x)

ϕ(γ(x)) = 0 的函数 u ∈ C2(M), 成立 Omori-Yau 极值原理 (1.2), 这里

ϕ(t) = log

(∫ t

0

ds√
G(s)

+ 1

)
.

这方面的推广还有关于半椭圆型微分算子的 Omori-Yau 极值原理 [24,25]、弱 Omori-Yau 极值原

理 [11, 26] 和黏性解的 Omori-Yau 极值原理 [21] 等.

流形上几何分析的中心问题是几何与分析之间的关系, Omori-Yau 极值原理正是在这方面提供

了一个强有力的工具, 因此, 我们关心在新型几何条件下建立相应的 Omori-Yau 极值原理. 近年来,

Bakry-Emery Ricci 曲率受到广泛研究, 定义如下:

RicV := Ric− 1

2
LV g, (1.4)

其中 LV 表示关于 (M, g) 上的向量场 V 的李导数. 如果 Riemann 流形 (M, g) 满足 RicV = ρg (ρ 为

常数), 则称 M 为 Ricci 孤子. 当 V = ∇f 时, Ricci 孤子分别称为梯度稳定、收缩和扩张孤子, 如果常

数 ρ 分别为零、正和负.

Chen 和 Qiu [8] 对于 (M, g) 上的算子 ∆V := ∆ + ⟨V,∇·⟩ 建立了如下的 Omori-Yau 极值原理:

定理 1.6 [8] 设 (Mm, g) 是完备 Riemann 流形, V 是 M 上的 C1 向量场. 如果 RicV > −F (r)g,

其中 r 是 M 上到固定点 x0 ∈ M 的距离函数, F : R → R 是一个正连续函数, 满足

φ(t) :=

∫ t

ρ0+1

dr∫ r

ρ0
F (s)ds+ 1

→ +∞, t → +∞,

其中 ρ0 是某个常数. 设 f ∈ C2(M) 满足

lim
x→∞

f(x)

φ(r(x))
= 0,

那么存在点列 {xj} ⊂ M , 使得

lim
j→∞

f(xj) = sup f, lim
j→∞

|∇f |(xj) = 0, lim
j→∞

∆V f(xj) 6 0. (1.5)

注 1.2 文献 [27] 也证明了一个关于算子 ∆V 的 Omori-Yau 极值原理, 但要假设向量场 V 满足

一定的增长条件, 上述结果去掉了关于 V 的假设条件, 因此对于在几何上进行应用有极大的好处.

注 1.3 注意此处 F (·) 不必是单调非减函数. 例如, 当 RicV > 0 时, 我们可以选取 F (t) = 1
ρ0t2

,

那么 φ(t) = t+ ρ0 ln |t− ρ0|. 这样, 对于满足 limx→∞
f(x)

r(x)+ρ0 ln |r(x)−ρ0| = 0 的函数 f ∈ C2(M), 存在点

列 {xj} ⊂ M , 使得 (2.6) 成立.

我们还可以证明以下的结果:

定理 1.7 [8] 假设在完备非紧 Riemann 流形 M 上存在函数 γ 满足

(i) 当 x → ∞, γ(x) → +∞;

(ii) 在某个紧集之外, 有 |∇γ| < C1W (γ);

(iii) 在某个紧集之外, 有 ∆V γ 6 C2W (γ), 其中 C1, C2 > 0 为常数, W : [0,+∞) → (0,+∞) 是 C2

的非减函数.
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记 φ(t) :=
∫ t

0
ds

W (s) , 则对任意满足

lim
x→∞

f(x)

φ(γ(x))
= 0

的函数 f ∈ C2(M) , 存在点列 {xj} ⊂ M 使得 (2.6) 成立.

相关的结果可参见文献 [10, 24, 28]. 从定理 1.6 立即推知, 在 Ricci 孤子上成立如下的 Omori-Yau

极值原理:

推论 1.1 [8] (1) 设 (M, g) 是完备收缩 (或稳定) Ricci 孤子, 即对常数 ρ > 0 (或 ρ = 0) 成立

RicV = ρg. 设 f ∈ C2(M) 满足

lim
x→∞

f(x)

r(x)
= 0,

那么, 存在点列 {xj} ⊂ M 使得 (2.6) 成立.

(2) 设 (M, g) 是完备扩张 Ricci 孤子, 即对常数 ρ < 0 成立 RicV = ρg. 设 f ∈ C2(M) 满足

lim
x→∞

f(x)

ln(ρ(ρ0 − r(x)) + 1)
= 0,

其中 ρ0 为正常数, 那么, 存在点列 {xj} ⊂ M 使得 (2.6) 成立.

注 1.4 Fernández-López 和 Garćıa-Ŕıo [29] 证明了在 Ricci 孤子上, 对于有上界的 C2 函数 f 成

立 Omori-Yau 极值原理, 与之相比, 我们的结果说明, 对于更广泛的按一定速率趋于无穷大的函数 f ,

Omori-Yau 极值原理仍然成立.

2 Omori-Yau 极值原理的几何应用

文献 [4] 运用 Omori-Yau 极值原理工具, 研究了 Euclid 空间 Rm+p 中具有平行平均曲率子流形

Mm 的极小性. 考虑从 M 到 Riemann 流形 N 中测地凸球 BR(y0) 的映照 f , 称 R 为映照的像半径,

通过构造 N 上的距离函数与映照 f 适当复合函数, 并对其应用 Omori-Yau 极值原理, 我们首先得到

像半径的下界估计, 然后利用 Gauss 映照的调和性质, 并结合像半径估计, 得到如下定理:

定理 2.1 [4] 设 Mm 是 Euclid 空间 Rm+p 中具有平行平均曲率的子流形, 数量曲率满足

S > −K(1 + r2 log2(r + 2)), r ≫ 1.

如果 Gauss 映照 γ : M → Gm,p 的像落在测地凸球 BR(y0) ⊂ Gm,p 中, R < π/2
√
K (若 Gm,p 为球面,

则 K = 1, 否则 K = 2), 那么, M 必为极小子流形.

对于 Minkowski 空间中的常平均曲率类空超曲面, Xin [30] 于 1991 年通过平均曲率和 Gauss 映照

像半径来估计第二基本形式模长平方, 并运用 Omori-Yau 极值原理证明了如下的刚性定理:

定理 2.2 [30] 设 Mm 是 Minkowski 空间 Rm+1
1 中的完备常平均曲率类空超曲面. 如果其 Gauss

映照像在 Hm(−1) 中有界, 那么, M 必为线性子空间.

这个结果后来被进一步推广到 Gauss 映照像或高余维数等更一般情形 (参见文献 [20, 31–34]).

对于乘积空间 Hn ×R 中柱形有界的超曲面, Bessa 和 Coasta [5] 通过构造距离函数与浸入映照的

适当复合函数, 运用 Omori-Yau 极值原理 (定理 1.3), 证明了以下结果:
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定理 2.3 [5] 假设 Mn 是等距浸入到乘积空间 Hn × R 中的柱形有界的完备超曲面, 如果 M 的

Ricci 曲率具有强二次衰减, 那么其平均曲率有如下估计:

sup
M

|H| > n− 1

n
.

关于这一类问题的相关研究, 参见文献 [12, 14].

下面考虑 Euclid空间和伪 Euclid空间中平均曲率流的自收缩子 (self-shrinker)和平移孤子 (trans-

lating soliton). Euclid 空间 Rm+n 中的 Riemann 子流形 Mm 称为自收缩子, 如果它满足

H = −XN .

其中 H 是 M 在 Rm+n 中的平均曲率向量, XN 是位置向量 X 的法向部分. 定义 M 上的微分算子

(参见文献 [35])

L := ∆− ⟨X,∇(·)⟩ = e|X|2div(e−|X|2∇(·)). (2.1)

Cheng 和 Peng [7] 建立了关于算子 L 的极值原理:

定理 2.4 [7] 设 X : Mn → Rn+p (p > 1) 是完备自收缩子, Ricci 曲率有常数下界. 设函数 f

∈ C2(M) 有上界, 那么存在点列 {pj} ⊂ M , 使得

lim
j→∞

f(X(pj)) = sup f, lim
j→∞

|∇f |(X(pj)) = 0, lim
j→∞

Lf(X(pj)) 6 0. (2.2)

对平均曲率模长平方函数应用这个极值原理, 他们给出了关于 Euclid 空间自收缩子的分类定理:

定理 2.5 [7] 设 X : Mn → Rn+p 是 n 维完备无边界自收缩子, 那么下列之一必成立:

(1) supM |B| > 1;

(2) B ≡ 0, 即 M 是 Rn+1 中的超平面,

其中 B 表示 M 的第二基本形式.

Chen 等 [27] 给出了 Euclid 空间自收缩子上的 Omori-Yau 极值原理:

定理 2.6 [27] 设 X : Mn → Rn+p 是完备正常的自收缩子, 函数 f ∈ C2(M) 有上界, 那么存在点

列 {pj} ⊂ M , 使得

lim
j→∞

f(X(pj)) = sup f, lim
j→∞

|∇f |(X(pj)) = 0, lim
j→∞

Lf(X(pj)) 6 0. (2.3)

作为应用, 我们有下面的定理:

定理 2.7 [27] 设 X : Mn → Rn+1 是完备正常的自收缩子, 平均曲率 H 处处非零, 则 M 具有常

平均曲率的充要条件是存在常数 C > 0 使得

|B|2 6 1 + C
|∇H|2

H2 + 1
.

Euclid 空间 Rm+n 中的等距浸入子流形 Mm 称为平移孤子, 如果其平均曲率满足

H = −vN , (2.4)

其中 v 是 Rm+n 中单位长度的常向量, vN 表示 v 到 M 法丛上的投影. 令

LII := ∆ + ⟨v,∇(·)⟩. (2.5)

Xin [36] 建立了平移孤子上的 Omori-Yau 极值原理:
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定理 2.8 [36] 设 X : Mn → Rn+p 是完备平移孤子, r 表示 M 上到固定点的 Euclid 距离函数,

函数 f ∈ C2(M) 满足

lim
r→+∞

f(x)

r(x)
= 0,

那么存在点列 {pj} ⊂ M , 使得

lim
j→∞

f(X(pj)) = sup f,

lim
j→∞

|∇f |(X(pj)) = 0,

lim
j→∞

LIIf(X(pj)) 6 0.

(2.6)

应用上述结果, 他给出了在 Gauss 映照像条件下, 完备平移孤子的刚性定理 (参见文献 [36]).

下面考虑伪 Euclid 空间中的类空自收缩子和平移孤子. 根据计算可知, 这两类子流形的 RicciV

张量都满足我们关于 ∆V 算子的 Omori-Yau 极值原理(定理 1.6) 中的曲率条件, 通过用平均曲率构造

合适的试验函数, 并对其应用极值原理, 我们最终证明如下的定理:

定理 2.9 [8] 设 X : (Mm, g) → Rm+n
n 是完备类空自收缩子, 则 M 必为仿射 m- 平面.

注 2.1 在此之前的同类结果中 (如文献 [27]), 需要对 M 的位置向量、平均曲率或第二基本形

式等量假设一定的增长条件. 运用新的 Omori-Yau 极值原理, 使得我们可以去掉这类条件.

X : Mm → Rm+n
n 称为平移孤子, 如果

H = −(Em+n)
N , (2.7)

其中 H 是 M 的平均曲率, {E1, . . . , Em+n} 是 Rm+n
n 的标准基, 且 ⟨Em+i, Em+i⟩ = −1 (i = 1, . . . , n).

注意,不同文献对平移孤子的定义可能略有不同.类似于定理 2.9,对类空的平移孤子,运用 Omori-Yau

极值原理(定理 1.6), 我们有下面的定理:

定理 2.10 [8] 在伪 Euclid 空间 Rm+n
n 中不存在完备类空的平移孤子 Mm.

3 Omori-Yau 极值原理的分析应用

现有文献中关于 Omori-Yau 极值原理的分析应用, 主要有完备非紧 Riemann 流形上某些微分

方程或微分不等式的解的性质. 例如, 文献 [13] 利用 Omori-Yau 极值原理给出了微分不等式 ∆u

> ϕ(u, |∇u|) 解的有界性的充分条件. 这里主要考虑对于调和映照相关问题的应用.

我们知道, 调和映照的全纯性是一个十分重要的分析问题. 1985 年, 忻元龙 [37] 得到了如下结果:

定理 3.1 [23, 37] 设 M 是完备的 Riemann 面, Gauss 曲率 K 有下界, CPn 是带 Fubini-Study 度

量的复射影空间, f : M → CPn 为调和映照. 如果

e′′ 6 K +
1

2
e′ − δ,

那么, f 是全纯映照; 如果

e′ 6 K +
1

2
e′′ − δ,

那么, f 是反全纯映照, 其中 δ 是任意正数, e′ 和 e′′ 是 f 的部分能量密度.
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证明的方法是通过对部分能量密度的适当函数运用 Omori-Yau 极值原理, 利用这一方法, Chen

和 Zhou [38] 运用定理 1.3 考虑了 Kähler 叶状流形之间横截调和映照的横截全纯性和反全纯性, 得到

如下的相应结果:

定理 3.2 [38] 设M 是 p+2维 Riemann流形,带有一个余维数 2的 Kähler叶化,其 Ricci曲率满

足 RicciM > −C(1+ r2 log2(r+2)),其中 r 是 M 上到固定点 x0 ∈ M 的距离函数, C 为正常数. 设 M ′

是 Kähler 叶状流形, 其横截全纯截面曲率为正常数 λ, f : M → M ′ 是横截调和映照, 则

(i) 如果 e−T (f) 6 K
λ + 1

2e
+
T (f)− δ, 那么 f 是横截全纯映照;

(ii) 如果 e+T (f) 6 K
λ + 1

2e
−
T (f)− δ, 那么 f 是横截反全纯映照, 其中 δ 是任意正数, e+T 和 e−T 是 f

的部分横截能量密度, K 是 M 的横截全纯截面曲率.

经典的 Schwarz-Pick 引理说从复平面上单位圆盘到自身的全纯映照必是缩小 Poincaré 度量的,

Ahlfors [39] 和 Chern [40] 给出了各种推广. 1978 年, Yau [41] 证明了 Schwarz 引理: 从 Ricci 曲率有下界

的 Kähler 流形到全纯双截曲率有负常数上界的 Hermite 流形的全纯映照在常数倍意义下必是距离非

增的. Chen 和 Yang [42] 将上述结果从 Kähler 流形推广到 Hermite 流形的情形. 后来, Tosatti [43] 建

立了概 Hermite 流形之间全纯映照的 Schwarz 引理. 另一方面, Goldberg 和 Har’El [44] 及 Shen [45] 等

证明了对调和映照来说同样有这类结果. 在这些结果的证明中, Omori-Yau 极值原理的运用是关键的

一步.

设 u : (Mm, g) → (Nn, h) 是 Riemann 流形之间的光滑映照, 对固定点 x ∈ M , 有线性映照

du : TxM → Tu(x)N 及其转置映照 du† : Tu(x)N → TxM , 它们满足

⟨du(X), Y ⟩h = ⟨X, du†(Y )⟩g, X ∈ Γ(TM), Y ∈ Γ(TN).

因此有线性映照 du† ◦ du : TxM → TxM . 设 {ei}mi=1 和 {ẽα}nα=1 分别为 TM 和 TN 上的局部幺正标

架场. 令 du† ◦ du(ei) = Uijej , 则

Uij = ⟨du† ◦ du(ei), ej⟩ = ⟨du(ei), du(ej)⟩ = uα
i u

α
j .

(Uij) 是 m 阶半正定矩阵, 其特征值非负, 记为 λ1(x) > λ2(x) > · · · > λm(x) > 0.

定义 3.1 [44, 45] 光滑映照 u : M → N 称为 β 阶有界膨胀的, 如果存在正数 β 使得 λ1(x)

6 β2λ2(x) 在任意点 x ∈ M 成立. u 称为广义 β 阶有界膨胀的, 如果 λ1(x) 6 β2(λ2(x) + · · ·+ λm(x))

在任意点 x ∈ M 成立.

设 (Mm, g) 和 (Nn, h) 为 Riemann 流形, V 是 M 上的 C1 向量场. 称 u : M → N 是 V - 调和映

照 (参见文献 [46]), 如果

τV (u) = τ(u) + du(V ) = 0, (3.1)

其中 τ(u) 是 u 的张力场.

最近, Chen 和 Zhao [47] 得到了关于 V - 调和映照的 Schwarz 引理, 并给出了它在概 Hermite 流形

的全纯映照等方面的应用.

定理 3.3 [47] 设 (Mm, g) 是完备 Riemann 流形, Ricci 曲率满足 RicV > −A, 其中 A 为常数,

(Nn, h) 是 Riemann 流形, 截面曲率具有负常数上界 −B.

如果 A > 0, u : M → N 是具有广义 β 阶有界膨胀的非常值 V - 调和映照, 那么,

u∗h 6 Ak2β4

2B(1 + β2)
g,
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其中 k = min{m,n}. 如果 A 6 0,那么不存在从 M 到 N 的非常值广义 β 阶有界膨胀的 V -调和映照.

证明的方法是, 首先将算子 ∆V 作用于能量密度 e(u), 利用广义有界膨胀条件从 Weitzenböck 公

式得到 ∆V e(u) 的微分不等式, 其次, 将 Omori-Yau 极值原理 (定理 1.6) 应用到函数 −1/
√

e(u) + C

(C 为常数).

下面用定理 3.3来考虑概 Hermite流形到拟Kähler流形的全纯映照. 设 (M2m, g, J)和 (N2n, h, J ′)

为概 Hermite 流形. 称 u : M → N 是全纯的, 如果 du ◦ J = J ′ ◦ du. 易知, 对全纯映照, 有

du† ◦ du ◦ J = J ◦ du† ◦ du,

因此, λ1 = λ2, 于是, 概 Hermite 流形之间的任意全纯映照必为一阶有界膨胀的.

定义 3.2 概 Hermite 流形 (M, g, J) 称为拟 Kähler 流形, 如果 (∇XJ)Y + (∇JXJ)JY = 0 对任

意 X,Y ∈ Γ(TM) 成立.

可以证明 (参见文献 [47, 引理 4.2]), 如果 u : (M2m, g, J) → (N2n, h, J ′) 是概 Hermite 流形到拟

Kähler 流形的全纯映照, 那么 u 是 V - 调和映照, 其中 V = −JδJ , δ 是 M 上的余微分算子. 因此, 可

以将定理 3.3 应用于全纯映照 u, 得到如下的定理:

定理 3.4 [47] 设 (M2m, g, J) 是完备概 Hermite 流形, Ricci 曲率满足

RicciM +
1

2
LJδJg > −A,

其中 A 为常数, (N2n, h, J ′) 是拟 Kähler 流形, 截面曲率有负常数上界 −B. 设 u : M → N 为非常值

全纯映照, 则 A > 0 且

u∗h 6 Aℓ2

4B
g,

其中 ℓ = min{2m, 2n}. 如果 A 6 0, 则不存在从 M 到 N 的非常值全纯映照.

Yau [41] 证明了在完备、具有非负 Ricci 曲率的 Kähler 流形上不存在非常值有界全纯函数. 类似

地, 从定理 3.4 可以得到如下结论:

推论 3.1 [47] 设 (M, g, J) 是概 Hermite 流形, Ricci 曲率满足

RicciM +
1

2
LJδJg > 0,

则在 M 上不存在非常值有界全纯函数 u : M → C.
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Omori-Yau maximum principles and their applications

Qun Chen

Abstract In the geometry and analysis on compact Riemannian manifolds, the Hopf maximum principle is a
very useful tool. The Omori-Yau maximum principle is an important, basic and powerful tool on noncompact
Riemannian manifolds corresponding to the Hopf maximum principle in the compact case. In this paper, we give a
survey on the classical Omori-Yau maximum principle and its various generalizations, as well as their applications
in the geometry and analysis on manifolds.
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