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摘要 在传统的连续模型中,本构关系,例如胡克定律、热传导的傅立叶定律是宏观现象的表征.在原子尺

度下,传统连续模型具有很大的局限性,其中一个原因就是传统连续模型忽略了原子间相互作用的非局域性.

本文在不采用任何经验的本构假设和局部均匀变形假设 (如 Cauchy-Born假设)的情况下,严格基于原子模型,

构造了一个连续模型,将原子间相互作用力的非局域性和非线性性自然地嵌入到模型中. 此模型可以有效表

现原子尺度的非均匀变形.
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1 引言

连续模型和原子模型是材料微—纳米行为的两

个不同描述方式.在连续模型中,将材料看成连续体,

研究的物理量包括应力, 应变, 温度等, 这些量被作

为连续场来研究. 连续模型处理的系统通常是宏观

系统. 但是, 随着纳米技术的飞速发展, 迫使人们研

究原子数要少很多数量级的系统,在这些系统中,连

续性假设不再适用. 原子模型认为材料是由原子构

成的, 承认材料的离散特性. 原则上, 原子模型可准

确地描述任何系统的力学行为,但是,其计算复杂度

非常高,由于计算能力的限制,原子模拟在目前只适

用于长度纳米量级的情形.

原子模型和传统连续模型各自的局限性, 推动

了新的多尺度力学模型的发展. 人们希望构造新的

模型,使其同时具有连续模型和原子模型的优点,即

让计算代价远远低于原子模型, 并且可用于刻画在

各个不同尺度下的力学行为. 这些新模型的构建大

体上可以分为两类. 第一类模型是同时串行地或并

行地使用原子模型和传统连续摸型, 可以被称之为

“混合模型”. 在过去的十多年中,许多混合模型发展

起来,例如,准连续方法 (QC)[1∼3],粗粒度分子动力学

(CGMD)[4,5],桥域尺度方法 (Bridge Scale)[6,7],异质多尺

度方法 (HMM)[8∼11] 等等. 第二类方法是对传统连续

模型进行推广,使其具有原子模型的一些特性.在 20

世纪 70年代, Eringen等提出了非局域连续模型 (简称

为 Eringen模型),使连续模型包含原子间相互作用的

非局域特性 [12∼15]. 在非局域连续模型中, 传统力学

里面默认的本构关系被推广, 材料中一点的应力不

仅仅依赖于该点的应变, 跟材料体中其他点的应变

也有关系.因此,应力可以表示成材料应变场的一个

泛函. Eringen模型的弹性应力 -应变关系可以表示成

σ(x) =
∫

Ω
A(x, x′)D : ε(x′)dx′, (1)
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其中, σ(x), ε(x)分别是应力场和应变 D = veDi jhk 是

经典弹性模量张量. 标量函数 A(x, x′)被称为衰减函

数 (或者非局域权函数),反映原子间相互作用力的非

局域性. A被假设为 x′与 x的距离的函数,即 A = a(r),

其中 r = |x′− x|.在实际中,当 r > rc时, a可设置为 0.

这里, rc类似于分子动力学中的截断半径. Eringen模

型已经成功应用于纳米力学和断裂力学 [16,17].

另一个推广连续模型的方法是直接从原子模型

推导连续的运动方程和本构方程. 一个常见的做法

是,先从原子模型获得一个应变能密度函数,然后由

该应变能函数推导应力 -应变关系.最具代表性的例

子是采用 Cauchy-Born准则来获得连续模型的局部本

构方程 [1,18∼20]. Zhang等人 [21,22] 基于推广的 Cauchy-

Born准则的连续模型对碳纳米管的力学性质进行了

研究.另外, Blanc等人 [23] 利用求极限的办法从原子

模型推导出一些连续力学模型,高阶应变梯度模型，

又称弱非局域连续模型，可以由对应变能密度的 Tay-

lor展开而得出，可参考文献 [24∼26].

传统的连续模型中,应力应变关系是局域的,即

一点的应力只由该点的应变确定. 而原子间的相互

作用具有非局域性, 这正是传统连续模型不能适用

于原子尺度的一个重要原因.而基于 Cauchy-Born准

则的连续模型的均匀变形假设也忽略了原子间相互

作用的非局域性, 其适用范围必定也因此受到限制.

本文直接基于原子模型的晶格结构和原子间相互作

用势函数,构造了一个非局域连续模型. 连续模型运

动方程的形式与传统连续模型中的动量守恒方程一

致.连续模型的质量密度与原子模型的质量分布保持

一致.连续模型应变能密度与原子间相互作用能保持

一致.与上一段所述各模型不同的是,原子间相互作

用的非局域性直接嵌入到本模型中. 因此,应变能密

度是变形场的一个泛函；基于第一类 Piola-Kirchhoff

应力功共轭于应变梯度,应力 -应变关系由应变能密

度的变分计算得到.

2 原子模型概述

考虑一个由 M 个原子组成的系统.本文用小写

希腊字母 α,β ,γ, · · · 表示原子的编号.在原子模型中,

原子运动方程可以写成牛顿形式:

mα ẍα =− ∂U

∂ xα
, (2)

其中 U = U (x1, x2, · · · , xM)是系统的总势能函数. 在

经典的原子模型中,势能函数的一般结构是

U (x1, · · · , xM) = ∑
α

V1(xα)+
1
2 ∑

α,β
V2(xα , xβ )

+
1
6 ∑

i, j,k
V3(xα , xβ , xγ)+ · · · , (3)

第一项代表外力场，例如重力场和电磁力场,函数 V1

称为外势. 其余各项代表原子间相互作用的内能.相

应的, 函数 V2 通常被称为对势, 而 Vm,m > 2 被称为

m-体势. 实际中,为了减少计算量,通常将求和式 (3)

截断,并且在保证一定的精度的情况下,将所有的多

体势拟合到对势或者三体势当中 [27].

在经典的原子模型中, 原子间相互作用能由原

子间的相对位置完全确定. 例如, 原子 α 与 β 间
的对势由 rαβ = xβ − xα 确定, 原子 α,β ,γ 间的三体
势由 rαβ 和 rαγ 确定 (注意到 rβγ = rαγ − rαβ ). 因

此, 函数 V2(xα , xβ )可以表示成 V2(rαβ ), 三体势函数

V3(xα , xβ , xγ)可以表示成 V3(rαβ , rαγ), · · · . 总之,函数

Vm,m> 2可以看成有m−1个向量作为自变量的函数,

即

Vm = Vm(r1, · · · , rm−1), rk ∈ Rd ,k = 1,2, · · · ,m−1, (4)

于是,总势能函数 (3)可写成

U (x1, · · · , xM) = ∑
α

V1(xα)+
1
2 ∑

α,β
V2(rαβ )

+
1
6 ∑

α,β ,γ
V3(rαβ , rαγ)+ · · · , (5)

为方便叙述,记:

fmk(r1, · · · , rm−1) =−∂Vm(r1, · · · , rm−1)
∂ rk

,

k = 1, · · · ,m−1. (6)

系统的总势能可以分解成各个原子的势能的相

加的形式,即

U (x1, · · · , xM) = ∑
α

Eα , (7)

其中

Eα = V1(xα)+
1
2 ∑

β
V2(rαβ )+

1
6 ∑

β ,γ
V3(rαβ , rαγ)+ · · · , (8)
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Eα 可被称为原子 α 的位点能量 (site energy)[3].

材料的晶体结构由其晶格单胞的结构来描述,单

胞的选择不唯一.将选定的单胞内所有原子的集合记

为 CA.则此单胞所占有的能量可以自然地定义为

Ecell = ∑
α∈CA

ηα Eα , (9)

其中 ηα 是单胞占有原子 α 的比例. 同样的,单胞所

占有的质量定义为

mc = ∑
α∈CA

ηα mα , (10)

单胞的质心定义为

X̄c =
1

mc
∑

α∈CA

ηα mα Xα , (11)

其中 mα 是原子 α 的质量, Xα 是原子 α 的位置.

本文所考虑的势函数都是经典势函数, 并且可

写成 (3)和 (5)式的形式. 但是,应该指出的是,一些

由量子力学方法 (如密度泛函理论和紧束缚方法)直

接得到的复杂的势函数并不能写成 (3)或 (5)式的形

式 [16].这些复杂的势函数不在本文的考虑范围之内.

3 基于原子模型的非局域连续模型

本节将介绍基于原子模型的非局域连续模型的

推导过程. 假设连续体参考构型是 Ω0 ⊂ Rd , d=1或 2

或 3 是空间维数. 连续体的变形过程由时间相关的

变形映射 φ : Ω0× [0,+∞) → Rd 描述, 其中 [0,+∞)是

时间区间. 记当前构型为 Ω = φ(Ω0, t),参考构型中的

点 X ∈ Ω0 的当前位置为 x(t) = φ(X, t). 为了简便,省

略时间变量 t,记为 x = φ(X). 本文中,参考位形中的

点用大写黑体字母表示,当前构型中的点用小写黑体

字母表示,参考构型和当前构型采用同一个直角坐标

系.变形梯度定义为

F(X) =
∂ x
∂ X

=
∂φ
∂ X

, (12)

连续体的运动方程为

ρ0(X)ẍ = div P+ρ0(X)b(X), (13)

这里, ρ0(X)和 b(X)分别是质量密度和体积力密度, P

是第一类 Piola-Kirchhoff应力. 散度计算是相对于参

考位形求的. ρ0(X)由晶格结构和原子质量确定:

ρ0(X) =
mc

V0
, (14)

其中 mc是由 (10)式定义的单胞质量, V0是参考构型

下单胞体积.

本节余下部分主要介绍直接基于原子模型的连

续非局域本构关系的构造.

对于任意给定的 X,Y ∈Ω0,变形到 x, y ∈Ω,有如

下的几何关系:

y− x = φ(Y)−φ(X)

=
∫ 1

0
F(X + s(Y−X))ds · (Y−X), (15)

根据 (15)式, 变形后任何两个原子之间的相对位置,

可以由连续体的变形梯度场表示出来.

记点 X ∈ Ω0 处的应变能密度为 E0(X). 为计算

E0(X), 我们考虑一个材料体的代表晶格,变形前, 此

代表晶格的位形记为L0 = {Xα | α = 0,1, · · ·},变形后

代表晶格构型记为 L = {xα | α = 0,1, · · ·}. 此代表晶

格完全独立于所研究的连续体,但是它反应材料的内

在晶格结构. 为方便叙述,将此代表晶格置于与连续

体相同的直角坐标系中. 选择代表晶格中的一个单

胞 Lcell 作为参考单胞.不失一般性,在变形前,将其

质心 X̄c置于坐标系的原点,即 X̄c = 0.

设代表晶格由 L0 到 L 的变形由变形映射 φr

描述. 尽管 L0 是一个离散点集, φr 可以看成是定义

在整个欧几里得空间 Rd 上的. 因此我们可以定义代

表晶格的变形梯度:

Fr(X) =
∂φr

∂ X
, (16)

对于给定的 X ∈ Ω0, 定义 X 的变形环境函数为一个

张量值函数:

HX(Y) = F(X +Y), ∀X +Y ∈Ω0, (17)

对于代表晶格 L0 的一个点 X, 其变形环境函数定

义为

Hr,X(Y) = Fr(X +Y), ∀Y ∈ Rd . (18)
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图1 应变能密度计算过程示意图

当计算 E0(X)时,使代表晶格的参考单胞Lcell 的质心 X̄c 的变形环

境函数 HX
c 与点 X的变形环境函数 HX 保持一致.然后在变形后的

代表晶格L 中,计算参考单胞的能量,记为 E X
c ,此能量除以参考单

胞未变形时的体积 V0,即得 E0(X)

Figure 1 Diagram for computing strain energy density: When comput-

ing E0(X), let the deformation environment function of the centroid of

the reference cell Lcell stay the same as the deformation environment

function of X, i.e. HX
c = HX . Then, the energy of the reference cell, de-

noted as E X
c , is computed in the deformed representative lattice L . The

strain energy density E0(X) is defined as E X
c divided by V0.

为了计算 E0(X),假设代表晶格的参考单胞的质

心 X̄c 与 X 具有相同的变形环境函数. 在此假设下,

代表晶格L0的 X̄c附近的变形状态由连续体内的点

X的变形环境函数确定. 因此,可以把代表晶格的变

形映射记为 φX
r ,变形梯度记为 FX

r , X̄c 的变形环境函

数记为 HX
c . 用原子模型计算应变能密度 E0(X)的计

算过程可以用图 1来表示.即首先假设:

HX
c (Y) = HX(Y), ∀X +Y ∈Ω0, (19)

注意到 Xc = 0,于是有

FX
r (Y) = F(X +Y) ∀Y ∈ {Y | X +Y ∈Ω0}, (20)

或者

φX
r (Y)−φX

r (0) = φ(X+Y)−φ(X) ∀Y ∈ {Y | X+Y ∈Ω0},
(21)

然后,基于假设 (19)式,先计算Lcell的原子与其邻居

原子之间的相互作用能,即位点能 E X
α . 然后利用 (9)

式计算参考单胞Lcell的能量 E X
c ,即

E X
c = ∑

α∈CA

ηα E X
α , (22)

于是点 X处的应变能密度定义为

E0(X) =
1

V0
E X

c . (23)

能量 E X
c 由Lcell附近的原子间的相对距离确定.

假设 V2,V3, · · · ,的截断半径的最大的一个是 rc. 原子

α 的邻居原子集合记为 N X
α . N X

α 必须足够大,以保

证使使变形后截断半径内的原子,处于此集合中,即

N X
A ⊇ (φX

r )−1[B(φ(0);rc)], (24)

实际计算中, 可以取一个比较大的集合 NA, 使其满

足:

NA ⊇
⋃

X∈Ω0

N X
A , (25)

这样,当在 Ω0 取不同的 X 时,不需要重新构造邻居

原子集合.

在假设 (19)式条件下,原子 α 的位点能为

E X
α =

1
2 ∑

β∈NA

V2(φX
r (Xβ )−φX

r (α))

+
1
6 ∑

β ,γ∈NA

V3(φX
r (Xβ )−φX

r (Xα),φX
r (Xγ)−φX

r (Xα))+ · · ·

=
1
2 ∑

β∈NA

V2

(∫ 1

0
F(X + Xα + s(Xβ −Xα))ds · (Xβ −Xα)

)

+
1
6 ∑

β ,γ∈NA

V3

(∫ 1

0
F(X + Xα + s(Xβ −Xα))ds · (Xβ −Xα),

∫ 1

0
F(X + Xα + s(Xγ −Xα))ds · (Xγ −Xα)

)
+ · · · ,

(26)

为推导上面的方程 (26),几何关系 (15)和假设 (20)式

均被用到.
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于是系统的总应变能为

W =
∫

Ω0

E0(X)dV =
∫

Ω0

1
V0

E X
c dV =

1
V0

∫

Ω0

∑
α∈CA

ηα E X
α

=
1

V0
∑

α∈CA

ηα

∫

Ω0

{
1
2 ∑

β∈NA

V2

(∫ 1

0
F(X + Xα

+ s(Xβ −Xα))ds · (Xβ −Xα)
)

+
1
6 ∑

β ,γ∈NA

V3

(∫ 1

0
F(X + Xα

+ s(Xβ −Xα))ds · (Xβ −Xα),
∫ 1

0
F(X + Xα + s(Xγ −Xα))ds · (Xγ −Xα)

)
+ · · ·

}
dV,

(27)

总应变能W 的变分是

δW =− 1
V0

∑
α∈CA

ηα

1∫

0

∫

Ω0

{
1
2 ∑

β∈NA

f21

(∫ 1

0
F(X + Xα

+ s(Xβ −Xα))ds · (Xβ −Xα)
)

·δ F(X + Xα + s′ (Xβ −Xα)) · (Xβ −Xα)

+
1
6 ∑

β ,γ∈NA

[
f31

(∫ 1

0
F(X + Xα

+ s(Xβ −Xα))ds · (Xβ −Xα),
∫ 1

0
F(X + Xα + s(Xγ −Xα))ds · (Xγ −Xα)

)

·δ F(X + Xα + s′ (Xβ −Xα)) · (Xβ −Xα)

+ f32(
∫ 1

0
F(X + Xα + s(Xβ −Xα))ds · (Xβ −Xα),

∫ 1

0
F(X + Xα + s(Xγ −Xα))ds · (Xγ −Xα))·

δ F(X + Xα + s′ (Xγ −Xα)) · (Xγ −Xα)

]
+ · · ·

}
dV ds′.

(28)

由固体力学 [28],可知:

δW =
∫

Ω0

P : δ FT dV, (29)

其中 δ FT 是 δ F的转置.以上方程对任意 δ F成立.特

别地,对于固定点 X0 ∈ Ω0,和给定的 (i, j),按如下方

式取 δ F:

δ Fhk(X) =





0, when (h,k) , ( j, i),

δ (X−X0), when (h,k) = ( j, i).
(30)

由 (30)式结合 (28)和 (29)式,可得到

Pi j(X0) =− 1
V0

∑
α∈CA

ηα

∫ 1

0

{
1
2 ∑

β∈NA

f j
21

(∫ 1

0
F(X0

+(s− s′)(Xβ −Xα))ds · (Xβ −Xα)
)
· (Xi

β −Xi
α)

+
1
6 ∑

β ,γ∈NA

[
f j
31(

∫ 1

0
F(X0 +(s− s′)(Xβ −Xα))ds

· (Xβ −Xα),
∫ 1

0
F(X0 + s(Xγ −Xα)− s′ (Xβ −Xα))ds

· (Xγ −Xα)) · (Xi
β −Xi

α)+ f j
32

(∫ 1

0
F(X0

+ s(Xβ −Xα)− s′ (Xγ −Xα))ds · (Xβ −Xα),
∫ 1

0
F(X0 +(s− s′)(Xγ −Xα))ds · (Xγ −Xα)

)

· (Xi
γ −Xi

α)

]
+ · · ·

}
ds′, (31)

由 X0的任意性,用 X代替 X0,得到应力—应变关系

(张量表示)为

P(X) =− 1
V0

∑
α∈CA

ηα

∫ 1

0

{
1
2 ∑

β∈NA

(Xβ −Xα)

⊗ f21

(∫ 1

0
F(X +(s− s′)(Xβ −Xα))ds · (Xβ −Xα)

)

+
1
6 ∑

β ,γ∈NA

[
(Xβ −Xα)⊗ f31

(∫ 1

0
F(X +(s− s′)

· (Xβ −Xα))ds · (Xβ −Xα),
∫ 1

0
F(X + s(Xγ −Xα)− s′ (Xβ −Xα))ds · (Xγ −Xα)

)

+(Xγ −Xα)⊗ f32

(∫ 1

0
F(X + s(Xβ −Xα)

− s′ (Xγ −Xα))ds · (Xβ −Xα),
∫ 1

0
F(X +(s− s′)(Xγ −Xα))ds · (Xγ −Xα)

)]
+ · · ·

}
ds′,

(32)

其中 ⊗代表张量积.
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至此,我们推导出了一个严格基于原子模型的应

力 -应变关系.原子间相互作用的非局域性和非线性

被自然地嵌入到本模型中. 应变能密度和应力都是

应变梯度场的泛函. 一点的应力不只由该点的应变

梯度决定,还取决于该点周围的变形情况. 所研究的

材料体内本身的原子的位置没有显式地出现在本模

型中. 取而代之的是考虑一个独立的代表晶格来反

应材料的内部晶格结构. 参考单胞内的原子与附近

的原子的相互作用能用来计算连续体的应变能密度

和应力场. 对于连续模型进行离散后,当自由度远少

于材料中原子自由度时,将极大地节约计算成本.

4 与 Cauchy-Born 准则和高阶应变梯度模
型的关系

由 Cauchy-Born准则,为了计算 E0(X),假设微观

代表晶格均匀变形,变形梯度为 F(X).如果在本文模

型中用如下方式近似 X的变形环境函数:

HX(Y) = F(X +Y)≈ F(X) ∀Y ∈B(X;Rc), (33)

则本文提出的变形环境函数假设与 Cauchy-Born准则

的假设是一样的. 因此 Cauchy-Born准则可以看成是

本文模型的基本假设 (19)式结合变形环境函数的 0

阶近似表达式. 将 (33)式代入 (32)式得到局部应力

应变关系:

P(X) =− 1
V0

∑
α∈CA

ηα

{
1
2 ∑

β∈NA

(Xβ −Xα)

⊗ f21(F(X) · (Xβ −Xα))

+
1
6 ∑

β ,γ∈NA

[(Xβ −Xα)⊗ f31(F(X) · (Xβ −Xα),

F(X) · (Xγ −Xα))+(Xγ −Xα)⊗ f32(F(X)

· (Xβ −Xα), F(X) · (Xγ −Xα))]+ · · ·
}

, (34)

根据局部假设 (34),还可以计算四阶拉格朗日弹性张

量 C,其分量为

Ci jhk =
∂ Pi j

∂ Fhk

=− 1
V0

∑
α∈CA

ηα

{
1
2 ∑

β∈NA

(Xi
β −Xi

α) ·∂rh
1

f j
21(F

· (Xβ −Xα)) · (Xk
β −Xk

α)

+
1
6 ∑

β ,γ∈NA

[(Xi
β −Xi

α) ·∂rh
1

f31(F · (Xβ −Xα),

F · (Xγ −Xα)) · (Xk
β −Xk

α)+(Xi
β −Xi

α)

·∂rh
2

f31(F · (Xβ −Xα), F · (Xγ −Xα)) · (Xk
γ −Xk

α)

+(Xi
γ −Xi

α) ·∂rh
1

f32(F · (Xβ −Xα),

F · (Xγ −Xα)) · (Xk
β −Xk

α)+(Xi
γ −Xi

α) ·∂rh
2

f32(F

· (Xβ −Xα), F · (Xγ −Xα)) · (Xk
γ −Xk

α)]+ · · ·
}

,

(35)

其中

∂rl fmk(r1, · · · , rm−1) =
∂ fmk(r1, · · · , rm−1)

∂ rl
.

从 (33) 式可知, 由非局域连续模型退化到局域

连续模型时引入了一个长度尺度参数 Rc, 此参数刻

画原子间相互作用力的截断半径,相距大于 Rc 的两

个原子间的相互作用力可以忽略. 当问题的特征波

长 L一定时, (33)式的近似方式的精确程度取决于 Rc

的大小. 当 Rc ¿ L时, (33)式有很好的精度时, 因此

Cauchy-Born准则是可以使用的. 但是当 Rc与 L是同

一个数量级的时候,这时 (33)式的近似方式带来的误

差就不能再被忽略,非局域性的重要性凸显出来. 总

之,对于宏观问题,问题的特征波长远大于原子间相

互作用的截断半径时,传统局域连续模型是比较准确

的. 但当特征波长小到原子尺度,则考虑原子间相互

作用的非局域特性,传统局域连续模型不再适用. 在

特征波长一定的情况下,非局域特性对长程势系统的

影响大于对短程势系统的影响.在下一节的数值算例

中会进一步说明这个问题.

另外,如果用变形环境函数的高阶 Taylor来近似

变形环境函数, 则可以得到高阶应变梯度连续模型.

例如采用二阶 Taylor展开式,

HX(Y) = F(X+Y)≈ F(X)+
∂ F
∂ X

·Y +
1
2!

Y · ∂ 2F
∂ X2 ·Y, (36)

将 (36) 式代入 (32) 式, 则得到新的应力应变关系

(P− F关系),应力 P将决定于应变梯度 F和应变梯

度的一阶导数和二阶导数 ∂ F
∂ X , ∂ 2 F

∂ X2 . 即有如下二阶应
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变梯度本构关系:

P(X) =− 1
V0

∫ 1

0

{
1
2 ∑

α∈NA

Xα ⊗ f21

(
F(X)

+
(

1
2
− s′

)
∂ F
∂ X

·Xα +
(

1
3
− s′+ s′2

)
1
2!

Xα

· ∂ 2F
∂ X2 ·Xα

)
·Xα)+

1
6 ∑

α,β∈NA

[
Xα ⊗ f31

(
(F(X)

+
(

1
2
− s′

)
∂ F
∂ X

·Xα +
(

1
3
− s′+ s′2

)
1
2!

Xα

· ∂ 2F
∂ X2 ·Xα) ·Xα ,

(
F(X)+

(
1
2
− s′

)
∂ F
∂ X

·Xβ +
(

1
3
− s′+ s′2

)
1
2!

Xβ

· ∂ 2F
∂ X2 ·Xβ

)
·Xβ

)
+ Xβ ⊗ f32

(
(F(X)+

(
1
2
− s′

)
∂ F
∂ X

·Xα +(
1
3
− s′+ s′2)

1
2!

Xα · ∂ 2F
∂ X2 ·Xα) ·Xα ,

(
F(X)+

(
1
2
− s′

)
∂ F
∂ X

·Xβ +
(

1
3
− s′+ s′2

)
1
2!

Xβ

· ∂ 2F
∂ X2 ·Xβ

)
·Xβ

)]
+ · · ·

}
ds′. (37)

5 数值例子

为了对本文提出的模型进行数值验证, 我们考

虑一个由相同原子组成的一维原子链结构, 相邻原

子间的距离为 r0. 假设每个原子与最近邻和第二近

邻原子有相互作用的简谐对势. 将同时采用非局域

连续模型和原子模型模拟一维弹性波传播. 势能函

数为

V2(r) =
1
2

k(|r|−a)2,

Vm(r) = 0, m > 3,

(38)

其中 k和 a是势函数的两个参数.根据 (6)式,有

f21(r) =−k(|r|−a)
r
|r| =−k(|r|−a)sgn(r), (39)

其中

sgn(r) =





1, when r > 0,

−1, when r < 0,
(40)

在初始构型中,原子 α 的能量为

Eα =
1
2
(r0−a)2 +

1
2
(2r0−a)2, (41)

假设 r0使能量 Eα 达到最小,于是有 r0 = 0.6a.

对于原子链使用周期性边界条件.在本例中,代

表晶格中 NA 只需要包含四个原子, 他们在参考位

形中的位置为 X̂−2 = −2r0, X̂−1 = −r0, X̂1 = r0, X̂2 = 2r0.

ˆ用来区分代表晶格中的原子和待研究材料体中的原

子.

连续模型的运动方程为

ρ0ẍ =
∂P11

∂X
. (42)

非局域连续模型的应力应变关系由 (32)式给出,

即有

P11(X) =
1
r0

∫ 1

0

1
2 ∑

α∈NA

k
(∫ 1

0
F(X +(s− s′) X̂α)ds X̂α

· sgn(X̂α)−a
)
· sgn(X̂α)X̂α ds′

=
k
2 ∑

α=−2,−1,1,2
|α|

(∫ 1

0

∫ 1

0
F(X +(s− s′) X̂α)dsds′

· |X̂α |−a
)

, (43)

在本例中,传统的局域连续模型的应力应变关系为

P11 = 5F r0−3a. (44)

原子链的相关连续结构是一条线. 将连续线离

散,使得离散节点与原子重合,以方便在不记离散误

差的情况下和原子模拟进行比较. 给定初始位移如

图 2(a), 5000步时间步过后, 原子模拟下和连续模型

模拟下的位置如图 2(b).在图 2(b)中分别为原子模拟

结果,非局域连续模型模拟结果和采用传统的局域连

续模型模拟的结果. 本例中, 特征波长 L 约为 500r0,

其中 r0 为平衡时原子间距. 而原子间相互作用的截

断距离为 Rc = 2r0,因此可以认为 L À Rc 成立. 由图

可见,本文建立的非局域连续模型,传统的连续模型,

原子模型的模拟结果完全吻合.

为了进一步揭示非局域特性的影响. 我们采用

Lennard-Jones 9-3 势函数模拟. 初始位移如图 3(a) 所

示,在本例中,特征波长取为约 L = 20r0,因此 L À Rc

不成立. 特征波长和原子间相互作用的截断半径可

以比拟. 6000时间步后,位移图如图 3(b)所示. 由图

可见,非局域连续模型的模拟结果与原子模型的模拟

结果仍然吻合良好,但是传统的局域连续模型与原子

模型的结果有比较明显的偏差.
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图 2

(a)一维原子链的初始位移分布图; (b) 5000时间步后原子链位移分布图

Figure 2 (a) Initial displacement of the 1-d atom chain; (b) the displacement distribution after 5000 time steps.

图 3

(a)原子链的初始位移分布图; (b) 6000时间步后原子链位移分布图

Figure 3 (a) Initial displacement of the 1-d atom chain; (b) the displacement distribution after 6000 time steps.

以上两个算例表明, 当特征波长远大于原子尺

度时,非局域特性的影响较小,传统的连续模型已经

足够精确. 但是当特征波长与原子尺度差不多时,与

原子模型相比,传统连续模型有较大的偏差,而采用

本文建立的非局域连续模型的比较精确. 一般地,原

子间的相互作用的非局域特性对于距离越远的两个

原子的影响越大.如果原子间具有长程相互作用,截

断半径 Rc较大,而特征波长保持不变,则传统的局域

连续模型与原子模型的误差将随截断半径 Rc的增大

而更加明显的显示出来.

6 总结

本文基于原子模型建立了一个非局域的连续模

型. 连续模型的质量,动量和能量分布与对应的原子
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模型保持一致. 在没有对本构关系的先验假设情况

下, 原子间相互作用的非局域性和非线性被自然地

嵌入到本模型的本构方程中. 为了建立代表晶格与

连续体变形梯度场的联系, 本文提出了变形环境函

数的概念. 为了计算连续体中的点 X的应变能密度,

让代表晶格的参考单胞的质心的变形环境函数与 X
的变形环境函数相同. 然后计算算参考单胞的原子

间相互作用能, 除以单胞体积得到的能量密度作为

X的应变能密度.

本文得出的本构关系推广了 Cauchy-Born准则.

在 Cauchy-Born准则中,代表晶格被假设为均匀变形,

变形梯度与点 X 保持一致. 如果局部材料体是均匀

变形,本模型退化为 Cauchy-Born模型.因此,本模型

比 Cauchy-Born 准则具有更广的适用范围. 另外, 通

过 Taylor 展开近似变形环境函数, 可以从本模型直

接构造高阶应变梯度连续模型. 理论分析和数值算

例均表明, 非局域性对模拟结果的影响取决于特征

波长与原子间相互作用的截断半径的相对大小. 当

特征波长远大于截断半径时, 非局域特性对模拟结

果的影响不大,传统的连续模型已足够精确. 当特征

波长小到与截断半径为同一数量级时, 非局域特性

的影响比较明显. 在这种情况下,本文建立的非局域

连续模型与原子模型吻合良好,而基于 Cauchy-Born

准则的传统的连续模型与原子模型有较大误差.

本文所提出的连续模型虽然严格基于原子模

型, 但是所研究的材料体内本身的原子的位置和所

受作用力没有显式地出现在本模型中. 取而代之的

是考虑一个独立的代表晶格来反应材料的内部晶格

结构, 并基于来计算连续体的应变能密度和应力场.

因此,连续模型进行离散后,当离散节点远少于材料

中原子个数时, 其计算复杂度与原子模型相比将降

低很多.

本文所提出的是一个新的适用于微 -纳米尺度

的原子 -连续多尺度模型,其理论分析和数值模拟还

需要做大量的工作.另外,本文仅涉及纯力学模型,基

于原子模型的热力耦合模型有待发展.
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A nonlocal continuum model based on atomistic model
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In traditional continuum theories, constitutive relations such as generalized Hooke’s law and the Fourier law for heat
conduction, are representations of macroscopic phenomenons. These theories have severe limitations as the length scale
of the structure becomes close to the atomistic dimensions. The failure of the traditional continuum theories at atomistic
scale can be attribute to the ignoring of the length scale induced by intrinsic non-locality of atomistic interactions. The
primary objective of this work is to construct a coupled atomistic-continuum model strictly based on the atomistic model
bypassing any empirical constitutive law and any local homogeneous assumption such as Cauchy-Born rule. The intrinsic
non-locality of the atomistic interactions are explicitly built into the model. Inhomogeneous deformation at atomistic scale
can be efficiently represented by this model.
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