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摘要　　以超扩散过程为出发点 ,系统地研究了完全分支下有限和无限测度空间上

的超过程的长时间渐近行为 ,给出了超过程极限的完整特征及相应的判别准则.
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超过程作为分支粒子系统的极限模型自从建立以来已得到广泛的研究[ 1] ,而其中的一个

重要研究主题即是粒子系统以及相应的超过程的终极趋向问题.这方面的典型结果在文献

[ 2]中可以看到 ,这一方向迄今已有不少的研究工作
[ 1 ,3 ～ 6]

,不过总体说来这些工作均集中于

研究特殊分支下的超过程(典型地 ,如分支函数为 Υ(Z)=cZ 1+β , c >0为常数 , 0<β≤1),当

然其中的处理方法也都对分支具有较强的针对性.本文试图完整地解决一般分支情形下的超

过程长时间的极限问题即给出其相应的极限准则.同时 ,既然已有的方法不能应用于处理一

般的分支情形 ,这里完全采用新的方法去处理问题 ,其中也包含着对部分已有的结果重新给出

了更为直接的论证.

1　超扩散过程

设 ξ=(ξt , t≥0)是Rd 上的 L-扩散过程 ,即由椭圆型微分算子

L =∑
d

i , j=1
a ij(x)

 2

 xi x j
+∑
d

j=1
bj(x)

 
 xj

决定.假设系数(a ij , bj)满足:(A)(aij)=(σij)
T(σij)为一对称正定矩阵 ,且 σij(x), b j(x)∈

bC2(Rd);(B) σij(x) + bj(x) ≤M(1+‖ x ‖)(M >0为常数), 则对应的 L-扩散是一

时齐的Markov过程[ 7 , 8] ,并记其转移半群与转移函数分别为{Tt , t≥0}和 p(t;x , y).

其次考虑如下类型的连续函数

Υ(Z)=bZ +cZ
2
+∫

∞

0
(e
-Zu
-1+Zu)n(du), (1.1)

其中 , c≥0 , b∈R1 , n(du)是(0 , ∞)上满足∫
∞

0
u ∧ u2n(du)< ∞的测度.

基于过程 ξ和函数Υ,可以构造出一类以 ξ为底过程且以 Υ为分支函数的测度值分支过

程(超过程).具体描述如下:
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　　首先 ,假设MF(R
d
)为R
d
上的有限 Radon测度空间 ,根据文献[ 9] 或[ 10]的构造 ,存在概

率空间(ΨF , F F , PF)及其上取值于MF(R
d)的超过程 X F∶={X
F
t , P
F
μ;t≥0 , μ∈MF(R
d)}

满足如下的分布特征:

  ∈ bC(Rd), EFμe
-〈X
F

t
,  〉 =e-〈μ, Ut 〉 , (1.2)

其中 U t (x)满足

U t (x)= T t (x)-∫
t

0
d rTt-r(Υ(U r ))(x). (1.3)

若记 u(t , x)=Ut (x),则 u(t , x)是如下方程的弱解:

 u
 t
=Lu -Υ(u),

u(0)= .
(1.4)

上述 XF 即为有限测度空间上的超过程.

其次 ,如果设常数
d
2 <p<
d
2 +1 , 令Cp(R
d
)={ψ:ψ连续且 supx ∈Rd ψ(x)(1+‖ x‖)
p
 <

∞}和Mp(R
d
)= ν∶ν是 Radon测度且∫Rd(1 +‖ x ‖
p
)
-1
ν(d x)<∞ , 则由文献[ 1 ,11]的

构造定理同样可得:存在概率空间(ΨI , F I , P I)及其上取值于Mp(R
d)的超过程 X I ∶={X
I
t ,

PIν;t≥0 , ν∈Mp(R
d)}满足如下的 Laplace变换:

 ψ∈ Cp(R
d), EIνe

-〈X
I

t
, ψ〉 =e-〈ν, Vtψ〉 , (1.5)

这里 , V tψ(x)取代 U t (x)同样满足积分方程(1.3)并令 v(t , x)=V tψ(x)满足微分方程

(1.4)(其中  由ψ代替).

本文主要研究这两类超过程的长时间极限行为.这里超过程涉及的分支函数是很广泛的

一般形式[ 1 , 9] ,尽管考虑的底过程是 L-扩散过程 ,但这仅仅是一个出发点 ,事实上本文的处理

方法很大程度上可延伸到底过程为更广泛情形的超过程.这里对底过程的本质要求是对其转

移半群(或转移密度)有合适的控制.限于文中篇幅 ,在此不再作这方面的具体拓展.

2　有限测度空间上的超过程的灭绝与非灭绝

有限测度空间上超过程的长时间灭绝性已得到证实[ 1] ,但对于一般的分支情形却存在着

非灭绝的情形(这一点似乎很少涉及),这主要是通常研究的是特殊分支(如 Υ(Z)=cZ
1+β
,

0<β ≤1)的超过程 ,而在此可以得到一般性的结论:

定理 2.1　设 X F∶=X F(ξ, Ф)是一般分支的超扩散过程 ,即分支函数 Υ(Z)具有一般形

(1.1)式 ,

(i)若 b≥0 ,则〈X Ft ,1〉※0(t ※∞),即超过程是灭绝的;

(ii)若 b<0 , 则〈XFt , 1〉※ζ(t ※∞),其中 PFμ(ζ>0)>0 ,从而超过程是非灭绝的.

基于此定理 ,在特殊分支(Υ(Z)=cZ 1+β , 0<β≤1)下的超过程是灭绝的 ,此即(i)的特殊

情形 ,而这早已为人们所知.

定理 2.1的证　(i)设 b≥0 , 在(1.2)～ (1.4)式中取  ≡θ>0 ,并假设 u 与 x 无关而仅

为 t 的函数 ,则有

第 6 期 王永进:超过程的极限准则 521　　



d u
d t
=-Υ(u),

u(0)=θ,
(2.1)

或

∫
u(0)

u(t)
[ Υ(s)] -1ds = t. (2.2)

注意到 Υ(s)>0(当 b≥0 , s>0时),则从(2.1)式知 u(t)是递减的 ,令 α=lim t※∞u(t)≥0.

若 α>0 ,则 Υ(s)>Υ(α)>0(s>α),这样 ,∫
u(0)

α
[ Υ(s)]

-1
ds <(u(0)-α)[ Υ(α)]

-1
<∞.

但在(2.2)式中令 t ※∞,却有∫
u(0)

α
[ Υ(s)] -1ds =∞, 因此 α=lim t※∞u(t)=0.这样 ,(1.2)

式意味着

E
F
μe
-〈X
F

t
, θ〉
=e

-〈μ, u(t)〉
※1 , 〈X
F
t , 1〉 ※0(t ※∞).

　　(ii)当 b<0时 ,注意到 Υ′(Z)=b +2cZ +∫
∞

0
u(1-e-Z u)n(d u)<0(当 Z ≥0充分小

时),即存在ε>0 ,使得 Υ′(Z)<0 ,  Z ∈[ 0 , ε).而 Υ(0)=0 ,所以 Υ(Z)<0 , Z ∈(0 , ε).

情形 1　Υ(Z)<0 ,  Z ∈(0 , ∞).

同(i)可得(2.1)式 ,既然此时 Υ(u)<0 ,因而(2.1)式的解 u(t)是 t 的增函数.令 α1=

lim t※∞u(t)>0.若 α1<∞,则

lim
t※∞∫
u(t)

u(0)
-

1
Υ(s)

ds ≤(α1 -θ) sup
s∈ [ θ, α

1
]
-

1
Υ(s)

<∞,

此与(2.2)式矛盾.故limt ※∞u(t)=∞,此即 EFμe
-〈X
F

t
, θ〉=e-〈μ, u(t)〉※0(t ※∞)或 mFt =〈X
F
t ,

1〉※∞.这表明质量过程趋向无限 ,当然超过程是非灭绝的.

情形 2　Υ(Z)<0 , Z ∈(0 , ε)但对某个 Z 0≥ε, Υ(Z 0)≥0.此时由  (Z)在(0 , ∞)上的

连续性 ,至少存在一个 Z 1>0 ,使得 Υ(Z 1)=0.

既然存在 Z 1>0 ,使得 Υ(Z 1)=0 ,则 u(t , x)≡Z 1恰是

 u
 t
=Lu -Υ(u),

u(0)=Z 1

的唯一正解.

应用(1.2)式得 EFμe
-〈X
F

t
, Z

1
〉 =e-〈μ,Z1〉.另一方面又应用超扩散的 Markov 性即知 ,

{e-〈X
F

t
,Z

1
〉 , t≥0 , PFμ}是一个有界鞅 ,因而鞅的收敛定理意味着 lim t※∞e

-〈X
F

t
, Z

1
〉亦即 lim t※∞〈X
F
t ,

Z 1〉存在且满足 EFμe
-lim
t ※∞
〈X
F

t
, Z

1
〉 =e-〈μ, Z1〉=e-Z 1〈μ, 1〉.由此即知〈XFt , 1〉※ζ, t ※∞,且

PFμ(ζ>0)>0.所以超过程是非灭绝的.

3　无限测度空间上超过程的平衡态问题

无限测度空间上的超过程的极限问题(即平衡态存在性问题)已有许多的研究工

作[ 3 ～ 6 , 12] ,但这些结果均考虑典型分支情形 Υ(Z)=cZ 2 或 Υ(Z)=cZ 1+β(0<β<1).在此要
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解决完全分支下的情形 ,注意到无论 Campell测度表现方法
[ 4]
还是后退树技术

[ 5]
等等 ,均对超

过程分支有较强的依赖性 ,因而都不能用来处理一般的分支情形.本文完全用分析的方法处

理问题 ,从而完整地给出了一般分支下的超过程的平衡态存在性准则.同时不难发现 ,在下面

的特殊情形(例如定理 3.1(iii))中包含着对已有结果的重新证明 ,值得一提的是所用的方法是

非常简单和直接的(与文献[ 3 ～ 6]比较).

定理 3.1　设 m 是Rd 上的 Lebesgue 测度 , ξ是前述的 L-扩散过程且 m 是其不变测度.

记 X I =X I(ξ, Υ)是Mp(R
d)上的超扩散过程(其中 Υ(Z)具有一般形(1.1)式 ,初始测度为

m),

(i)若 b<0 ,则超过程存在非零的平衡态即存在非零的随机测度 X ∞ ,使得 X
I
t ※X
I
∞(t ※

∞);

(ii)若 b>0 ,则超过程 X It※0(t ※∞), 即只有平凡的零平衡态;

(iii)若 b=0 ,即 Υ(Z)= cZ 2 +∫
∞

0
(e-Zu -1 +Zu)n(d u),其中 Lévy测度 n(d u)满足

∫
∞

0
u

2
n(d u)<∞(此与(1.1)式的条件稍有不同),则

i)当 d <3时 , XIt ※0(t ※∞),

ii)当 d≥3时 , X
I
t※X
I
∞(t ※∞),且 E
I
mX
I
∞=m ,即 X
I
∞≠0.

此定理中随机测度的收敛均指测度的弱收敛(下同), d 为空间维数.很显然该定理较为

完整地反映了一般分支情形下的超过程的极限特征.其中 ,当 b >0或 b=0 , d <3时超过程

只有平凡的零平衡态 ,而当 b<0或 b=0 , d ≥3 时超过程有非平凡的极限态(或平衡态).不

过 ,在 b<0情形的结果中包含了极限态为无限的这一特殊情形(可见(i)的证明),而在 b=0 ,

d≥3时 , 则不可能有这一特例出现 , 且此时的情形还常被称为超过程的持续性(persis-

tence)
[ 1 , 6]
.

定理 3.1的证　(i)若 b<0 ,同定理 2.1(ii)的证明知 ,存在 ε>0 ,使得 Υ(Z)<0 ,  Z ∈

(0 , ε).令  Z =inf{Z >0 , Υ(Z)=0}(若为空集则令  Z =∞).由(1.5)式取 ψ∈Cp(R
d),且

‖ψ‖max≤1 ,则

E Ime
-〈X
I

t
, ψ〉 =e-〈m , V tψ〉 , (3.1)

其中 v(t , x)∶=V tψ(x)满足

 v
 t
= Lv -Υ(v),

v(0)=ψ
(3.2)

或

v(t , x)+∫
t

0
T t-sΥ(v(s , ·))(x)ds = Ttψ(x). (3.3)

因为 Lebesgue测度是 L-扩散半群 T t 的不变测度 ,故由上式可得

〈m , v(t , ·)〉 =〈m , ψ〉 -∫
t

0
〈m , Υ(v(s , ·))〉ds. (3.4)

　　i)若  Z =∞,则表明连续函数 Υ(Z)<0 ,  Z ∈(0 , ∞).因此在(3.4)式两边令 t ※∞即

有
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lim
t※∞
〈m , v(t , ·)〉 =〈m , ψ〉-∫

∞

0
〈m , Υ(v(s , ·))〉ds , (3.5)

同时由(3.3)式注意到 v(t , x)≥T tψ(x).另一方面 ,既然  Z =∞,则(1.1)式中的 c=0 ,即

Υ(Z)=bZ +∫
∞

0
(e-Z u -1+Zu)n(d u).而 Υ′(Z)=b+∫

∞

0
u(1-e-uZ)n(du)关于 Z ∈[ 0 ,

∞)是递增的(当 n(d u)≠0时严格递增),而且对 Z ∈(0 , ∞), Υ′(Z)<0.若不然 ,不妨设

n(d u)≠0 ,则存在常数 Z 0>0 ,使得 Υ′(Z 0)>0且 Υ′(Z)≥Υ′(Z 0)=∶c>0 , Z ∈(Z 0 , ∞).

这样就不可能对 Z ∈(0 , ∞), Υ(Z)<0.故 Υ′(Z)<0 ,  Z ∈(0 , ∞).

这样 ,对 Z ∈[ 0 , 1] , -Υ′(Z)≥-Υ′(1)=∶ c>0.因此由 v(t , x)≥T tψ(x)及 Υ(0)=

0 ,应用中值公式可得

-∫
∞

0
〈m , Υ(v(s , ·))〉ds ≥∫

∞

0
〈m , -Υ(T sψ(·))〉ds =

∫
∞

0
〈m , -Υ′(η(s , ·))Tsψ(·)〉ds ≥∫

∞

0
〈m , cT sψ(·)〉ds =∞,

其中 , 0<η(s , x)<Tsψ(·)≤‖ ψ‖max ≤1.从(3.1)和(3.5)式可得 ,对  ψ∈Cp(R
d),

‖ψ‖max≤1 ,

EIme
-〈X
I

t
, ψ〉 =e-〈m , v(t ,·)〉 ※exp -〈m , ψ〉+∫

∞

0
〈m , Υ(v(s , ·))〉ds =0(t ※∞),

即

X
I
t ※∞(t ※∞). (3.6)

　　ii)若  Z <∞,则 Υ(Z)<0 ,  Z ∈(0 ,  Z).取 ‖ ψ‖max< Z ,既然 Υ( Z)=0 ,由比较原理

知(3.2)式的解满足

0 ≤ v(t , x)|v(0)=ψ≤ v(t , x)|v(0)= Z =∶ Z , (3.7)

即(3.1)～ (3.4)式中 v 满足:当‖ψ‖max< Z 时 ,0≤v(s , x)≤ Z((s , x)∈(0 , ∞)×R
d).从

而-Υ(v(s , x))≥0.这样 ,在(3.4)式两边令 t ※∞,即得

lim
t※∞
〈m , v(t , ·)〉 =〈m , ψ〉-∫

∞

0
〈m , Υ(v(s , ·))〉ds =∶ v(m , ψ)≥〈m , ψ〉.

所以当 t ※∞时 ,

E
I
me
-〈X
I

t
, ψ〉 ※e- v(m , ψ)=∶E Ime

-〈X
I

∞
, ψ〉 , (3.8)

其中 X I∞是(Ψ
I , F I , P I)上某一随机测度 , X I∞以正概率非零.

(ii)若 b>0 ,则 Υ(Z)>0(Z >0).由(3.4)式知 limt ※∞〈m , v(t , ·)〉存在 ,记为常数 c≥

0.若 c≠0 ,则当 t 充分大时 ,

∫
t

0
〈m , Υ(v(s , ·))〉ds ≥∫
t

N
〈m ,bv(s , ·)〉ds ≥

∫
t

N
b(c -ε)ds ※∞(t ※∞).

另一方面 ,因〈m , v(t ,·)〉≥0 ,由(3.4)式知∫
t

0
〈m , Υ(v(s , ·))〉ds ≤〈m , ψ〉( t ≥0).因

而得出矛盾 ,故 lim t※∞〈m , v(t , ·)〉=0.从(3.1)式即知 X
I
t※0(t ※∞).
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　　(iii)先证 ii)b =0 , 故 Υ(Z)≥0;又 m 为 L-扩散的不变测度 ,则由(3.4)式可得:对

 ψ∈Cp(R
d
),

〈m , V tψ〉 =〈m , ψ〉 -∫
t

0
〈m , Υ(Vrψ(·))〉d r ※

〈m , ψ〉 -∫
∞

0
〈m , Υ(Vrψ)(·)〉dr 　(t ※ ∞). (3.9)

一方面 ,从(3.1)式得

lim
t※∞

Eme
-〈X
I

t
, ψ〉 =e

-〈m , ψ〉+∫∞0 〈m , Υ(V rψ)〉dr =∶E me-〈X
I

∞
, ψ〉 ,

其中 X
I
∞是一个随机测度 ,上式意味着在分布意义下 X

I
t※X
I
∞(t ※∞,弱收敛).另一方面 ,

0 ≤Υ(Z)=cZ 2 +∫
∞

0
(e-sZ -1+sZ)n(ds)≤

cZ
2 +

1
2
Z

2∫
∞

0
s
2
n(d s)=∶κZ 2 , (3.10)

κ是一个正常数 ,且 Υ(Z)(Z ∈ [ 0 , ∞))是增函数.因而 Υ(Vr(θψ))≤Υ(T r(θψ))≤

κθ
2
(T rψ)

2
.由(3.3)式可得

lim
θ※0+

V t(θψ)
θ = T tψ-lim

θ※0+

1
θ∫
t

0
d rT t-rΥ(Vr(θψ))= T tψ.

这样 ,从(3.1)和(3.3)式可得一阶矩公式E m〈X
I
t , ψ〉=〈m , T tψ〉=〈m , ψ〉,进一步应用Fatou

引理得

E m〈X
I
∞ , ψ〉 ≤liminf
t※∞

Em〈X
I
t , ψ〉 =〈m , ψ〉. (3.11)

又应用 Jensen不等式得

e-Em〈X
I

∞
, ψ〉 ≤Eme

-〈X
I

∞
, ψ〉 =e

-〈m , ψ〉+∫
∞

0
〈m , Υ(V
r
ψ)〉dr

,

即有

Em〈X
I
∞ , ψ〉 ≥〈m , ψ〉 -∫

∞

0
〈m , Υ(Vrψ)〉dr. (3.12)

如果在上式中将 εψ(ε>0)代替 ψ可得

Em〈X
I
∞ , ψ〉 ≥〈m , ψ〉-

1
ε∫

∞

0
〈m , Υ(Vr(εψ))〉d r =∶〈m , ψ〉-δ(ε). (3.13)

下面估计 δ(ε):

δ(ε)=
1
ε∫

∞

0
〈m , Υ(Vr(εψ))〉d r =

1
ε∫

1

0
+∫

∞

1
〈m , Υ(Vr(εψ))〉d r =∶

δ1(ε)+δ2(ε). (3.14)

一方面 ,

δ1(ε)=
1
ε∫

1

0
〈m , Υ(Vr(εψ))〉dr ≤

1
ε∫

1

0
〈m , κ(T r(εψ))

2〉dr ≤

κε‖ψ‖max〈m , ψ〉 ※0(ε※0+); (3.15)

另一方面 ,应用扩散密度估计[ 7 , 8]
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ρK
1
,τ

1
(t , x , y)-t

λ
ρK

2
, τ

2
(t , x , y)≤ p(t , x , y)≤ρK

3
, τ

3
(t , x , y), (3.16)

其中 ρK , τ(t , x , y)=
K
t
d/2e

-τ‖ x-y ‖
2
/ t
, K , τ, λ>0 ,因而

δ2(ε)=
1
ε∫

∞

1
〈m , Υ(Vr(εψ))〉d r ≤κε∫

∞

1
〈m ,(T rψ)

2〉dr ≤

κε∫
∞

1
dr∫Rdm(d x)∫Rdp(r , x , y)

2
ψ(y)dy〈m , ψ〉 ≤

κε〈m , ψ〉∫Rdd x∫Rddyψ(y)∫
∞

1
dr
K

2
3

r
d e
-2τ

3
‖ x-y ‖

2
/ r
=

κε〈m , ψ〉∫Rdd x∫Rddyψ(y)c∫
2τ

3
‖ x-y ‖

2

0
e
-v
v
d-2

d v/ ‖ x -y ‖
2d-2

≤

cκε〈m , ψ〉∫Rdd x∫Rddyψ(y)×
∫

2τ
3
‖ x-y ‖

2

0
v
d-2d v

‖ x -y ‖
2d-2 I{‖ x-y ‖≤1}+

∫
∞

0
e-vvd-2dv

‖ x -y ‖2 d-2 I‖ x-y ‖>1 = cκε〈m , ψ〉
(2τ3)
d-1

d -1∫Rd∫Rdψ(y)I{‖ x-y ‖≤1}d xdy +

Γ(d -1)∫Rd∫Rd
ψ(y)

‖ x -y ‖
2d-2 I{‖ x-y ‖>1}d xdy =

cκε〈m , ψ〉
(2τ3)
d-1

d -1
〈m , ψ〉V(B(0 ,1))+

Γ(d -1)
d

〈m , ψ〉 ※0(ε※0+),

其中 , c>0为常数 , d ≥3 , V(B(0 ,1))是单位球的体积常数.即当 ε※0+时 , δ2(ε)※0.从

上式及(3.15)式可得当 d ≥3时 , δ(ε)※0 , ε※0+.因而(3.11)和(3.13)式意味着

E m〈X
I
∞ , ψ〉 =〈m , ψ〉,  ψ∈ Cp(R
d), d ≥3.

　　i)对 ψ∈C+exp(R
d)=∶{ψ∈C(Rd):‖ψ(x)eK 3‖ x‖

2

‖max<∞, K 3为(3.16)式中的常

数},由(3.3)式可知

〈m , ψ〉 =〈m , T tψ〉 ≥ 〈m ,∫
t

0
d rT t-r(Υ(Vrψ))〉=∫
t

0
〈m , Υ(Vrψ)〉d r. (3.17)

考虑到当 Z >0时 ,

Υ(Z)=cZ 2 +∫
∞

0
(e-sZ -1 +sZ)n(ds)≥ cZ 2 +∫

1/Z

0

1
2 !
s
2
Z

2 -
1
3 !
s
3
Z

3
n(ds)≥

c +
1
3∫

1/ Z

0
s
2
n(ds)Z 2 =∶p(Z)Z 2 , (3.18)

其中 , 0 ≤ p(Z)= c +
1
3∫

1/ Z

0
s
2
n(ds)<∞.若 Z =0 ,令 p(0)=c +∫

∞

0
s
2
n(ds)<∞, 此

时同样有 Υ(Z)≥p(Z)Z
2
.又因 n((0 , ∞))≠0和 c≠0至少有一个成立 ,故当 Z 较小时 ,即

对某个正数 δ,当 0<Z <δ时 ,一定有 p(Z)≥ε(ε是一个正数).因此

〈m , ψ〉 ≥∫
t

0
〈m , p(Vrψ)(Vrψ)

2〉d r ≥
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∫
t

0
〈m , ε(Vrψ)

2〉dr ≥

ε∫
t

0
dr∫{‖ x ‖2

≤N(r+1)}
d x[ Vrψ(x)]

2
≥

ε∫
t

0
dr
∫{‖ x ‖2

≤N(r+1)}
Vrψ(x)d x

2

m{‖ x ‖2 ≤N(r +1)}
, (3.19)

其中 ,取‖ψ‖max <δ,使得 0≤Vrψ≤Trψ≤‖ψ‖ <δ;N 是一个正数 ,使得 m(‖ x ‖
2≤

N(r+1))>0.注意到

∫
t

0
d r[ m{‖ x ‖2 ≤N(r +1)}] -1 ≥C-1d∫
t

0
[ N(r +1)] -d/2dr ※∞(t ※ ∞, d ≤2)

(Cd 为体积常数), 即知 ,当空间维数 d<3时 ,

liminf
t※∞∫{‖ x‖2≤N(t+1)}
V tψ(x)dx =0.

又对 ψ∈C+exp(R
d), ‖ψ(x)/ p(1 , x ,0)‖max≤Cψ<∞.

∫{‖ x ‖2
≥N(t+1)}
V tψ(x)d x ≤Cψ∫{‖ x ‖2

≥N(t+1)}
(T tp(1 , ·, 0))(x)d x =

Cψ∫{‖ x ‖2
≥N(t+1)}
p(t +1 , x , 0)d x ≤

Cψ∫{‖ x ‖2
≥N}
K 3e

-τ
3
‖ x ‖

2

d x ※0(N ※∞,  t >0).

(3.20)

若注意到 〈m , V tψ〉 =〈m , ψ〉 -∫
t

0
〈m , Υ(V rψ)〉d r 是关于 t 递减的 ,则

lim
t※∞
〈m , V tψ〉 =liminf
t※∞ ∫{‖ x ‖2≤N(t+1)}

+∫{‖ x ‖2>N(t+1)}
V tψ(x)d x =0 ,

联系到(3.1)式 ,此即对 ψ∈C+exp(R
d), 〈X It , ψ〉※0(t ※∞),即 X
I
t ※0(t ※∞,弱收敛).

应该注意到在定理 3.1(iii)的结论中 , Υ(Z)的限制条件与完全的形式(1.1)式存在着间

隙.尽管如此 ,实际上定理 3.1(iii)的证明方法能够覆盖未涉及的大部分情形.为此 ,给出如

下两个命题以说明之.

命题 3.1　设 X I=XI(ξ, Υ)为取值于Mp(R
d
)的超扩散过程 ,其中的分支函数 Υ(Z)=

cZ
1+β , c>0为常数 ,0<β<1 ,初始测度为 Lebesgue测度 m ,则

(i)当 d ≤2/ β时 , X It ※0 , t ※∞,

(ii)当 d >2/ β时 , X It※X
I
∞ , t ※∞, 且 EImX
I
∞=m .

更进一步 ,上述结论可推广到超对称稳定过程 ,即

命题 3.2[ 1 ,5 ,12] 　设 Y I =Y I(ξ
α, Υ)为取值于 Mp(R
d)的超对称稳定过程 ,其中 ξα=

(ξαt , t≥0)为 α-对称稳定过程(0<α<2),分支函数 Υ(Z)=cZ
1+β , c>0为常数 ,0<β≤1 ,初

始测度为 Lebesgue测度 m ,则

(i)当 d ≤α/ β时 , Y
I
t※0 , t ※∞,

第 6 期 王永进:超过程的极限准则 527　　



(ii)当 d >α/ β时 , Y
I
t※Y
I
∞ , t ※∞,且 E
I
mY
I
∞=m .

上述两个命题的证明可完全采用定理 3.1(iii)的证明 ,只需对其中的几个估计如(3.10)、

(3.16)和(3.18)式等作相应的修正即可(参见文献[ 13]).

致谢　感谢北京师范大学李增沪博士对本文初稿提出的有益建议.
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