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摄动级数的奇性 判别法

李 家 春
〔中国科学院力学研究所

,

北京 )

摘 要

本文主要研究摄动理论中 v an D yke 方法的数学方面
,

讨论 了摄功级数的奇性

判别法
.

文中导 出了具有复共扼奇点情况下的符号判别法和 D o m b
一

S yke 图示法
,

推

广了 v an D yke 关于实奇点的结论
,

考虑了低阶奇 点对判别法则的影响 ;最后
,

作者

还提 出了由 E ul c :

变换获得的新摄动级数
,

来确定原摄动级数奇点位置的方法
.

一 己 !
.

当
、 J . `二

近二十年来
,

计算机的发展对于应用数学的研究方法产生了深刻的影响
,

在分析工作中也

尽可能地利用计算机
,

出现了半分析
、

半数值的混合法
.

在摄动理论中
,

为了扩大摄动级数参

数的适用范围
,

v an D yke 提出的改进摄动级数收敛性的方法就是一例
.

它在流体力学和 其

它学科中
,

已经得到了卓有成效的应用
L, 周

.

然而
, v an D yke 方法的数学理论还处在发展初期

.

该方法要求物理问题的解必须解析

地依赖于摄动参数
,

它仅适用于渐近序列为参数的整数幂函数的情况
.

因此
,

对于 v a 。 D yke

方法数学理论的研究
,

必将使它克服某些局限性
,

从而得到更广泛的应用
,

同时也可推广复变

函数论的某些结论川
.

为了运用 V an D y ke 提出的 s h an ks 变换
、

aP d 6 逼近和 E ul e : 变换进行解析延拓
,

对发

散级数求和或加速慢收敛级数的收敛速度
,

必须首先确定该摄动级数奇点的位置和性质
.

文献 〔 11 中
,

v an D y ke 提 出了确定摄动级数实奇点位置和性质的符号判别 法 和 D o m b
-

s y kc 图示法 [’J
.

他指出
,

当摄动幂级数的系数 f
。

符号不变时
,

该级数的奇点在
。。
处 ;当它的 系

数 f
,

的符号正负相间时
,

该级数的奇点在 一 。。
处

,

其中
: 。

为收敛半径 (注意
,

当 n > N 时
,

系

数 f
,

的符号符合上述规律
,

结论依然正确 )
.

至于 D o m b
一

s y k。 图示法
,

它仅适用如下三类奇

点 :

(
。。
一 。

)
a , 10。 (

、 。
一 。

)
,

(
。 。

一 :
)

a

10 9 (
。。

一 。
)

.

( 1
.

1 )

对第一类奇点 a 为任意负数 ;对第三类奇点
a 为任意正整数 ;若 a 一 。

,

就是第二类奇点
.

然而
,

这三类奇点可以几乎包括大部分物理问题所遇到的奇点类型
.

此时
,

由于

车
一 生 (卜些翔

l)

J
。 一 i 乞。 \ 刀

( 1
.

2 )

本文 19 80 年 10 月 2 4 日收到
,

19 81 年 9 月 4 日收到修改稿
.

1) 见附录
.
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因此
,

在以 1n/ 为横坐标
,

f
。

f/
, 一 ,

为纵坐标的 D o
m b

一

即ke 图上
,

由该曲线的截距和斜率便可确

定奇点的位置和性质
.

二
、

复共扼奇点的奇性判别法

引理 1
.

若摄动级数为实系数的幂级数
,

该级数不在实轴上的奇点必共扼地成对出现
.

证
.

设该摄动级数为
:

r (
。
) 一 艺 f

, 。 ·

其中 f
,

为实系数
,

幂级数 ( 2
.

1) 的收敛半径为 .s0

, 。 传 0 ,

则 牙。
~ 场` 呜 必定也是它的奇点

.

用反证法
.

假定 云。 不是幂级数 ( 2
.

1) 的奇点
,

我们要证明
,

若
z 。

~

( 2
.

1 )

; 。 。 未 e。 为 f (
。
) 的奇点

,

则函数 了(
。
) 可以以 三。

为圆心
,

占 为半径的

小圆 牙。 进行解析延拓
,

得到在下半圆 反
。

扩充了的区域
,

氏
。

V牙。 上的解析函数 F
`

(
:
) (这 里

V表示两个集合之和
,

见
`

图 1 )
,

在区域 0
。 。

上
,

有

F
`

(
。
) 二 f(

。
)

.

根据对称原理
,

可以得到上半圆 0
。 。

扩充了的区域
。 。
是以 名。

为圆心
, 占为半径的小 圆

.

在 。
。 。

内有

F 。

(
。
) 一 瓦丈清) 一 艺 r

, 。 ·

( 2
.

2 )

。
。 。

丫
: ;

上的解析函数 F 。
(幻

,

其 中
,

二 f (
。
)

,

( 2
.

3 )

所以
, F 。

(
。
) 在 。 。 。

内恒等于函数 f(
。
)

,

即它可以通过 0z

: 。
为奇点的假设矛盾

,

故 牙
。
~ 。 。。 一 i氏 必定也是奇 点

.

引理 1 证毕
.

现在先来讨论只有一对复共扼奇点的情况
.

为了

方便起见
,

不妨假定幂级数 ( 2
.

1) 的收敛半径为 1
,

这

时
,

除了
。 士叽 外

,

不存在其它有限的奇点
, F (

。
) 便 可

表达为

F (
。
) ~ A (

e 一 `口。

一 。
)

a

+
c

.

c
.

+ G (
。
)

,

( 2
.

斗)

这里 F (
。
) 是幂级数 ( 2

.

1) 在复平面上 的 解析 延 拓
.

“ < 0
,

即该奇点为 v an D y ke 讨论的第一类奇 点
,

对

于另两类奇点
,

可进行类似的讨论 ; 。
.

c
.

表示第一项

~ 。。 。 `乳 进行解析延拓
,

这一结论同

图 l

的复共扼部分 ; G (
。
) 是

:
全平面上除 co 外的解析函数

,

如果 co 处不是本性奇点
,

它是多项式
,

仅

对前两项展开成幂级数后的有限项系数有影响
.

所以当 n 充分大时
,

我们只要考虑由前两项

产生的系数就足够了
,

于是

,

一 ZR ·

{
(一 1 )

·

( : )
}A }

一 !
_ 2〔二竺2( 二竺士 , 岁 ( , 士竺二业 }

、

引 。 。 s
( ;

。
十

: 。。

)
( 2

.

5 )

其中 亡
。
一

。
gr 理 一 a乡

。 .

因此
,

象限取正
,

二
、

三 象限取负
.

。

的符号将由幅角为 套
。
+ 祀

。
的矢径所处的象限来决定

,

一
、

四
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我们假定幂级数系数的符号规律为

+ + 十 … …
;

、助 ~ ~ ~~一

一
尸 - -一 ~ -一 - 2

N。
、 - - -一一气一一

一
+ 十 十

、 ~一一一 - -一、

(2
.

6 )

显然可得

_兰 <g
。
十 凡口

。
<二

,

2

二 < 乙
。
十 ( N

。
十 Nl ) o

。

<
2

3叮

2 {
十 、 * ) 。 <

(
* +

: 。
二 .

{
( 2

.

7 )

1 、 , ,

左一 一 1兀 吸
、 ` o 月一

气ZV o
十 ZV i d

一 . ` .

Z /

z了̀、 \

所以

/ 1 \ / 1 \

以 一 万 )
, 一 g

。

(左十 万 )
7r 一 肠

一f
-

—
< 日。 <

一
(夜~ 0 , l , 2 ,

一 )
,

( 2
.

8 )

艺 、 *

丫 刀
;

洲̀ . 喇目 、

由此导出
,

交二 ( 2
.

9 )

风

及

艺
日。 ~ lim

左 , 。

这样
,

我们便得到了如下的符号判别法
:

定理 1
.

摄动幂级数 ( 2
.

1) 的系数符号为 N0 个正号
,

N
,

个负号
,

… …
,

那 么它 的 奇 点 在
。 。。 士` 日。 处

,

其中 口
。

由 ( 2
.

9 ) 式确定
.

由该定理可见
,

v an D yke 原先的法则仅为我们的特例
.

当 f
,

不变号时
,

lN ~ co
,

00 ~

0 ,

奇点在 。。
处 ; 当 f

,

符号正负相间时
,
N

,
~ 从 一

· · ·

~ 1 ,

氏 ~ li m
灸 , 。

友二 _

友+ l
( 2

.

1 0 )

即奇点在 一 。 。
处

.

我们还可推断
,

N 个正 负号相间时
,

奇点在 。 。。 “ 弄处
.

下面
,

我们来考虑 D
o
m b

一

Syke 图示法
.

由具有复共扼奇点的幂级数系数表达式 ( 2
.

5 ) 同具

有实奇点的幂级数系数表达式 ( A
.

l) 进行比较
,

可见两者仅相差一个 2 。
os ( g

。
十 。 8

。

) 的因子
.

而奇点的性质主要是由不含该因子的系数来决定的
,

于是我们便可得到下述结论
.

定理 2
.

对于具有复共扼奇点的幂级数 ( 2
.

1 )
,

若以 1 /
,

为横坐标
,

以 f
。 。 。 s

〔(
,

一 1)氏十

乙
。
] / f

, 一 : e o s

[ , 氏 + 乙
。
] 为纵坐标

,

D o m b
一

s yk e
图示法依然有效

.

显然
,

当奇点在实轴上即 60 ~ 0 , 二 时
,

它又变成以 f
,

/ f
, 一 ,

为纵坐标的情况了
.

三
、

具有一对以上复共扼奇点的晴况

如果除了奇点
。 划乳 外

,

还有其它奇点
,

我们分两种情形来讨论

i) 在收敛圆上还有别的奇点
.

不妨假定在
。 士峨 处还有 夕阶奇 点

, “ < 口 < 0
.

这时
,

由
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, ~ ~ ~ ~ ~ 一- - ~ 一 - ~ ~ ~ 一

,

-
-

一
-

一
一 -

一
~ ~ ~ ~ ~ ` ~ ~ . ~ ~ . . ~ . . . . ~ ~ ~ ~ ~ ` . . ~ . ` ` . ~ ~ ` ` ` ` . . . . . . . ~ ~ . ~ 一

幂级数 ( 2
.

1) 解析延拓的函数 F (
。
) 可表达为

:

F (
。
) 一 刀(

e 一`口。

一 。
)

“

+
。 . 。 .

+ B (
e 一 `口,

一 。
)
夕 + c

.

c
.

+ G (
。
)

.

( 3
.

1 )

由类似于上节的讨论
,

我们仅考虑第一 二项及第三
、

四项获得的系数就足够了
.

比较它们的

系数
“ ·

和 右
·

的量级
,

由至
“

·

” ) 式可得

1、 {一 {兰…
l b

,
] 1 B I r( 一口+ 。

) r ( 一
a
)

( 3
.

2 )

式中 l
’

为伽马函数
,

由 itS ilr gn 公式可知
,

其渐近表达式为
:

r (
,

) 一
。 一圣。一丫云

,

所以
,

l五 ! 一 {二 1工上夕里
。
一 ,。 ,

一
. b

,
} } B { 联 一

a
)

由此可见
,

当 a < 月< O时
,

上述比值以 砂一 “

的量阶趋于无穷
,

点的项来决定的
.

此外
,

由于

( 3
.

3 )

故展开式的符号主要由高阶奇

立 一

f
, 一 i

a ,

十 久
a , 一 1

十 b
。 一 i

一

生 !
l 十 。

r上洲, l \ ~ 岁一 a / l
场 n 一 1 ` I` / 刁

( 3
.

4 )

因此
,

D o m b
一

Sy ke 图的特性也是主要由高阶奇点项来决定的
.

对于第二
、

三类奇点可进行类似的分析
.

于是
,

我们导出

定理 3
.

对于在同一收敛圆上有若干对复共扼奇点的摄动级数
,

符号判别法和 D o m b
一

S yke

图示法所确定的是最高阶奇点的位置和性质
.

ii) F (
。
) 在收敛圆外还有别的奇点

.

假定在 R 。 士低 处有 了阶奇点
, R > 1 , “ < 0 , : < 0 ,

这时

F (
。
) ~ A (

e 一 `8 。 一 。
)

a

+
c

.

e
.

+ C ( R e 一 `夕,

一 。
)
了
+

e
.

c
.

+ G (
。
)

.

( 3
.

5 )

同样
,

比较第一
、

二项和第三
、

四项得到的系数
,

阵 {
一
}二 {些卫孚

。

一
n

一 *
一

lc
。

l } C 以又一 “ )
( 3

.

6 )

由于因子 R
” 一 `

的存在
,

不管
a , 1 谁大谁小

,

上式总趋于 co
,

所以是以收敛圆上的奇点 为主
.

对于收敛圆上和圆外的奇点都是第二
、

三类的情况
,

结论相同
.

如果收敛圆上是第二
、

三类奇点
,

收敛圆外是第一类奇点
,

这时

F (
。
) 一 月 (

。 一 `口。 一 。
)

a

10 9 (
。 一 ` 0。 一 。

) +
。

.

。
.

+ c ( 尺
。 一 `口 2

一 。
)
`
+ 。

.

;
.

+ G (
。
)

,

( 3
.

7 )

其中
·
为正整数

, 了 < 。 由附录可知
,

第一二项的系数为 。

(节
厂

一

)
量阶的…于是由附录的

( A
.

6 )
,

( A
.

l ) 和 s t i r l i n g 公式
,

可得

}a
,

! } A 1
.

_ ,
_

、 _ . 二 _ _ _ _ : 。 _ _
~

, _ _ ,
/厂

}一 } ~ }丁 } a :从 一
T 少 n

`
一

“ 一 2 。 ’ ,

代 一 / v 乙爪
l ` 月 1 1 七 l

( 3
.

5 )

这时
,

由于 , 一 因子的存在
,

上式趋于零
,

所以起主要作用的是负幂次奇点
.

所以
,

我们的结论

是 :

定理 4
.

当收敛圆上
、

收敛圆外均有奇点时
,

如果它们是同类奇点
,

那么奇性判别法首先确

定收敛圆上的奇点位置和性质 ;如果它们是不同类的奇点
,

那么奇性判别法首先确定负次幂奇
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点的位置和性质
(

注意
,

第二
·

三类奇点系数的量阶有统一的表达式 。

(青 )
,

故可以看作为

同类奇点
.

)
·

确定了第一个奇点的位置和性质后
,

为了确定别的奇点性质和位置
,

我们可以构造一个新

函数
,

月(
。
) 一 尸(

。
) 一 左 (

e 一 ` 6 。 一 s
)

a

一

其中 A 由下式确定

A ~ il ; n F (
。
) (

e 一 `口。 一 。
)
一 a .

` , e一 1 8 0

这样
,

可再次使用摄动级数的奇性判别法来研究函数 H (
6
)

,

和性质
.

C
.

C
。

, ( 3
.

9 )

( 3
.

10 )

便可了解 F (
。
) 其它奇点的位置

四
、

由 E u ler 变换得到的新摄动级数确定奇点位置

若奇点位置不在正实轴上
,

往往可用 E ul e : 变换

6

6 + l
( 4

.

1 )

来扩大摄动级数的适用范围
.

这时级数 ( 2
.

1) 变为新的摄动级数

f (
。
) 一 以约 一 艺 E 店:

考察分式线性变换的对应关系
, 6 平面上的偏心圆族

( 4
.

2 )

/ K
Z 、 2

y
一

十 气x 一 丁一一一万二 l 一
\ l 一 式

`
/

K
2

( l 一 犬 2

)
,
’ ( 4

.

3 )

映照为 ` 平面上的同心圆 !引 ~ K
,

其中
6 一 x 十 妙

,

g 一 “ + 细 (见图 2 )
.

因此
,

若摄动级

数 ( 4
.

2 ) 的收敛半径为 K
,

则摄动级数 ( 2
.

1) 可以沿着正实轴解析延拓到
x : ,

平面
K < J

= l

-
-

一 U

图 2 E u l e r

变换的对应关系

尺

1 一 K
` ( 4

.

4 )

在 互平面上
,

级数 ( 4
.

2 ) 的收敛半径由原级数 ( 2
.

1) 的奇点在 雪平面上的映象所决定
.

若原级
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数( 2
.

) 1的奇点为
z, ,

勺
,

…
,

它们分别处在 乙平面的半径为 K
, ,

K Z

… 的同心圆族上
,

则

E (互) 的收敛半径为
:

: 一
i· 、

一
i·

丫 嵘 + 嵘

(
x ,

+ l )
2
+ 夕乙

( 4
.

5 )

由此可见
,

在 z 平面上的奇点
,

必在以收敛半径 K
。
为参数的偏心圆 ( 4

.

3 ) 上或该偏心圆外
.

如果欲求收敛圆上的奇点
,

则它刚好是收敛圆与偏心圆的交点
z 。

~ 。 士端
,

00 ~ Ze o s 一 l se

」=

ZK
。

( 4
.

6 )

对于一些特殊的 K
。
值

,

计算结果如下
:

表 l

l / 2

收敛圆上奇点位置同 K
。

的关系

X `

斌万 / 2

1 + 斌万

9 0
0

12 0
0

致谢
:
对于谈镐生教授的鼓励和指导

,

以及 J
.

B
.

K ell e :
教授来华讲学时所提出的有益建议

,

作者谨致以衷心 的感谢
.

附 录

作为 D o i

nb
一

S y k e

图示法的基本出发点
,

我们给予 ( 1
.

2 ) 式以简洁的证明
.

i) 负幂次奇点 (
e 。
一 e)

“ , a < 。
.

由二项式展开

,
,

一 (生丫
一 `

( 一 1 )
·

(
“

、
,

\ “ o / \ 刀 /
( A

·

l )

其中

/ a \ 。 了。
_

, 、 _ . _
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