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摘要    采用拓扑优化技术进行柔顺机构设计成功与否在很大程度上取决于所采用的机构

几何表述方式. 本文提出了一种全新的基于成对曲线组合(对线组)的表述方式. 这种几何表

述方式, 首先确定机构的输入输出区域. 虽然在初始阶段不知道机构在设计域的分布, 但是

载荷加载需要借助机构输入输出点, 因此必须有至少一个加载区域, 一个支撑区域和一个

输出区域. 将这些输入输出区域利用成对 Bezier 曲线直接或间接连接起来形成一种可以承

载负荷的柔顺机构. 这种几何表述方式生成的机构边界为曲线函数之组合, 解决了拓扑优

化设计中的锯齿和模糊边界问题, 并且可以同时进行形状和拓扑优化并且保持结构边界的

光滑, 没有棋盘格现象和中间密度单元等. 基于对线组进行柔顺机构表征, 会产生一些复杂

的结构, 基于 FG-FEM 有限元法进行仿真分析求得响应. 研究柔顺机构拓扑优化设计理论

与方法, 采用图的形式对机构对象进行编码, 利用遗传算法的全局寻优能力寻找全局最优

解, 数据算例的结果表明, 提出的方法正确有效. 

关键词   

柔顺机构 

对线组 

拓扑优化 

遗传算法 

  

 

 

柔顺机构虽然具有很多优点,但其面临最大的挑

战在于在满足约束条件下 , 如何分析和设计相应的

机构. 众多学者在柔顺机构的设计方面已作了许多

工作, 特别是 Howell
[1]提出著名的伪刚体模型法后, 

这方面的研究取得了长足进展. 采用这一方法, 可以

将柔顺机构近似等价为一个刚性机构 , 从而可以有

效地采用传统刚性机构的分析与综合方法对柔顺机

构进行分析与综合[2]
. 尽管伪刚体模型法取得了良好

的应用效果, 但由于采用该法处理柔顺机构的设计

问题时需要从一个已知的机构出发, 因而, 有时会给

设计带来很大困难 . 并且这种方法只能用来设计具

有集中柔度的柔顺机构, 柔性集中在运动副上, 而非

相对均衡地分布在某个或所有元件中.  

Ananthasuresh
[3]从结构优化的观点出发利用拓

扑优化技术进行柔顺机构分析与设计 . 和采用伪刚

体模型, 沿用传统的分析与综合方法不同, 采用拓扑

优化技术, 只需给定设计域和指定输入输出位置, 无

需从一个已知的刚性机构出发 , 所得的结果具有优

化的力—位移输入输出关系 , 因而引起了人们的重

视. 在实际应用中, 人们总是希望柔顺机构一方面具

有足够的柔性, 以便顺利完成预定的工作, 同时又具

有足够的刚性以保证其工作的稳定性. 柔顺机构的拓

扑优化就是在这样一对相互矛盾的目标下进行的 [4]
. 

柔顺机构拓扑优化方法主要有基础结构法[5~7]、均匀
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化方法[8~11]、水平集法[12~14]、遗传算法[15~18]等. 基础

结构法和均匀化方法 , 都是将离散变量的拓扑优化

问题转化为连续变量的尺寸优化问题. 连续变量优

化问题可以利用传统的优化技术来处理 , 将连续变

量和材料的性质联系起来 , 利用有限元方法进行结

构分析. 然而这两种优化方法得到的优化设计一般

会出现一些中间密度单元 . 为了得到最后的拓扑结

构, 必须利用内在的惩罚机制和自定义门槛值获得,

这影响了最后结果的准确性.  

水平集法最初是 Osher 和 Sethian
[19]在研究曲线

(或曲面)以曲率相关的速度演化时描述曲线(或曲面)

的演化过程的 . 其基本思想就是将曲线或曲面隐式

地表达成为一个高维水平集函数的零水平集 . 水平

集是一种描述边界的隐式表达法 , 它能够同时灵活

地描述结构边界形状和拓扑变化. Sethian 和 Wiegm- 

ann
[20]最早将水平集法应用于结构优化设计, 形状和

拓扑的变化根据设计边界上的等效应力来演化 . 之

后, Wang 等人[21]和 Allaire 等人[12]扩展了水平集拓扑

优化的方法, 将水平集方法和形状导数结合起来, 通

过结构边界的法向速度建立了 Hamilton-Jacobi 方程

同形状导数之间的关系, 采用逆风策略来求解水平

集方程, 实现结构边界的演化直至获得最优解. 同均

匀化方法和基础结构法相比水平集法具有多个优点, 

例如: 形状和拓扑优化可以同时进行并且保持结构

边界的光滑, 没有棋盘格现象和中间密度单元等. 但

同时也存在收敛速度慢, 优化结果受初始值影响大

等缺点.  

遗传算法在柔顺机构优化设计中已显示出良好

的应用前景. Chapman等人[22]采用的策略是把离散空

间形成的有限元网格编成一维的二进制位串基因 . 

在二进制编码里边, 当有限元格为空穴的时候为 0, 

为实体的时候为 1. 这些单元格的状态定义了材料的

分布, 从而定义了拓扑结构. 然而这种几何表述方式

会产生棋盘格现象和浮动单元(单元浮动在空间里, 

不和结构主体相连). 在拓扑优化中, 棋盘格式的出

现与所采用的材质设计变量无关 , 即不论是采用均

匀化设计方法还是采用遗传算法 , 均会出现棋盘格

式. 棋盘格的存在使优化结果变得不太实用, 优化结

果变得难以理解 , 后处理时提取适合于加工的几何

模型变得困难, 从而造成了计算资源浪费. 当棋盘格

单元在经过交叉和变异出现以后, Aguilar Madeira
[23]

 

利用一种修补算法, Akin 和 Arjona-Baez
[24]把单点连

接转化成桁架单元, Jang 等人[25]利用不协调元, Li 等

人[26]利用基于单元的周边元参考系数的一种平滑算

法来尝试着解决棋盘格现象, 但是, 这样会造成基因

特性在迭代过程中遭到破坏并且增加了计算量 . Tai

和 Chee
[27]采用一种仿生学的机构几何表述方式表征

结构并且进行了相应的基因编码 . 这种几何表述方

式应用了仿生学的设计, 拓扑结构与脊椎动物的脊

椎十分相似, 成功应用于柔顺机构的拓扑优化问题

上. 然而这种表述方式所得到的结构由于有限元网

格的存在边缘会产生锯齿 , 后处理时提取适合于加

工的几何模型比较困难, 造成了计算资源浪费, 并且

直接影响了设计精度[16]
.  

在比较柔顺机构几何表述方式的基础上 , 本文

提出了一种全新的基于对线组的几何表述方式 . 基

于对线组的几何表述方式 , 首先确定结构的输入输

出区域, 将这些输入输出点利用成对Bezier曲线直接

或间接连接起来形成一种可以承载负荷的柔顺机构. 

这种显式几何表述方式可以同时进行形状和拓扑优

化并且保持结构边界的光滑 , 没有棋盘格现象和中

间密度单元等 , 同时解决了柔顺机构拓扑优化设计

中的锯齿和模糊边界问题.  

1  基于对线组的柔顺机构几何表述 

1.1  表述方式 

基于对线组的几何表述方式首先确定结构的输

入输出区域(输入输出区域可以作为优化对象进行优

化). 虽然在初始阶段不知道结构在设计域的分布 , 

但是载荷加载需要借助结构输入输出域 , 因此必须

有至少一个加载域, 一个支撑域和一个输出域. 将这

些输入输出区域直接或间接连接起来形成一种可以

承载负荷的机构. 图 1(a)所示的是设计空间以及输入

输出域. 如图 1(b)所示选取输入输出域里的一些点作

为输入输出点 , 选取设计空间里的一些点作为控制

点. 本文选用的对线组数为 2 ,
k

C  其中 k 为输入输出

域的个数, 使每两个输入输出域直接相连, 在本示意

图中 k为 3, 也就是初始对线组数为 3, 需要 6组控制

点. 把这些输入输出点用 Bezier 曲线连接起来. 选择

Bezier曲线的主要原因有二; 一是 Bezier曲线可以用

比较少的设计参数来表述柔顺元件的复杂形状 . 移

动内控制节点, 可调节设计域内 Bezier 曲线的形状, 

形状变化比较平缓. 二是Bezier曲线完全落在控制多
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边形的凸包内 , 是要把曲线控制在设计域内的关键

点. Bezier 曲线上任意点的位置向量 r 由下式决定: 

 
0

!
( ) (1 ) ,

!( )!

n
k n k

k

k

n
u u u

k n k





  


r r r  (1) 

式中, u 为在[0,1]区间内变动的内参数, n1 为内部控

制点的个数(起点和终点之间). r0为起点位置向量, rn

为终点位置向量, rk (k＝1, 2,…,n1)为内部控制点位

置向量. 曲线假定按等长分成 n 段. 例如, 在示意图

中有 3个内部控制点, 则曲线按等长分为 4段, 4段中

的第 1 段对应 0u1/4, 第二段对应 1/4u1/2, 第 3

段对应 1/2u3/4, 第四段对应 3/4u1.  

一对曲线为两条起点和终点都在同一输入输出

区域的曲线对 , 可以定义两输入输出区域间柔顺机

构的材料分布情况. Bezier 曲线 1 和 2, 3 和 4, 5 和 6

组成 3 个对线组, 形成最后如图 1(c)所示的结构.  

1.2  基于 FG-FEM有限元法的模型 

基于对线组进行柔顺机构几何表征 , 会产生一

些复杂的结构 , 需独立开发有限元分析程序进行仿

真分析, 本文采用采用如图 2 所示的 FG-FEM
[28]模 

型. 应用线性有限元分析技术解决拓扑问题只能限

制在小变形范围内 , 当柔顺机构产生较大弹性变形

时, 采用线性有限元分析技术不能给出良好的设计

结果, 因此本文利用几何非线性有限元技术对柔顺

机构进行拓扑优化设计. 针对非线性有限元方程的

求解问题 , 建立增量形式的平衡方程 , 采用 Total 

Lagrange 增量方法和 Newton-Raphson 载荷增量求解

技术获得机构响应. 采用正方形单元对如图 1(a)所示

设计空间进行结构分析前的有限元网格划分 , 将该

空间模型划分 50× 50个单元, 从而得到图 2所示的网

格划分图. 图 1(c)所示的机构被有限元分割后, 会产

生 3 种类型的单元, 空单元, 实体单元, 和边界单元

如图 2 中局部放大图所示. 单元刚度阵可表示为 

 *1 1

e 1 o e

ele ele

1 ,
A A

E E
A A

  
    
   

K K  (2) 

式中, A1为实体材料在单元中所占面积, Aele为单元面

积, 将有限单元细分成更小的单元, 每一成对曲线包

含区域也由足够多的点来表示 , 如果有点落在细分

网格里, 则为实体细分单元, 利用细分网格计算材料

所占每一有限单元的面积 A1/Aele, E1为材料的弹性模

量, E0为无材料处的弹性模量. E0相对于 E1取较小的

数值. 

2  基于遗传算法的多目标柔顺机构设计 

一般含有约束多目标优化问题定义为 

 

1 2
Min   ( ) [ ( ) ( ) ( )],

st.    ( ) 0   1, 2, , ,                      

       ( ) 0   1, 2, , ,

m

j

k

f f f

g j q

h k r



 

 

f x x x x

x

x

，

，

 (3) 

 

图 1  利用对线组进行柔顺机构表征示意图 

http://hkxb.buaa.edu.cn/EN/article/downloadArticleFile.do?attachType=PDF&id=10122
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图 2  基于 FG-FEM 有限元法 

式中, f 是的目标向量, x=[x1 x2 
…

 xt]是 t 维设计变量, 

在本文中为控制点和输入/输出点的坐标, gj表示不等

式约束, hk为等式约束.  

某种意义上说, 拓扑是“定性”的, 几何结构中的

拓扑变化是不连续的变化; 因此, 本质上是离散优化

算法的遗传算法能够有效地解决拓扑优化问题 . 与

传统的优化方法对单个的结果进行搜索/迭代不同的

是, 遗传算法是对群体进行搜索迭代. 这预示着在程

序的一次运行中有更高的机会获得全局最优解 [29]
, 

同时, 这也使得它更适合多目标优化问题.  

本文中所使用的多目标遗传算法是建立在文  

献[30]中的方法的基础之上, 该文献中所提到的方法

采用无支配性排序策略解决约束问题. 使用遗传算

法, 设计变量需要编码成某种数据结构形式的染色

体, 对应图 1(c)所示的结构, 染色体编码如图 3 所示. 

这个编码是图的一种形式 , 在这个图的节点处包含

了这些设计变量, 即输入/输出点和控制点的单元号

码. 这些节点的连接描绘了 Bezier 曲线的联系性. 可

以看出, 每一条曲线是由曲线控制点和首尾的输入/

输出点来定义的.  

遗传操作主要由交叉算子和变异算子组成 . 遗

传算法在实现交叉操作过程中 , 是通过从一个染色

体父本随机的分割任何连接因子与另一染色体父本

上相应的因子进行交换, 图 4 给出了一个例子. 对于

变异, 突变算子是随机选择染色体图中的任意节点

并将它的值随机的改变为允许范围内的其他值.  

3  柔顺机构拓扑优化算例及讨论 

本文以柔顺反相器为例检验基于对线组几何表

述方式的实用性. 设计域如图 5 所示. 设计空间为

100 mm× 100 mm. 用几何增益和机械增益作为优化

的目标. 选用聚丙烯(PolyPropylene)材料, 弹性模量

为 900 MPa, 泊松比为 0.40, 屈服强度为 33 MPa.  

柔顺反相器优化问题定义为 

 

stress

Min   ( ) [GA MA],

st.    0.4 0,     

       0.

v
g V

g



  



f x

 (4) 

柔顺机构要有足够的柔性和刚性, 本文采用几

何增益表征柔性, 机械增益表征刚性. 式中 GA 为几

何增益, 定义为输出输入位移比 uout/uin; MA 为机械增

益, 定义为输出力和输入点反作用力之比 Fout/Fin; 体 

 

 

图 3  染色体 
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图 4  交叉算子 

 

图 5  柔顺反相器设计域 

积约束比为 0.4; 在一个柔顺机构中的约束应力峰值

(机构疲劳或破裂的临界值)十分重要, 本文在应力不

等式约束函数中运用了无量纲的表达方法: 

 
peak-von-Mises

stress
0,

y

y

g
 




   (5) 

其中, peak-von-Mises
 为压应力峰值, y

 为材料的拉伸屈

服强度.  

为便于结果之间的比较, 固定值为 2 mm 的输入

位移加载于输入点, 输出点作用一单位力. 遗传进化

迭代次数为 500, 种群规模为 100, 最终目标函数(有

限元分析)被评估的总次数为 45354. 反相器的结构

对称, 仅用上半部分表征即可. 500 次迭代后的三个

非劣解及其目标函数值如图 6 所示. 图 6(a)为最优几

何增益解, 图 6(b)所示的是最优机械增益解, 图 6(c)

给出一中间解, 其机械增益比图 6(a)好, 几何增益比

图 6(b)好.  

图 6(a)所示的最优几何增益解在第 472次迭代中

得到, 当输入位移为 2 mm 时, 输出反向位移为 2.76 

mm, 几何增益为1.38; 需要的输入力为 35.78 N, 机

械效益为0.03; 峰值应力为 32.6 MPa, 应力约束值

为0.012; 材料体积比为 0.158, 体积所约束值为

0.242. 图 6(b)所示的最佳机械效益解在第 447 次  

迭代中得到, 输出反向位移为 0.3 mm, 几何增益为

0.15; 需要的输入力为 5.88 N, 机械增益为0.17; 

峰值应力为 23.6 MPa, 应力约束值为0.40; 材料体

积比为 0.10, 体积所约束值为0.30.  

现将本法所得结果与另一些方法如均匀化方  

法[9]
, 水平集法[13]以及特征刚度法 [31]的优化结果进

行比较. 现目前为止, 由于建模方法, 材料选取, 参

数调节以及设计本身的复杂性 , 还没有一个广被认

可的结果, 但利用拓扑优化理论对柔顺机构进行设

计时, 产生的拓扑结构近似. 有关柔顺机构拓扑优化

设计的研究表明, 在建模时, 通常假定输出点力位移

关系固定, 为了计算上的方便, 做线性假设, 也就是

经典的弹簧模型. 经验证明, 没有弹簧模型, 通常输

入输出之间会断开, 很难设计一个有效的柔顺机构. 

不同参数的弹簧模型也将很大程度上影响最后的结 

 

 

图 6  柔顺反相器 

(a) 最优几何增益; (b) 最优机械增益; (c) 中间解 
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图 7  优化结果对比 

(a) 均匀化方法[9]; (b) 水平集法[13] ; (c) 特征刚度法[31] 

 

果, 但是目前为止, 弹簧模型在柔顺机构拓扑优化中

依然是应用最广的模型, 因为所得的设计结果有意

义, 并且方便控制输入输出关系. 基于本文提出的几

何表述方式进行柔顺机构拓扑优化设计将不依赖于

弹簧模型, 通过图 7 中的结果对比可知, 拓扑结果类

似, 并且本文得到最优的几何效益值.  

为了对本文提出的表述方式更好的阐述, 图 8给

出了生成图 6 所示的 3 种柔顺反相器的所对应的

Bezier 曲线组合.  

图 9给出了目标空间中一些迭 4EE3的非劣解前

端(第 20, 第 100 和第 500 代). 进一步分析第 500 次

迭代的非劣解前端, 可以分为三组, 其中一组(非劣

解前端左部)的拓扑对应图 6(a)拓扑, 一组(非劣解前

端右部)对应图 6(b)拓扑, 一组(非劣解前端中部)对应

图 6(c)拓扑. 每组拓扑中有多个解, 他们之间的区别

主要在于形状 . 从侧面证明了基于本文提出的几  

何表述方式, 形状和拓扑优化可以同时进行并且保

持结构边界的光滑 , 没有棋盘格现象和中间密度单

元等.  

图 10和 11显示了优化迭代过程中目标函数几何

增益 GA 和机械增益 MA 的迭代收敛过程. 图 10 给

出了各次迭代中最优几何增益解随迭代次数的变化

趋势, 图 10 中同时给出了对应最优几何增益解的机 

 

 

图 8  柔顺反相器的 Bezier 曲线组合 

 

图 9  目标空间内的非劣解前端 
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图 10  最优几何增益解的迭代收敛过程 

 

图 11  最优机械增益解的迭代收敛过程 

械增益值. 图 11 给出了各次迭代中最优机械增益解

随迭代次数的变化趋势, 图 11 中同时给出了对应最

优机械增益解的几何增益值. 图中可以看出从第 7次

迭代才出现满足约束条件的可行解 , 目标值随迭代

次数的增加而逐步减少.  

4  结论 

1) 提出了一种全新的基于成对曲线组合的柔顺

机构几何表述方式 . 这种几何表述方式表征的机构

边界为曲线函数之组合, 是一种描述边界的显式表

达法, 解决了柔顺机构拓扑优化设计中的锯齿和模

糊边界问题, 可以同时进行形状和拓扑优化并且保

持结构边界的光滑 , 没有棋盘格现象和中间密度单

元等.  

2) 针对本文提出的基于对线组的几何表述方式, 

采用本质上是离散优化算法的遗传算法有效地解决

了基于对线组的柔顺机构拓扑优化问题 , 设计变量

编码成图的一种形式 , 在图的节点处包含了设计变

量, 即输入/输出点和控制点的单元号码.  

3) 基于对线组的柔顺机构表述方式, 消除了柔

顺机构设计建模中对弹簧模型的依赖.  

4) 通过柔顺反相器算例验证了基于对线组的柔

顺机构表征方式的适用性. 从结果可以看出, 得到的

拓扑结构和用经典均匀化方法 , 水平集法以及特征

刚度法得到的拓扑结构近似 , 并且具有更好的几何

增益值. 
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