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摘要 常宽凸集是一类广泛应用在机械设计、医学等领域的特殊几何图形. 本文探讨平面中的常宽

凸集,简化证明著名的 Firey-Sallee定理,即宽度相等的正 Reuleaux多边形中 Reuleaux三角形的面积

最小.

关键词 常宽凸集 Firey-Sallee 定理 Blaschke-Lebesgue 定理 Reuleaux 三角形 Reuleaux 多边形

MSC (2010) 主题分类 52A10, 52A22

1 引言

经过相当长的历史时期人们才发现, Reuleaux三角形的面积是平面上宽度相等的常宽凸集中最小

的. Blaschke [1] 和 Lebesgue [2, 3] 首次独立的给出了证明,该定理称为 Blaschke-Lebesgue定理. 其后人

们又给出了许多不同的精彩证明 [4–9]. Fujiwara [10] 利用 Markoff创立的方法证明了固定周长的常宽凸

集中 Reuleaux 三角形的面积最小, 即证明了 Blaschke-Lebesgue 定理; Evans 利用变分的方法给出了

Blaschke-Lebesgue 定理的证明, 这种方法的特点是在其证明过程中直接得到了在刚性形变 (平移和旋

转) 下面积极小域的唯一性, 而且还导出了面积极小域的形状. 以前很多关于 Blaschke-Lebesgue 定理

的证明都是在预知极小域的前提下进行的, 如文献 [8]; 文献 [11,12] 推广了 Lebesgue 的方法并依此证

明了 Blaschke-Lebesgue 定理; 文献 [13] 结合极小环与平面常宽凸集也证明了该定理.

此外, 文献 [14, 15] 分别给出了该定理极简化的证明. 关于 Reuleaux 多边形的面积, Firey [16] 证

明了正 Reuleaux 多边形的等周比 (面积与周长的平方之比) 随着边数的增加而严格增大, 且在边数相

同的所有 Reuleaux 多边形中, 正 Reuleaux 多边形的等周比达到最大. 进一步, Firey 还得到了对于任

何的整奇数 n > 3 和任意的 ε > 0, 总有一个 n 边的 Reuleaux 多边形, 其等周比与 Reuleaux 三角形

的等周比多一个不超过 ε 的量.

Sallee [17] 通过修改 Reuleaux 多边形构造出新的 Reuleaux 多边形, 首先证明了边数不变时非正

Reuleaux多边形的等周比达不到最大,进而由此给出了以上 Firey定理的新证明. Kupitz和Martini [18]

统一证明了 Blaschke-Lebesgue 定理和 Firey-Sallee 定理 [19, 20].
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本文极简化地证明了宽度为 b 的正 Reuleaux 多边形中面积最大与最小问题, 即给出了以下关于

平面常宽凸集的 Firey-Sallee 定理的一个简化证明.

主要定理 在宽度为 b 的正 Reuleaux 多边形中 Reuleaux 三角形的面积最小.

2 预备知识

设 K 为 Euclid空间 Rn中点集,如果任意两点 x ∈ K, y ∈ K 时,连接 x和 y的线段 xy ⊆ K,则 K

为凸集, 即

(1− λ)x+ λy ∈ K, 0 6 λ 6 1.

凸集K的边界记为 ∂K. 设K为 Euclid平面 R2上一凸集,点 P ∈ ∂K. 若过点 P 的直线 L使得K

完全位于由 L 划分 R2 所形成的二闭半平面之一当中, 我们就称 L 是凸集 K 过 P 点的支持线, 点 P

称为支持线 L 与凸集 K 的接触点. 过凸集的任一边界点至少有一条支持线 [21].

在平面直角坐标系 xOy 中, 任意一条直线 G 可用原点到它的距离 p 和从 x 正半轴到 G 的法线

的夹角 ϕ 来确定. 因此, G 的方程为 [21]

G(p, ϕ) : x cosϕ+ y sinϕ− p = 0, 0 6 p < +∞, 0 6 ϕ < 2π. (2.1)

当直线 G 过原点时 p = 0.

设 K 为紧凸集, 自原点 O 引射线 OR (如图 1 所示). 作垂直于 OR 且与 K 相交的任意直线

G1(p1, ϕ). 紧凸集 K 沿 ϕ 方向的支持函数定义为 [21]

p(ϕ) = sup{p1 : G1(p1, ϕ) ∩K ̸= ∅}. (2.2)

与 (2.2) 中 p(ϕ) 相应的直线 G(p, ϕ) 称为 K 沿 ϕ 方向的支持线.

设凸集 K 的边界 ∂K 为 C2 类. 凸集 K 的所有支持线构成单参数直线族, ∂K 可视为此直线族

的包络. 据此可导出用支持函数表示的该凸集的周长和面积公式.

设 p(ϕ) 为凸集 K 的支持函数, 则 K 的支持线族的方程为

x cosϕ+ y sinϕ− p(ϕ) = 0. (2.3)
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图 1 支持线与支持函数
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微分上式得

−x sinϕ+ y cosϕ− p′(ϕ) = 0. (2.4)

由 (2.3) 和 (2.4) 可得到包络 (即 ∂K) 的参数方程为

x = p cosϕ− p′ sinϕ, y = p sinϕ+ p′ cosϕ. (2.5)

上式中 (x, y)为支持线 G(p, ϕ)与 K 的接触点 P 的坐标. H 的坐标为 (p cosϕ, p sinϕ). 并且我们总是

约定 Ox 到直线 G(p, ϕ) 的角为 ϕ+ π
2 . 则有向线段 HP 的值为 (如图 2 所示)

HP =
√
(x− p cosϕ)2 + (y − p sinϕ)2 = p′.

众所周知, 一条简单闭曲线是凸曲线的充分必要条件是, 在适当的定向下, 曲线的曲率恒为非负.

假定已经选定这样的定向, 那么, 由 (2.5) 有

ds =
√

(dx)2 + (dy)2 = (p+ p′′)dϕ, ρ = p+ p′′ > 0, (2.6)

其中 ρ = p+ p′′ 为曲率半径; 反之, 若 p(ϕ) 为 C2 类的以 2π 为周期的周期函数, 且 p+ p′′ > 0 (0 6 ϕ

< 2π), 则 p(ϕ) 必定为某凸集的支持函数. 综上所述, 我们得到以 2π 为周期的函数 p(ϕ) 是一个凸集

的支持函数的充要条件是

p+ p′′ > 0, 0 6 ϕ < 2π.

利用 (2.6) 立即可得关于凸集 K 的周长公式

L =

∫
∂K

ds =

∫ 2π

0

(p+ p′′) dϕ =

∫ 2π

0

p dϕ. (2.7)

此外, 还可用支持函数表示凸集 K 的面积 A. 为避免出现 “负面积”, 我们假设原点 O 选在 K 的内

部, 这时 K 的面积元为 1
2pds, 故有

A =
1

2

∫
∂K

p ds =
1

2

∫ 2π

0

p(p+ p′′) dϕ =
1

2

∫ 2π

0

(p2 − p′2) dϕ.

可以证明, 以上凸集 K 的周长、面积和 p+ p′′ > 0 均与坐标系的平移无关.
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图 2 凸集的包络
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3 主要定理的证明

凸集 K 沿 ϕ 方向的宽度函数定义为

w(ϕ) = p(ϕ) + p(ϕ+ π). (3.1)

显然, 宽度函数 w(ϕ) 刻画了对应于方向 ϕ 和 ϕ+ π 的二平行支持线间的距离. 由 (3.1) 可得

w(ϕ+ π) = p(ϕ+ π) + p(ϕ+ 2π) = w(ϕ).

上式结合 (2.7) 可得用宽度函数表示凸集 K 的周长公式为∫ π

0

w(ϕ) dϕ =
1

2

∫ 2π

0

w(ϕ) dϕ =
1

2

(∫ 2π

0

p(ϕ) dϕ+

∫ 2π

0

p(ϕ+ π) dϕ

)
= L. (3.2)

若 w(ϕ) ≡ b (常数), 则称 K 为常宽凸集, 其边界曲线 ∂K 称为常宽曲线. 显然, 圆是常宽凸集, 后

来德国工程师 Reuleaux 于 1876 年构造了非圆的常宽凸集, 其构造为分别以等边三角形 ∆P1P2P3 的

顶点 P1, P2 和 P3 为圆心, P1P2, P2P3 和 P3P1 为半径作弧 P̂2P3, P̂3P1 和 P̂1P2, 由这三段圆弧围成的

凸域是非圆的常宽凸集, 称为 Reuleaux 三角形 (如图 3 所示). 类似地, 可由等边 2n + 1 (n > 2) 边

形的每个顶点向 “对边” 作圆弧构造出非圆的常宽凸集, 即 Reuleaux 多边形 [21, 22]. 近来人们利用不

同的方法构造出许多新的常宽凸集 [22–25]. 常宽凸集广泛应用在机械工程 [26–31]、医学 [32]、计算机、建

筑、化工和地理等方面.

我们考虑正 Reuleaux (2n+1)-边形的面积,设其为 S2n+1.如图 4中,从正 (2n+1)-边形的 Pi 向

“对边” P2iP2i+1 作圆弧 ̂P2iP2i+1, 所有顶点所在圆的圆心为 O (如图 5 所示), 则 ∠P2iOP2i+1 = 2π
2n+1 ,

∠P2iPiP2i+1 = π
2n+1 , ∠P2iPiO = ∠P2i+1PiO = π

2(2n+1) , PiP2i = PiP2i+1 = b. 令扇形 ̂PiP2iP2i+1 与三

角形 △PiP2iP2i+1 的面积分别为 S ̂PiP2iP2i+1
和 S△PiP2iP2i+1 , 则有

S ̂PiP2iP2i+1
=

πb2

2(2n+ 1)
, S△PiP2iP2i+1 =

b2

2
sin

π

2n+ 1
, S△OP2iP2i+1 =

b2

8 cos2 π
2(2n+1)

sin
2π

2n+ 1
.
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图 3 Reuleaux 三角形和 Reuleaux 五边形
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因而有

S2n+1 = (2n+ 1)(S ̂PiP2iP2i+1
− S△PiP2iP2i+1) + (2n+ 1)S△OP2iP2i+1

= (2n+ 1)
b2

2

(
π

2n+ 1
− sin

π

2n+ 1

)
+ (2n+ 1)

b2

8 cos2 π
2(2n+1)

sin
2π

2n+ 1

=
b2

2
π − b2

2
(2n+ 1)

sin π
2n+1

1 + cos π
2n+1

=
b2

2
π

(
1−

sin π
2n+1

π
2n+1 (1 + cos π

2n+1 )

)
.

我们先证明 S2n+1 为单调递增序列. 设

S(x) =
b2

2
π

(
1−

sin π
x

π
x (1 + cos π

x )

)
,

上式对 x 求导可得
dS

dx
=

b2

2x2
π2

(
1 + cos

π

x

)(
π

x
− sin

π

x

)
. (3.3)

当 x > 2 时, (3.3) 表明

S(x) =
b2

2
π

(
1−

sin π
x

π
x (1 + cos π

x )

)
单调递增. 故有

Smax = lim
n→∞

S2n+1 =
π

4
b2, Smin = S3 =

π −
√
3

2
b2.

即主要定理得证.
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图 4 正 Reuleaux (2n+ 1)- 边形的构造 图 5 正 Reuleaux (2n+ 1)- 边形的面积计算
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注 1 由 (3.2) 可知, 正 Reuleaux 多边形的周长为 πb, 因此, 随着 n 的增大 S2n+1

(πb)2 严格递增, 即

我们证明了 Firey 定理: 正 Reuleaux 多边形的等周比 (面积与周长的平方之比) 随着边数的增加而严

格增大.

注 2 平面中的 Blaschke-Lebesgue 定理在高维的推广为 Rn (n > 3) 中宽度相等的常宽凸集中,

哪一个（或哪一类）常宽凸集的体积最小? 到目前为止该问题仍未解决. 但在 n = 3 时, Bonnesen 和

Fenchel 猜测 Meissner 体是 R3 中宽度相等的常宽凸集中体积最小的 [4, 5].
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On the Firey-Sallee theorem of planar set of constant width

HE Gang, XU WenXue, ZHANG Hong & ZHU BaoCheng

Abstract The convex sets of constant width are special geometric figures, which are widely used in machine

design, medicine and so on. In this note, we investigate convex sets of constant width in the Euclidean plane,

and we give an elementary proof of the known Firey-Sallee Theorem, that is, the area of Reuleaux triangle is

minimum among all sets of constant width.

Keywords convex set of constant width, Firey-Sallee theorem, Blaschke-Lebesgue theorem, Reuleaux

triangle, Reuleaux polygon
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