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摘要 定向图 Gσ 是一个不含有环 (loop) 和重边的有向图, 其中 G 称作它的基图. S(Gσ) 是 Gσ 的斜

邻接矩阵. S(Gσ) 的秩称为 Gσ 的斜秩, 记为 sr(Gσ). 定向图的斜邻接矩阵是斜对称的, 因而, 它的斜

秩是偶数. 本文主要考虑简单定向图的斜秩, 首先给出斜秩的一些简单基本知识, 紧接着分别刻画斜

秩是 2 的定向图和斜秩是 4 的带有悬挂点的定向图; 其次利用匹配数给出具有 n 个顶点、围长是 k

的单圈图的斜秩表达式; 作为推论, 列出斜秩是 4 的所有单圈图和带有悬挂点的双圈图; 另外研究具

有 n 个顶点、围长是 k 的单圈图的图类中斜秩的最小值, 并刻画了极图; 最后研究斜邻接矩阵是非奇

异的定向单圈图.
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1 引言

设 G是具有 n个顶点的简单图,顶点集是 V (G) = {v1, v2, . . . , vn},边集是 E(G). n个顶点的图 G

的临界矩阵 A(G)是 n×n的 0-1对称矩阵 (aij)n×n,其中 aij = 1当且仅当 vi与 vj 是相邻的,否则是 0.

记 Sp(G) 是图 G 的临界矩阵的谱. 矩阵 A(G) 的秩称为图 G 的秩, 记为 r(G). 设 Gσ 是对每条边给

予一定方向的定向图, 图 G 称为 Gσ 的基图. 定向图 Gσ 的斜邻接矩阵记为 S(Gσ) = (sij)n×n, 其中

sij = 1, 如果存在一条从 vi 到 vj 的弧; sij = −1, 如果存在一条从 vj 到 vi 的弧; 否则, sij = 0. 显然,

S(Gσ)是斜对称的. S(Gσ)的秩称为定向图 Gσ 的斜秩,记为 sr(Gσ). S(Gσ)的谱定义为是 Gσ 的斜谱

Sp(Gσ). 显然, 定向图的斜谱是纯虚数或零, 而且斜秩是偶数.

设 Cσ
k = u1u2 · · ·uku1 是偶定向圈. 偶圈的符号 sgn(Cσ

k ) 定义为
∏k

i=1 suiui+1
且 uk+1 = u1. 偶定

向圈 Cσ
k 称为偶定向的 (奇定向的),是指它的符号是正的 (负的). 如果 Gσ 中的每个偶圈都是偶定向的,

则 Gσ 称为偶定向的. 如果一个定向图是 K2, 或者是一个偶圈, 则这个定向图就称为初等定向图. 如

果一个定向图的每一个分支都是初等定向图, 则该定向图就称为基本定向图. 定向图 Gσ 称为多部图,

如果它的基图是多部图. 基图 G 的诱导子图以及它的每条边在 Gσ 中的定向所构成的定向图称为 Gσ

的诱导子图. 对 Gσ 的一个诱导子图 Hσ, Gσ −Hσ 表示 Gσ 去掉 Hσ 的所有顶点及其临边后得到的子

图. 对于 Gσ 的顶点集的子集 V ′, Gσ − V σ 表示 Gσ 去掉 V σ 中所有点以及与其关联的边所得的子图.
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如果 Gσ 的一个顶点只与唯一的一个顶点相连, 则该顶点称为悬挂点, 它的临点称为拟悬挂点. 设 M

是 Gσ 的一个边集的子集合, 若 Gσ 的每一个顶点至少与 M 中至少一条边相关联, 则 M 称为一个匹

配. 如果 Gσ 的每一个顶点恰好与 M 中一条边相关联, 则 M 称为一个完美匹配. 记 mGσ (i) 表示 Gσ

中边数是 i 的匹配的数目, β(Gσ) 表示 Gσ 的匹配数 (即极大匹配中边的条数). 对于具有至少两个顶

点的定向图 Gσ,一个顶点 v ∈ V (Gσ)称为不饱和的,如果存在 Gσ 的一个极大匹配使得其中任何一条

边都不与 v 相关联; 否则, v 称为饱和的. 用 Pn, Sn, Cn 和 Kn 表示具有 n 个顶点的非定向的路图、

星图、圈图和完全图. Kn1,n2,...,nr 表示非定向的完全 r- 部图. 含有一个顶点的简单图, 称为平凡图.

近年来,定向图的斜邻接矩阵引起了很多学者的研究兴趣. Cavers等人 [1] 发表了一篇关于斜邻接

矩阵的文章, 内容包括以下几个问题: 斜邻接矩阵是同谱的图的相关问题; 匹配多项式与邻接矩阵和

斜邻接矩阵的关系的相关问题;斜谱半径的问题等. Anuradha等人 [2] 研究了定向图的 Cartesian积的

斜谱. Anuradha 等人 [3] 考虑了某类特殊二部图的斜谱, 并解决了 Cui 和 Hou [4] 的一个猜想. Hou 等

人 [5] 给出了斜邻接矩阵的特征多项式的系数的表达式, 作为应用给出了一些已知结果的新的组合证

明. Gong 等人 [6] 研究了赋权定向图的一些相关问题. Xu [7] 考虑了定向图的斜谱半径的问题, 并研究

了与基图的谱半径的关系. 另外, 很多学者研究了定向图的能量问题, 可参见文献 [8–15].

本文内容结构如下: 第 2节给出一些预备知识;第 3节分别刻画斜秩是 2的连通定向图和斜秩是 4

的带有悬挂点的定向图;第 4节利用匹配数给出单圈图的斜秩的表达式. 考虑了顶点数是 n、围长是 k

的单圈图的斜秩的极小值, 并刻画了极图; 第 5 节考虑定向单圈图的斜邻接矩阵的非奇异性.

2 预备知识

下面的结果可由矩阵的初等知识得到.

引理 2.1 (1) 设 Hσ 是 Gσ 的一个诱导子图, 则有 sr(Hσ) 6 sr(Gσ);

(2)设 Gσ = Gσ
1 ∪Gσ

2 ∪· · ·∪Gσ
t ,其中 Gσ

1 , G
σ
2 , . . . , G

σ
t 是 Gσ 的连通分支,则有 sr(Gσ)=

∑t
i=1 sr(G

σ
i );

(3) 设 Gσ 是具有 n 个顶点的定向图, 则 sr(Gσ) = 0 当且仅当 Gσ 是一个空图 (有顶点但无边).

由文献 [5, 16] 知, 定向树与它的基图具有相同的谱. 由文献 [17], 可得下面的引理:

引理 2.2 设 Tσ 是定向树, 匹配数为 β(T ), 则有 sr(Tσ) = r(T ) = 2β(T ).

由引理 2.2, 可得下面的引理:

引理 2.3 设 Pσ
n 是具有 n 个顶点的定向路, 则有

sr(Pσ
n ) =

n− 1, n 是奇数,

n, n 是偶数.

引理 2.4 [5, 16] 设 Cσ
n 是具有 n 个顶点的定向圈, 则

sr(Cσ
n) =


n, Cσ

n 是奇定向的,

n− 2, Cσ
n 是偶定向的,

n− 1, 其他.

引理 2.5 设 Gσ 是一定向图, v是其一个悬挂点, u是 v的邻点,则有 sr(Gσ) = sr(Gσ−u−v)+2.
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证明 设 Gσ 的所有顶点为 v1, v2, . . . , vn 且 v1 = v, v2 = u. Gσ 的邻接矩阵可表示为

S(Gσ) =



0 s12 0 · · · 0

s21 0 s23 · · · s2n

0 s32 0 · · · s3n
...

...
...

. . .
...

0 sn2 sn3 · · · 0


,

其中前两行前两列是由 v1 和 v2 诱导的. 由矩阵的初等变换可得

sr(Gσ) = r



0 s12 0 · · · 0

s21 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · s3n
...

...
...

. . .
...

0 0 sn3 · · · 0


= r

 0 s12

s21 0

+ r


0 · · · s3n
...

. . .
...

sn3 · · · 0



= r

 0 s12

s21 0

+ sr(Gσ − {v1, v2})

= 2 + sr(Gσ − u− v).

注 2.6 事实上, 引理 2.5 对于非定向图也成立, 可参见文献 [17, 推论 1].

为了方便, 引理 2.5 中的变换称为 δ- 变换. 某些图的斜秩可以借助于有限步的此变换得到.

设 w 是两个不相邻的顶点的公共邻点. 连接 w 和 v 以及 w 和 u 的弧称为一致定向的, 是指弧

由 u, v 指向 w, 或者 w 指向 u, v. 连接 w 和 v 以及 w 和 u 的弧称为反定向的, 是指一条弧从 u, v 指

向 w, 另一条由 w 指向 v, u.

两个不相邻的顶点称为一致 (反) 双胞胎点, 是指它们的邻点集相同, 且 u, v 到它们的公共邻点

的弧是一致定向的 (反定向的).

例 2.7 图 1(a) 中的 u 和 v 是一致定向的, 图 1(b) 中的是反定向的.

在定向图 Gσ 中, 一致双胞胎点在斜邻接矩阵中对应的行和列是相同的, 反双胞胎点对应的行和

列互为相反数. 因而,去掉或增加一个一致双胞胎点 (反双胞胎点),并不改变定向图的斜秩. 可得下面

的引理.

u v

w
1

w
2

w
3

u v

w
1

w
2

w
3

(a) (b)

图 1 一致定向与反定向的示例
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引理 2.8 设 u和 v是定向图 Gσ 中的一致 (反)双胞胎点,则有 sr(Gσ) = sr(Gσ−u) = sr(Gσ−v).

两个悬挂点称为悬挂双胞胎点, 是指它们具有相同的邻点.

引理 2.9 设 u 和 v 是定向图 Gσ 中的悬挂双胞胎点, 则 sr(Gσ) = sr(Gσ − u) = sr(Gσ − v).

由一致 (反) 双胞胎点和偶定向图的定义, 可得下面的引理:

引理 2.10 设 Gσ 是完全多部定向图. 如果其中的所有 4 个顶点的全是偶定向的, 则在同一分

布中的点是一致定向双胞胎点或反双胞胎点.

3 具有小斜秩的定向图

根据引理 2.1 和 2.3, 对任意的非空图 G 来说, sr(Gσ) > 2. 因而, 很自然地考虑下列问题: 刻画斜

秩是 2 或 4 的定向图.

设 G1 是通过在 K3 的某个顶点上加一条悬挂边而得到的 (见图 2(a)). 设 Gσ 是一定向图, v

∈ V (Gσ), V ′ ⊂ V (Gσ). N(v) 表示 v 在 Gσ 的邻点集. Gσ[V σ] 表示由 V ′ 在 Gσ 诱导的子图.

定理 3.1 设 Gσ 是具有 n (n = 2, 3, 4)个顶点的连通定向图, sr(Gσ) = 2当且仅当 Gσ 是下列图

中之一:

(1) 当 n = 2, Gσ 是定向任意的定向路 Pσ
2 .

(2) 当 n = 3, Gσ 是 Kσ
3 或 Pσ

3 , 并且边上的定向是任意的.

(3) 当 n = 4, Gσ 是下列图中其中之一:

(a) 偶定向圈 Cσ
4 ;

(b) Kσ
3 且每条边具有任意的定向;

(c) 偶定向图 Kσ
1,1,2.

证明 当 n = 2, 3, 由引理 2.3 和 2.4, 结果显然成立.

当 n = 4, 所有的 4 点连通非定向图为 K1,3, C4, P4, K1,1,2,K4 和 G1 (见图 2). 由引理 2.3 和 2.5,

以 P4 和 G1 为基图的定向图斜秩为 4. 由引理 2.4知,如果 Cσ
4 是奇定向圈,则 sr(Cσ

4 ) = 4,但是 Cσ
4 是

偶定向圈,则 sr(Cσ
4 ) = 2. 如果基图是 K1,3,则 sr(Gσ) = 2且定向是任意的. 接下来,考虑基图是 K1,1,2

或 K4 时的情形.

K1,1,2 的顶点标号为 v1, v2, v3, v4 (见图 2(b)). Kσ
1,1,2 的邻接矩阵可表示为

S(Kσ
1,1,2) =


0 s12 0 s14

−s12 0 s23 s24

0 −s23 0 s34

−s14 −s24 −s34 0

 .

(a) (c)(b)

v
1

v
1

v
2

v
2

v
3

v
4

v
4

v
3

图 2 三个图 G1, K1,1,2 和 K4
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由矩阵初等变换可得

sr(Kσ
1,1,2) = r


0 s12 0 0

−s12 0 0 0

0 0 0 s34 + s23 · s14
s12

0 0 −s34 − s23 · s14
s12

0

 .

于是, sr(Kσ
1,1,2) = 2 当且仅当 s34 + s23 · s14

s12
= 0, 即 s12s34 + s14s23 = 0. 这暗示了 Kσ

1,1,2 中的以 {v1,
v2, v3, v4} 为顶点的 Cσ

4 是偶定向的.

以 Kσ
4 为基图的定向图的斜邻接矩阵可表示为

S(Kσ
4 ) =


0 s12 s13 s14

−s12 0 s23 s24

−s13 −s23 0 s34

−s14 −s24 −s34 0

 ,

则有

sr(Kσ
4 ) = r


0 s12 0 0

−s12 0 0 0

0 0 0 s34 + s23 · s14
s12

− s24 · s13
s12

0 0 −s34 − s23 · s14
s12

+ s24 · s13
s12

0

 .

假设 s34 + s23 · s14s12
− s24 · s13s12

= 0,这等价于 s12s34 + s14s23 = s13s24. 显然,等式左边的值为 0, 2或 −2,

但是右边的值 1 或 −1. 因而, s34 + s23 · s14
s12

− s24 · s13
s12

̸= 0, 因此, sr(Kσ
4 ) = 4.

下面的引理在定理 3.3 的证明中起了很重要的作用.

引理 3.2 [18] 一个完全图不是完全多部图的充分必要条件是它包含 P4, G1 或两个 P2 作为诱导

子图.

定理 3.3 设 Gσ 是具有 n (n > 5) 个顶点的连通定向图, 则 sr(Gσ) = 2 当且仅当 Gσ 的基图是

完全二部图或完全三部图, 并且 Gσ 中的 4 个顶点的圈是偶定向的.

证明 充分性 假设 Gσ 是完全二部图 Kσ
n1,n2

并且所有的 4 个顶点的圈是偶定向的, 由引理 2.9

知, 在同一分部中的顶点时一致双胞胎点或反双胞胎点. 设 X1 和 X2 是 Kσ
n1,n2

的顶点集的二分部.

假设 n1 > 2, x1 和 x2 是 X1 中任意两个点. 由引理 2.7 知,

sr(Kσ
n1,n2

) = sr(Kσ
n1,n2

− x1) = sr(Kσ
n1,n2

− x2) = sr(Pσ
2 ) = 2.

类似地, 如果在完全三部图 Kσ
n1,n2,n3

中所有的 4 个顶点的圈是偶定向的, 则有

sr(Kσ
n1,n2,n3

) = sr(Kσ
3 ) = 2.

必要性 假设基图 G 不是一个完全多部图, 有引理 3.2 知, G 一定包含 P4, G1 或 2P2 作为诱导子

图. 这暗示 sr(Gσ) > 4. 这也是矛盾的.
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由上述知, Gσ 的基图 G 是一个完全多部图. 记 Gσ 的基图是完全 t 部图 Kn1,n2,...,nt . 假设 t > 4,

则 Gσ 一定包含 Kσ
4 作为诱导子图, 因而, sr(Gσ) > sr(Kσ

4 ) = 4. 于是, t = 2 或 3.

情形 1 t = 2. 设 X1 和 X2 是 Kn1,n2 顶点集的二分部. 如果其中之一仅含有一个顶点, 则 Gσ 是

定向星图, 并且定向是任意的. 当每个分部中的顶点个数多于一个, Kn1,n2 一定包含 Cσ
4 作为诱导子

图. 如果 Kn1,n2 包含一个奇定向圈 Cσ
4 作为诱导子图, 则 sr(Kσ

n1,n2
) > sr(Cσ

4 ) = 4. 因此, Kn1,n2 中所

有 4 个顶点的圈是偶定向的.

情形 2 t = 3.

类似于上面的讨论, 可得 Kσ
n1,n2,n3

中的所有 4 个顶点圈是偶定向的.

定理 3.4 设 Gσ 是带有悬挂点, 顶点个数为 n 的定向图, 则 sr(Gσ) = 4 当且仅当 Gσ 是下列图

中某一个:

(1) 通过在 Sσ
n−n1−n2

(n1 + n2 > 2) 的中心和完全二部图 Kσ
n1,n2

的某些顶点之间加一些边而得到

的图, 并且完全二部图 Kσ
n1,n2

的所有 4 个顶点的圈是偶定向的;

(2) 通过在 Sσ
n−n1−n2−n3

(n1 + n2 + n3 > 3) 的中心和完全三部图 Kσ
n1,n2,n3

的某些顶点之间加一

些边而得到的图, 并且完全三部图 Kσ
n1,n2,n3

的所有 4 个顶点的圈是偶定向的.

证明 充分性 由引理 2.5 和定理 3.3, 很容易验证.

必要性 假设 sr(Gσ) = 4, x是 Gσ 中一个悬挂点, N(x) = y. 设 Gσ −x− y = Gσ
11 ∪Gσ

12 ∪ · · · ∪Gσ
1t,

其中 Gσ
11, G

σ
12, . . . , G

σ
1t 是 Gσ −x− y 的连通分支. 如果 Gσ

1i (i = 1, 2, . . . , t)是平凡的,则 Gσ −x− y 是

定向星图,可知 sr(Gσ) = 2矛盾. 因而, Gσ−x−y一定含有非平凡连通分支. 接下来将验证, Gσ−x−y

恰含有一个非平凡连通分支.

假设 Gσ − x− y 含有两个非平凡连通分支. 不失一般性, 记为 Gσ
11 和 Gσ

12. 由引理 2.5, 可得

sr(Gσ) = 2 + sr(Gσ − x− y) = 2 +

2∑
j=1

sr(Gσ
1j) > 2 +

2∑
j=1

2 (因为 sr(Gσ
1j) > 2) = 6.

这是矛盾的.

因而, Gσ−x−y只含有一个非平凡连通分支. 不失一般性,假设 Gσ
11 是非平凡的. 因而, Gσ−x−y

= Gσ
11 ∪ (n− |Gσ

11| − 2)K1. 这样, sr(Gσ) = sr(Gσ
11) + 2 > 4 等式成立当且仅当 sr(Gσ

11) = 2. 于是, Gσ
11

是定理 3.3 中所描述的图中某一个. 从而结论得证.

定理 3.5 设 Uσ 是 n个顶点的定向单圈图, Cσ 是 Uσ 的唯一定向圈,则 sr(Uσ) = 4当且仅当 Uσ

是下列图中的某一个:

(1) 奇定向圈 Cσ
4 , 偶定向圈 Cσ

6 , 带有任意定向的 C5;

(2) 以 Ur,s
1 (r + s = n − 3), Up,q

2 (p + q = n − 4) 或 Un−4
3 (见图 3) 作为基图, 并且定向任意的定

向图;

(3) 以 Un−5
4 (见图 3) 为基图的定向图, 并且其中 Cσ

4 是偶定向的.

定理 3.6 设 Bσ 是带有悬挂点且顶点数为 n 的定向双圈图, 则 sr(Bσ) = 4 当且仅当 Bσ 是下

列图中的某一个:

(1) 以 B1, B2 或 B3 (见图 4) 为基图的定向图, 每条边上的定向是任意的;

(2) 以 B4 或 B5 (见图 4) 为基图的定向图, 并且由顶点 ui (i = 1, 2, 3, 4) 诱导的子图为偶定向的;

(3) 以 B6 或 B7 (见图 4) 为基图的定向图, 并且由 wi (i = 1, 2), vj (j = 1, 2, 3) 中 4 个顶点诱导

的圈是偶定向的;

(4) 以 B8 或 B9 (见图 4) 为基图的定向图, 并且其中的诱导子图 Kσ
1,1,2 是偶定向的.
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图 4 9 个非定向双圈图 Bi (i = 1,2, . . . ,9)

4 定向单圈图的斜秩

本节借助于匹配数来确定围长是 k、顶点数是 n的定向单圈图的斜秩,并考虑围长是 k、顶点数是 n

的定向单圈图类中斜秩的最小值, 刻画了极图.

引理 4.1 [5, 6] 设 Gσ 是 n 个顶点的定向图, 斜邻接矩阵为 S(Gσ), 特征多项式为

ϕ(Gσ, λ) =
n∑

i=0

(−1)iaiλ
n−i = λn − a1λ

n−1 + a2λ
n−2 + · · ·+ (−1)n−1an−1λ+ (−1)nan.

如果 i 是偶数, 则

ai =
∑
H

(−1)c
+

2c,

其中求和符号取遍 Gσ 中具有 i 个顶点的基本定向图 H 的全体, c+ 和 c 分别表示基本定向图 H 中

偶定向圈的数目和偶圈的数目; 如果 i 是奇数, 则 ai = 0.

定理 4.2 设 Gσ 是围长是 k、顶点数是 n、匹配数是 β(Gσ) 的定向单圈图, Cσ
k 是 Gσ 的唯一定

向圈, 则

sr(Gσ) =

2β(Gσ)− 2, 如果 Cσ
k 是偶定向的且 β(Gσ) = 2β(Gσ − Cσ

k ),

2β(Gσ), 其他.
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证明 若 i > β(Gσ), Gσ 不包含具有 2i 个顶点的基本定向图, 因而, a2i = 0. 接下来考虑 i

6 β(Gσ). 注意到 λn−2β(Gσ) 是特征多项式 ϕ(Gσ, λ) 的一个因子, 因而, sr(Gσ) 6 2β(Gσ). 于是考虑系

数 a2β(Gσ). 下面分 3 种情形来考虑此问题:

情形 1 k 是奇数.

在这种情形下, 每一个基本定向图中不包含偶圈, 只含有 P2. 因而,

a2β(Gσ) =
∑
H

(−1)020 =
∑
H

1 ̸= 0.

从而, sr(Gσ) = 2β(Gσ).

情形 2 k 是偶数, Cσ
k 是奇定向的.

在这种情形下, 基本定向图中包含偶圈, 但不包含偶定向圈, 从而 a2β(Gσ) ̸= 0, 于是,

sr(Gσ) = 2β(Gσ).

情形 3 k 是偶数, Cσ
k 是偶定向的.

设 H是有 2β(Gσ)个顶点的基本定向图的集合. H1 是含有 β(Gσ)个 P2 的基本定向图的集合. H2

是有 2β(Gσ) 个顶点, 包含一个 Cσ
k 和 β(Gσ) − k

2 个 P2 作为连通分支的基本定向图的集合. 显然,

H = H1 +H2. 这样,

a2β(Gσ) =
∑

H ∈H1

(−1)0 · 20 +
∑

H ∈H2

(−1)1 · 21 = β(Gσ)− 2β(Gσ − Cσ
k ).

于是, 如果 β(Gσ) − 2β(Gσ − Cσ
k ) ̸= 0, 则 r(Gσ) = 2β(Gσ). 如果 β(Gσ) − 2β(Gσ − Cσ

k ) = 0, 则

sr(Gσ) < 2β(Gσ). 接下来将验证, 如果 β(Gσ) − 2β(Gσ − Cσ
k ) = 0, 则 sr(Gσ) = 2β(Gσ) − 2. 设 H′

1 是

有 2β(Gσ)− 2 个顶点, 含有 β(Gσ)− 1 个 P2 作为连通分支的基本定向图的集合. H′
2 是有 2β(Gσ)− 2

个顶点, 包含一个 Cσ
k 和 β(Gσ)− k

2 − 1 个 P2 作为连通分支的基本定向图的集合. 由引理 4.1 可得

a2β(Gσ)−2 =
∑

H ∈H′
1

(−1)0 · 20 +
∑

H ∈H′
2

(−1)1 · 21 = m
Gσ (β(G

σ)− 1)− 2m
Gσ−Cσ

k
(β(Gσ − Cσ

k )− 1).

为了方便, 引入下列 3 个记号:

S1 : Gσ 的 (β(Gσ)− 1)- 匹配的集合;

S2 : Gσ − Cσ
k 的 (β(Gσ − Cσ

k )− 1)- 匹配的集合;

S3 = {M ′ | M ′ = Cσ
k ∪M, M ∈ S2}.

显然, |S1| > 2|S2|, |S2| = |S3|. 下面将证明 m
Gσ (β(Gσ)− 1)− 2m

Gσ−Cσ
k
(β(Gσ − Cσ

k )− 1) ̸= 0. 因

为 |S1| = m
Gσ (β(Gσ)− 1), |S2| = m

Gσ−Cσ
k
(β(Gσ − Cσ

k )− 1), 所以, 只需验证 |S1| > 2|S2|. 注意到, Cσ
k

中恰有两个含有 k
2 条边的完美匹配 M1 和 M2. 记 S∗ = {M1 ∪M |M ∈ S2} ∪ {M2 ∪M |M ∈ S2}, 则有

|S∗| = 2|S2| = 2|S3|, |S∗| 6 |S1|. 易知, 一定存在一个 (β(Gσ) − 1)- 匹配 M∗, 它是图 Gσ − Cσ
k 的, 具

有 β(Gσ)− k
2 条边的匹配与 Cσ

k 的, 具有 k
2 − 1 条边的匹配的并集, 并使得 M∗ ∈ S1, M

∗ /∈ S∗. 从而,

|S1| > |S∗|+ 1 = 2|S2|+ 1 > 2|S2|. 结论成立.

Hn,k 是通过在 Ck 的某个顶点上加了 n− k 条悬挂边而得到的图.

定理 4.3 设 Gσ 是围长是 k, 且具有 n (n > k) 个顶点的定向单圈图, 则有

sr(Gσ) >

k, k 是偶数,

k + 1, k 是奇数.
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这个下界是可以得到的. 所有以 Hn,k 作为基图的定向图均可达到此下界.

证明 因为 Gσ 一定包含 Hσ
k+1,k 作为诱导子图, 由引理 2.1 知, sr(Hσ

k+1,k) 6 sr(Gσ). 由定理 2.3

和 2.5, 可得

sr(Hσ
k+1,k) =

k, k 是偶数,

k + 1, k 是奇数.

注意到所有的以 Hn,k 作为基图的定向图与 Hσ
k+1,k 具有相同的斜秩. 结论得证.

下列结果根据文献 [19, 定理 3.1 和 3.3], 可以得证.

引理 4.4 设 Tσ 是定向树, u ∈ V (T σ). Gσ
0 是不同于 T σ 的定向图. 设 Gσ 是由 Gσ

0 和 T σ 通过

连接 u 与 T σ 中的某些点而得到的. 下列结论成立:

(1) 如果 u 在 T σ 中是饱和的, 则

sr(Gσ) = sr(Gσ
0 ) + sr(T σ).

(2) 如果 u 在 T σ 中是不饱和的, 则

sr(Gσ) = sr(T σ − u) + sr(Gσ
0 + u),

其中 Gσ
0 + u 是 Gσ

0 的顶点和 u 在 Gσ 中诱导的子图.

设 Gσ 是一定向单圈图, Cσ 是 Gσ 中唯一的定向圈. Gσ
0 是由 Gσ 去掉 Cσ 上顶点 v 的两个邻点

而得到定向图. 设 Gσ{v} 是 Gσ
0 的包含顶点 v 的一个分支, 显然, Gσ{v} 是一定向树.

由上述引理可得下面的定理:

定理 4.5 设 Gσ 是一定向单圈图, Cσ 是 Gσ 中唯一的定向圈, 则下列结论成立:

(1) 如果存在 v ∈ V (Cσ) 在 Gσ{v} 是饱和的, 则

sr(Gσ) = sr(Gσ{v}) + sr(Gσ −Gσ{v}),

其中 Gσ{v} 为在 v 点长出的包含 v 的树.

(2) 如果不存在 v ∈ V (Cσ) 在 Gσ{v} 是饱和的, 则

sr(Gσ) = sr(Cσ) + sr(Gσ − Cσ).

设 U∗ 是通过在 Sn−k 的中心与 Ck 的某一点上连一条边而得到的.

定理 4.6 设 Gσ 是具有 n 个顶点的定向单圈图, Cσ
k 是其中唯一的定向圈, 并且

sr(Gσ) =

k, k 是偶数,

k + 1, k 是奇数,

则下列结论成立:

(1) 如果存在 v ∈ V (Cσ
k ) 在 Gσ{v} 中是饱和的, 则 Gσ{v} 是定向星图,

β(Gσ −Gσ{v}) =


k − 2

2
, k 是偶数,

k − 1

2
, k 是奇数,

并且 Gσ 有任意的定向.
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(2) 如果不存在 v ∈ V (Cσ
k ) 在 Gσ{v} 中是饱和的, 则

(a) 如果 k 是奇数, 则 G ∼= U∗ 且 Gσ 有任意的定向;

(b) 如果 k 是偶数, 则 G ∼= U∗ 且 Cσ
k 是偶定向的.

证明 假设存在 v ∈ V (Cσ
k ) 在 Gσ{v} 中是饱和的, 则 Gσ{v} 和 Gσ −Gσ{v} 是两棵树. 若 k 是

偶数, 由引理 2.2 和 4.5 可得

sr(Gσ) = sr(Gσ{v}) + sr(Gσ −Gσ{v}) = 2β(Gσ{v}) + 2β(Gσ −Gσ{v}) = k.

因为 β(Gσ{v}) > 1, β(Gσ −Gσ{v}) > k−2
2 , 所以,

β(Gσ{v}) = 1, β(Gσ −Gσ{v}) = k − 2

2
.

由证明过程可知, 结果成立并且与 Gσ 的定向没有关系.

类似地, 当 k 是奇数时, 结果也成立.

假设不存在 v ∈ V (Cσ
k ) 在 Gσ{v} 中是饱和的. 由定理 4.5 可知, sr(Gσ) = sr(Cσ

k ) + 2β(Gσ − Cσ
k ).

接下来分 3 种情形讨论:

情形 1 k 是奇数.

由上述等式和引理 2.4, 可得 k + 1 = k − 1 + 2β(Gσ −Cσ
k ). 从而, β(Gσ −Cσ

k ) = 1, 即 Gσ −Cσ
k 是

星图, Gσ 有任意定向.

情形 2 k 是偶数, Cσ
k 是奇定向的.

由情形 1 的证明可得 β(Gσ − Cσ
k ) = 0. 这与假设矛盾.

情形 3 k 是偶数, Cσ
k 是偶定向的.

由上面的讨论可知, β(Gσ − Cσ
k ) = 1, 即 Gσ − Cσ

k 是定向星图.

5 定向单圈图的斜邻接矩阵的非奇异性

设 Un,k 是围长是 k 且含有 n 个顶点的定向单圈图的集合. U1 表示经过有限步 δ- 变换化为空

图的定向单圈图的集合, U2 表示经过有限步 δ- 变换化为孤立点和 Cσ
k 的定向单圈图的集合. 显然,

Un,k = U1 ∪ U2.

定理 5.1 设 Gσ 是围长是 k 且含有 n (k < n) 个顶点的定向单圈图, 则

(1) 若 Gσ ∈ U1, 则

sr(Gσ) 6

n, n 是偶数,

n− 1, n 奇数;

(2) 若 Gσ ∈ U2, 则

sr(Gσ) 6



n− 1, n 是奇数, k 是奇数,

n− 2, n 是偶数, k 是奇数,

n, n 是偶数, Cσ
k 是奇定向的,

n− 1, n 是奇数, Cσ
k 是奇定向的,

n− 2, n 是偶数, Cσ
k 是偶定向的,

n− 3, n 是奇数, Cσ
k 是偶定向的.
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证明 若 Gσ ∈ U1, 则经过有限步 δ- 变换 Gσ 化为空图. 由引理 2.5 可得 sr(Gσ) 6 2 · ⌊n
2 ⌋.

若 Gσ ∈ U2, 则经过有限步 δ- 变换 Gσ 化为孤立点和 Cσ
k 的并, 由引理 2.5 可得

sr(Gσ) 6 2 ·
⌊
n− k

2

⌋
+ sr(Cσ

k ).

证毕.

接下来考虑定向单圈图的斜邻接矩阵的非奇异性. 如果 n 是奇数, 则定向单圈图的斜邻接矩阵一

定是奇异的, 因而只需考虑 n 是偶数的情形即可.

定理 5.2 设 Gσ 是含有 n 个顶点的定向单圈图, 则 S(Gσ) 是非奇异的当且仅当 Gσ ∈ U1, G
σ

存在完美匹配; 或者 Gσ ∈ U2, C
σ
k 是奇定向的, Gσ − Cσ

k 存在完美匹配.
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The skew-rank of oriented graphs

LI XueLiang & YU GuiHai

Abstract An oriented graph Gσ is a digraph without loops and multiple arcs, where G is called the underlying

graph of Gσ. Let S(Gσ) denote the skew-adjacency matrix of Gσ. The rank of the skew-adjacency matrix of

Gσ is called the skew-rank of Gσ, denoted by sr(Gσ). The skew-adjacency matrix of an oriented graph is skew

symmetric and the skew-rank is even. We consider the skew-rank of simple oriented graphs. Firstly, we give some

preliminary results about the skew-rank. Secondly, we characterize the oriented graphs with skew-rank 2 and

characterize the oriented graphs with pendant vertices which attain the skew-rank 4. As a consequence, we list

the oriented unicyclic graphs, the oriented bicyclic graphs with pendant vertices which attain the skew-rank 4.

Moreover, we determine the skew-rank of oriented unicyclic graphs of order n with girth k in terms of matching

number. We investigate the minimum value of the skew-rank among oriented unicyclic graphs of order n with

girth k and characterize oriented unicyclic graphs attaining the minimum value. In addition, we consider oriented

unicyclic graphs whose skew-adjacency matrices are nonsingular.

Keywords oriented graph, skew-adjacency matrix, skew-rank
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