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摘要 量子坐标代数的表示理论与 Poisson 几何、组合数学、PI (polynomial identity) 代数和丛代数

等密切相关. 本综述文章简要介绍量子坐标代数的表示理论和一些最新进展, 特别是不可约表示与辛

叶片之间的对应关系.
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1 引言

量子群 (quantum groups) 是一类特殊的 Hopf 代数, 可以视为量子化的李代数, 其表示理论与

Yang-Baxter方程有关, 还可以用来表示扭结的不变量. 量子群源于理论物理, 是在 20世纪 80年代由

俄罗斯数学家 Drinfeld 和日本数学家 Jimbo 各自独立发现的, 之后它很快引起了许多不同背景的数

学家的兴趣,并成为数学家和物理学家研究的热门课题.一方面,量子群与量子 Yang-Baxter方程密切

相关, 而该方程在共形场论和量子可积系统等研究领域有着非常重要的应用. 另一方面, 量子群是一

个既非交换又非余交换的 Hopf 代数, 它的出现丰富了 Hopf 代数的内容, 极大地推动了 Hopf 代数分

类问题的解决. 同时, 量子群可以狭义地看作为李代数的量子化, 作为李理论的自然延伸, 量子群及其

表示理论渗透到了表示论的很多分支, 为李理论的发展提供了更广阔的前景. 量子群把许多看似无关

的数学或物理分支联系在一起, 从而被广泛应用于代数群、李群、李代数及其表示、低维拓扑、非交

换几何、代数组合、Hopf 代数、扭结的量子不变量理论等数学领域, 并在这些领域发挥着重要的作用

(参见文献 [1–5]).

量子群的坐标代数,亦称为量子坐标代数,是由量子群的一些可积模的矩阵元素所张成的空间. 量

子群的余结构赋予了量子坐标代数的结合代数结构. 由于经典代数群的坐标代数是一个交换代数, 其

(复) 不可约表示都是一维的, 而量子群的坐标代数是既不交换又不余交换的, 其表示理论则要丰富得

多. 量子坐标代数的表示理论与 Poisson几何、组合数学、PI代数和丛代数等密切相关.量子坐标代数

的表示理论在量子参数 q 是单位根和不是单位根时有很大区别.当量子参数 q 是单位根时, De Concini
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等 [6] 及 De Concini和 Procesi [7] 提出了一个著名的 DKP (De Concini-Kac-Procesi)猜想,目前这方面

的研究主要都是围绕这个猜想来进行的 (参见文献 [6, 8–12]). 当 q 不是单位根时, 作者提出了一个一

般的 (generic) DKP 猜想1). 这些猜想均强调量子坐标代数的表示与 Poisson 几何的关系, 特别是不可

约表示与辛叶片之间的对应关系.

本文将简要介绍量子坐标代数的表示理论和一些最新进展.本文的选材基于个人的喜好与知识所

限, 我们只选取了作者熟悉的内容. 即便如此, 文中仍难免有所遗漏和不准确之处, 还望读者见谅.

2 量子群

设 A是一个可对称化的广义 Cartan矩阵, g(A)是 A的 Kac-Moody代数. 我们通常所说的量子群

Uq(g(A))是 Kac-Moody代数 g(A)的普遍包络代数的形变或量子化. 量子群 Uq(g(A))是由 Chevalley

生成元

E1, E2, . . . , En, F1, F2, . . . , Fn;K
±1
1 ,K±1

2 , . . . ,K±1
n

生成的一个结合代数, 这些 Chevalley 生成元满足量子 Serre 关系. 量子群 Uq(g(A)) 是一个 Hopf 代

数, 因此在 Uq(g(A)) 的模范畴中可以定义张量积和对偶. 我们分别用 ∆、S 和 ϵ 来表示 Uq(g(A)) 的

余乘、对径映射 (antipode) 和余单位.

设 B 为 g(A) 所对应的辫子群, 我们用 ti 来表示 B 的典范生成元. 在辫子群 B 与 Weyl 群 W 之

间有一个典范群同态

p : B → W,

ti 7→ si,

其中 ti 通过 Lusztig 自同构作用在量子群上, si 是由单根 αi 所决定的反射.

下面简要地回顾一下有限型量子群的 PBW (Poincaré-Birkhoff-Witt)基.若 A是有限型广义 Car-

tan 矩阵, 其 Weyl 群 W 是一个有限群. 设 w0 = si1si2 · · · siN 是 W 中的最长元 w0 的一个简约表示.

这个简约表示诱导了正根集 ∆+ = {β1 < β2 < · · · < βN}上的一个凸序,其中 βk = si1si2 · · · sik−1
(αik),

k = 1, 2, . . . , N . 由此我们可以定义根向量 Fβk
= ti1ti2 · · · tik−1

(Fik), Eβk
= ti1ti2 · · · tik−1

(Eik).

我们用 Uq(n
−) 和 Uq(n

+) 分别表示 Uq(g(A)) 的由 F1, F2, . . . , Fn 和 E1, E2, . . . , En 生成的子代

数. U0 表示由 K±1
1 ,K±1

2 , . . . ,K±1
n 生成的交换子代数, Uq(b

−) = Uq(n
−)U0 和 Uq(b

+) = Uq(n
+)U0 是

Uq(g) 的一对相反的 Borel 子代数, 则有序单项式
∏N

k=1 F
hk

βk
Kα (α ∈ Q, hk ∈ Z+) 构成了 Uq(b

−) 的

PBW 基. 类似地, 有序单项式
∏N

k=1 E
hk

βk
Kα (α ∈ Q, hk ∈ Z+) 构成了 Uq(b

+) 的 PBW 基.

根向量 Eβ 之间满足 Levendorski-Soibelman 关系:

EβiEβj = q−(βi,βj)EβjEβi +低次项, i < j.

根向量 Fβ 之间也满足类似的 Levendorski-Soibelman 关系.

3 量子坐标代数

我们用 Oint 来表示权集上有界的 Uq(g(A)) 的可积模范畴. 这个范畴中的模都是完全可约模. 范

1)Zhang H C. Generic representations of quantum Schubert cells. Preprint, 2016.
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畴 Oint 中的不可约模均为最高权模, 其最高权是一个支配整函数. 我们用 P+ 表示所有的支配整函数

所构成的集合, 用 L(λ) 表示以 λ 为最高权的不可约可积最高权模.

设 V ∈ Oint, v ∈ V, f ∈ V ∗. 我们定义线性函数 cVf,v ∈ Uq(g(A))
∗ 在 u ∈ Uq(g(A)) 处的函数值为

cVf,v(u) = f(u.v). 线性函数 cVf,v 称为 V 的一个矩阵元素.

由于 Uq(g(A))是一个余代数,其对偶 Uq(g(A))
∗自然地成为一个结合代数. Kashiwara把量子坐标

代数定义为Oint中的可积模的矩阵元素所张成的 Uq(g(A))
∗的子空间,并记之为 Cq[G]. 设M,N ∈ Oint

且 f ∈ M∗, m ∈ M, g ∈ N∗, n ∈ N . 容易验证 cMf,m + cNg,n = cM⊕N
(f,g),(m,n), c

M
f,mcNg,n = cM⊗N

f⊗g,m⊗n. 因此,

Cq[G] 是 Uq(g(A))
∗ 的子结合代数. 范畴 Oint 的完全可约性意味着 Cq[G] 是由不可约模上的矩阵元素

c
L(λ)
f,v 所张成的子空间. 若 A 是有限型广义 Cartan 矩阵, Uq(g(A)) 的不可约可积模都是有限维模, 这

时,量子群 Uq(g(A))的乘法诱导了 Cq[G]上的余乘 ∆. 设 v1, v2, . . . , vr 是 L(λ)的一组基, f1, f2, . . . , fr

是其对偶基, 则

∆(C
L(λ)
f,v ) =

∑
i

C
L(λ)
f,vi

⊗ C
L(λ)
fi,v

, v ∈ L(λ), f ∈ L(λ)∗.

因此, 这时量子坐标代数 Cq[G] 是一个双代数.

量子包络代数 Uq(g(A)) 的 R 矩阵 (Yang-Baxter 方程的一个解) 给出了 Oint 中的可积模的矩阵

元素之间的交换关系. 设 λ, µ ∈ P+, η, ρ, β, γ ∈ P , u ∈ L(λ)η, v ∈ L(µ)ρ, f ∈ L(λ)∗β , g ∈ L(µ)∗γ . 设

uνi ∈ U+
ν 是一组基, 而 vνi ∈ U−

−ν 是其对偶基, 则矩阵元素满足如下二次关系:

q−(η,ρ)cL(µ)
g,v c

L(λ)
f,u + q(−(η,ρ)

∑
ν∈Q+,ν ̸=0

∑
i

cL(µ)
g,vνi

uc
L(λ)
f,uνi

u

= q−(β,γ)c
L(λ)
f,u cL(µ)

g,v +
∑

ν∈Q+,ν ̸=0

q(ν+β,ν−γ)
∑
i

c
L(λ)
fuνi

,uc
L(µ)
gvνi

,v.

Faddeev 等 [2] 利用所谓的 RTT 关系也构造了一些有限型的量子坐标代数. Takeuchi [13] 构造了

双参数的 A 型量子矩阵代数, 其后 Artin 等 [14] 构造了多参数 A 型量子矩阵代数.

Cq[G] 上有一个自然的 Uq(g(A)) 双模结构 u1c
M
f,mu2 = cMu1f,ω(u2)m

, 其中 ω 是 Uq(g(A)) 的 Cartan

对合.

进一步, 我们有 Cq[G] 的结构定理, 它在 Cq[G] 的表示理论中起着重要的作用.

定理 1 (Peter-Weyl 定理) 作为 Uq(g(A)) 双模, Cq[G] ∼=
⊕

λ∈P+
L(λ)∗ ⊗ L(λ).

将根格扩充为权格, 我们得到扩大的量子包络代数 Us
q (g)、Us

q (b
−) 和 Us

q (b
+). 类似于李代数上

Killing 的型, Us
q (b

−) 与 Uq(b
+) 之间有一个非退化的 Hopf 对:

( N∏
k=1

Fhk

βk
Kα,

N∏
k=1

E
h′
k

βk
Kβ

)
=

∏
k

δhk,h′
k
q−(α,β)

∏
i

[hi]q
β2
i

!(q−1
βi

− qβi)
hi ,

其中 qβi = q
1
2 (βi,βi), [h]q = qh−q−h

q−q−1 .

令 A+ := {ϕ ∈ Cq[G] | Fi.ϕ = 0,∀ i}, A− := {ϕ ∈ Cq[G] | ϕ.Ei = 0,∀ i}. 易见它们均为 Cq[G]

的子代数. 由 Peter-Weyl 定理, 有 A+
∼=

⊕
λ∈P+

L(λ)∗ ⊗ vλ, A− ∼=
⊕

λ∈P+
v∗λ ⊗ L(λ). 设 Sλ 是由

{cL(λ)
f,vλ

| f ∈ L(λ)∗} 张成的子空间, 易见映射 L(λ) → Sλ 和 l 7→ c
L(λ)
f,vλ
是一个模同构, 其中 vλ 是取定的

一个最高权向量. 子代数 A+ 和 A− 的乘法为 Cartan乘法. Hopf代数的嵌入 Uq(b
+) → Uq(g(A))给出

了代数同态 U(g(A))∗ → Uq(b
+)∗. 我们用 Cq[B+]表示 Cq[G]在这个映射之下的像.类似地,我们可以定

义 Cq[B−]. 对于每个单根,嵌入映射 Uqi(sl2) → Uq(g(A))诱导了一个代数满同态 Resi : Cq[G] → Cqi [sl2].
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利用上面的非退化 Hopf 对, 我们得到 Us
q (b

−) ∼= Cq[B
+]. 同样 Us

q (b
+) ∼= Cq[B

−].

注 1 Uq(g)⊗ Uq(g) 在 Cq[G] 上的作用诱导了 Uq(b
+)⊗ Uq(b

+) 在 Cq[B
+] 上的作用.

对于 A 型的量子包络代数 Uq(sln), 其不可约模都是自然模的某个幂次的张量积的直和项. 因此

其量子坐标代数是由自然模的矩阵元素生成的. 我们用 Zij 来表示自然模的矩阵元素. 这些生成元满

足如下关系:

ZijZit = qZitZij , j > t,

ZijZsj = qZsjZij , i > s,

ZijZst = ZstZij , i > s, j < t,

ZijZst = ZstZij + (q − q−1)ZitZsj , i < s, j < t,

其量子行列式

detq =
∑
σ∈Sn

(−q)l(σ)Z1,σ(1)Z2,σ(2) · · ·Zn,σ(n) = 1.

对于 1 6 i 6 n, Ei、Fi、Ki 和 K−1
i 生成一个 Uqi(sl2),其中 qi = q

1
2 (αi,αi). Lusztig自同构 ti ∈ B诱

导了 Uqi(sl2) 上的一个自同构. 给定 w ∈ W , 设 w = si1si2 · · · sir 是一个简约表示, 则 tw = ti1ti2 · · · tir
与 w 的简约表示的选取无关.

我们用 v∗λ 表示 L(λ)∗ 的一个最低权向量. vλ 是 L(λ) 的一个最高权向量, 使得 v∗λ(vλ) = 1. 令

zλw = v∗λ ⊗ tw(vλ), ξ
λ
w = tw−1(v∗λ) ⊗ vλ. 令 v−w(λ) = tw(v−w(λ)), ϕw(λ) = tw(ϕλ), 则 Schubert 模

Lw(λ) = Uq(b
+)vw(λ). 设 w = si1si2 · · · sir 是一个简约表示, 则 Lw(λ) 是由 {Fh1

i1
Fh2
i2

· · ·Fhr
ir

vλ | h1, h2,

. . . , hr ∈ Z+} 张成的子空间.

对于有限型 Kac-Moody 代数 g(A), Soibel’man [15] 证明了量子坐标代数具有如下性质. 2002 年,

Narayanan [16] 将这些结果推广到了一般情形.

定理 2 Cq[G] 是唯一分解整环. 因此 Cq[G] 有分式环.

注 2 在 q = 1 时, Kac-Peterson 称前述的矩阵元素为强正则函数. 他们构造了一个群 G, 并称

之为 Kac-Moody 群, 其李代数是 Kac-Moody 代数 g(A) 的导代数. 若 A 不是有限型广义 Cartan 矩

阵, 则 SpecmaxC[G] \G 非空, 这里 SpecmaxC[G] 是 C[G] 的极大理想谱.

令 R = C[q, q−1], 由矩阵元素之间的交换关系可知, 我们也可以将量子坐标代数定义在 C[q, q−1]

上, 我们称之为 Cq[g] 的 R- 形式 Rq[G]. 容易验证 Rq[G] 满足: Rq[G] 是 B × B- 不变的, 且 zλw,

ξλw ∈ Rq[G]. 类似地,我们也可定义 Rq[B
+]和 Rq[B

−]. 我们用 Res+ 和 Res− 来表示 Rq[G]到 Rq[B
+]

和 Rq[B
−] 的限制映射. De Concini 和 Lybashenko [17] 证明了映射

γ = ∆ ◦ (Res+ ⊗ Res−) : Rq[G] → Rq[G]⊗Rq[G] → Rq[B
+]⊗Rq[B

−] ∼= Us
q (b

−)⊗ Us
q (b

+)

是单射, 且 γ(zλe ) = kλ ⊗ k−λ. 因此, γ(zλe ) 在 Rq[B
+] ⊗ Rq[B

−] 中可逆. 进一步, 令 d = zρe , 则

γ(Rq[G][d−1]) ⊂ Rq[B
+]⊗Rq[B

−] 是由 Kλ ⊗K−λ, 1×E1, 1×E2, . . . , 1×En, F1 ⊗ 1, F2 ⊗ 1, . . . , Fn ⊗ 1

生成的子代数.

典范基和对偶典范基是由 Lusztig 和 Kashiwara 引入的. 量子矩阵代数 Oq(M(m,n)) 的对偶典范

基是由 Zhang [18] 构造的,在其构造过程中所用的对合映射是一个反自同构. 后来, Brundan [1] 给出了

类似的构造. 他们构造的这两组基相应的基元素之间仅相差一个 q 的幂. 文献 [19] 考虑了量子包络代

数 Uq(sln)的一类特殊的子代数 S,研究了不变量子代数 Cq[M(m,n)]S ,证明了这个不变量子代数与我
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们所构造的对偶典范基是相容的, 并用量子子式给出了所有有限维最高权模的最高权向量. 文献 [20]

构造了量子坐标代数 Cq[G] 的典范基.

4 Poisson 结构

一个 Poisson 代数 A 是一个带有两个代数运算 (·, [·, ·]) 的向量空间, 使得 (A, ·) 构成一个交换的
结合代数, 而 (A, [·, ·]) 是一个李代数. 这两种运算满足如下的相容性关系:

[u, v · w] = [u, v] · w + v · [u,w], u, v, w ∈ A.

若一个光滑流型M 上的光滑函数所构成的交换的结合代数 C∞(M)是一个 Poisson代数,则称M

为 Poisson 流型. 每个光滑函数 f ∈ C∞(M) 决定了 M 上的一个向量, 我们称之为 Hamilton 向量场.

Poisson 流型 M 上的两个点 x, y ∈ M 称为是等价的, 如果 x 和 y 可以由一个分段光滑的曲线相连,

这个曲线的每个光滑的部分均为某个 Hamilton 向量场的积分曲线的一部分. 这个等价关系的等价类

称为 M 的辛叶片.

若 (M, {·, ·}M ) 和 (M ′, {·, ·}M ′)是两个 Poisson流型, 光滑映射 φ : M → M ′ 称为一个 Poisson 映

射, 如果它满足对于所有的 x ∈ M 及光滑函数 f, g ∈ C∞(M ′), 总有

{f, g}M ′(φ(x)) = {f ◦ φ, g ◦ φ}M (x).

以下总假设我们所讨论的量子代数均满足下列诸条件:

(1) 量子代数 Aq 是由有限多个生成元 x1, x2, . . . , xn 生成的.

(2) 若 q = 1, 则 A1 是 n 元多项式代数.

(3) 若 q = ϵ 是一个 m 次本原单位根, 则 xm
1 , xm

2 , . . . , xm
n 均为中心元. 因此, Aϵ 是作为由 xm

1 ,

xm
2 , . . . , xm

n 生成的中心子代数 Zϵ 上的模有限生成的.

满足上述条件的量子代数 Aq 可以赋予 Cn 一个 Poisson 结构. 我们用 ξ1, ξ2, . . . , ξn 表示 Cn 的

坐标函数, 那么下面的公式:

{ξi, ξj} =
xixj − xjxi

q − 1

∣∣∣∣
q=1,x=ξ

给出了 Cn 上的一个 Poisson 结构.

一个有限维的单连通李群称为 Poisson 李群, 如果它是一个 Poisson 流形, 并且它的群的乘法

G × G → G 是一个 Poisson 映射. 一个有限维的 Poisson 单连通半单李群 K 上的 Poisson 结构由

Belavin 和 Drinfeld 完全分类. 具体地, K 上的 Poisson 结构由 (a, u) 所决定, 其中 a ∈ R, u ∈ Λ2R, 相
对应的 Poisson 李群记为 K[a, u], 它的辛叶片与 Schubert 胞腔可以用来参数化紧致的量子坐标代数

的不可约表示.

设 G 是一个有限维半单李群, 经典的 R 矩阵给出了 G 上的一个 Poisson 结构使得 G 成为一

个 Poisson 李群. Poisson 李群 G 的每个辛叶片 L 包含于一个双 Bruhat 胞腔 Xw1,w2 = B+w1B
+

∩B−w2B
− 中, 其中 w1, w2 ∈ W , B+ 是 G 的 Borel 子群, B− 是 G 的相反的 Borel 子群. 设 T 是 G

的一个极大环面子群, 则 X = T.L.T .
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5 量子坐标代数在单位根处的表示

当 q = 1 时, C[G] = C1[G] 是一个交换代数, 我们可以视之为 Poisson 李群 G 的坐标代数. 设 q 是

一个 l 次本原单位根,通常我们要求 l 是奇数,有时还要求 l 与 3互素.以后我们不再强调对 l 的要求.

在 [17] 中, De Concini 和 Lyubashenko 证明了下面的定理:

定理 3 [17] 存在一个 B × B 等变的 Hopf 代数单同态称为 Frobenius 态射: F : C[G] → Cq[G]

使得

(1) ImF 是 Cq[G] 的中心子代数;

(2) Cq[G] 作为 C[G] 模是一个秩为 ldimG 的投射模;

(3) 设 g ∈ G, mg 是 g 在 C[G] 中的极大理想, 令 Cq[G](g) = Cq[G]/F(mg), 如果 g, h ∈ Xw1,w2 , 则

Cq[G](g) ∼= Cq[G](h).

若 q 是 l 次本原单位根, 则 Cq[G] 是其中心上的有限生成模. 于是, Oq[G] 的不可约模都是有限维

模. 当量子参数 q 是单位根时, 文献 [6, 7] 提出了一个著名的 DKP 猜想, 目前这方面的研究主要都是

围绕这个猜想来进行的.

猜想 1 (DKP 猜想) 设 Aq 是满足前述条件的量子代数, q 是一个 l 次本原单位根. 设 V 是一

个不可约 Aq- 模, V 所对应的辛叶片为 L, 则

dimV = l
1
2dimL.

我们用 Z0 表示 Frobenius 映射的像. 量子坐标代数 Cq[G] 是 Z0 上的有限生成模, 因此 Cq[G] 是

一个 PI 代数, 其 PI 次数等于维数最大的不可约模的维数. 计算量子代数的 PI 次数是其表示理论中

的一个重要问题. Jakobsen 和 Zhang [11] 计算了量子矩阵代数的 PI 次数. 决定一个量子代数的 PI 次

数通常是比较困难的问题. 由 Lusztig 引入的小量子群是一类非常重要的量子代数, 而至今我们尚不

能完全确定小量子群的中心.

De Concini 等 [6] 证明了对于 Uϵ(b
+) 弱化的 DKP 猜想成立. 其后, De Concini 和 Procesi [21] 证

明了对于有限维单李群的量子坐标代数 Cq[G], DKP 猜想成立.

定理 4 设 g ∈ G, V 是一个不可约 Cq[G](g) 模. g 属于 Bruhat 胞腔 Xw1,w2 , 则作适当的局部化

后, 代数 Cq[G](g) 是其中心上次数为 l
1
2 (l(w1)+l(w2)+rank(w1−w2)) 的 Azumaya 代数. 因此, 在同构的意

义下, Cq[G](g) 有唯一的不可约模, 其维数为 l
1
2 (l(w1)+l(w2)+rank(w1−w2)).

量子矩阵代数是一类重要和基本的量子代数. 量子矩阵代数 Oq(M(n)) 由量子矩阵元素 Zij 生

成, 这些生成元满足如下的交换关系:

ZijZit = qZitZij , j > t,

ZijZsj = qZsjZij , i > s,

ZijZst = ZstZij , i > s, j < t,

ZijZst = ZstZij + (q − q−1)ZitZsj , i < s, j < t.

量子矩阵代数 Oq(M(n)) 给出了 Cn2 ∼= Mn(C) 上的一个 Poisson 结构:

{ξij , ξik} = ξijξik, j < k,

{ξij , ξkj} = ξijξkj , i < k,
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{ξij , ξst} = 0, i < s, t < j,

{ξij , ξst} = 2ξitξsj , i < s, j < t,

其中 ξij 是 Mn(C) 的坐标函数.

当 q 为单位根时, Zl
ij 均为中心元. 因此, Zl

ij 在一个不可约 Oq(M(n))- 模上的作用是一个纯量.

于是,

V → (cij) ∈ Mn(C) ∼= Cn2

.

不可约 Oq(M(n))- 模 V 称为循环模, 如果所有的 cij ̸= 0. Jakobsen 和 Zhang [12] 证明了下面的

定理:

定理 5 设 V 是一个不可约 Oq(M(n))- 循环模, 则存在一个正整数 s 使得 dimV = smn−1.

我们称维数等于 mn−1 的循环模为极小循环模.

Jakobsen 和 Zhang [12] 具体构造了所有的极小循环模. 每个极小循环模对应着一个下面的矩阵:∑
i,j

Eij +
∑

i>i0,j>j0

amEij ,
∑
i,j

Eij +
∑

i6i0,j6j0

amEij .

根据 Cn2 ∼= Mn(C) 上的 Poisson 结构我们很容易得出包含这个矩阵的辛叶片是 2n − 2 维的, 因

此 DKP 猜想成立.

Jakobsen 和 Zhang [11] 还计算了维数最大的 Oq(M(n)) 不可约模的维数. Oq(M(n)) 的 PI 次数

等于维数最大的 Oq(M(n)) 不可约模的维数等于 l
1
2 (n

2−n). 进一步, Zhang [18] 验证了对于 Oq(M(n)),

DKP 猜想总是成立的.

定理 6 设 q 是一个 l 次本原单位根, l 是奇数. 设 V 是一个不可约 Oq(M(n))- 模, V 所对应的

矩阵所在的辛叶片为 L, 则
dimV = l

1
2dimL.

Panov [22] 证明了对于一类量子可解代数, DKP猜想成立. 关于量子可解代数,我们将在下一节作

较为详细的介绍.

6 量子坐标代数在非单位根处的表示

为了简单起见, 本节假设 A 是一个 Cartan 矩阵, 因此, g(A) 是一个有限维单李代数. 这时, Cq[G]

是一个双代数. 量子坐标代数的表示理论在量子参数 q 是单位根和不是单位根时有很大区别. 通常,

量子坐标代数的在非单位根处的不可约模是一维的或者是无限维的. 量子群上的 Cartan对合 w 诱导

了量子坐标代数上的 * 结构

∗ : Cq[G] → Cq[G],

f∗(u) = f(w(u)), u ∈ Uq(g(A)), f ∈ Cq[G].

人们通常关心量子坐标代数 Cq[G] 的 *- 表示 (参见文献 [23–25]). Vaksman 和 Soibelman [25] 具

体地构造了量子坐标代数 Cq[SL(2)] 的 *- 子代数 Cq[SU(2)] 的不可约表示, 证明了在同构的意义下,

Cq[SU(2)] 只有一个不可约表示. 这个不可约表示的表示空间为一元多项式代数 F [x], Cq[SU(2)] 在

F [x] 上的作用如下:

x11(1) = 0, x11(x
k) = (q4k−6 − 1)

1
2xk−1; x12(x

k) = q2(k−1)xk;
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x21(x
k) = q2(k−1)xk; x22(x

k) = (q4k−2 − 1)
1
2xk+1.

对于每个单根 αi, 上述的 Cqi [SL(2)]的 *-不可约表示可以通过限制映射 Resi 做成 Cq[G]的 *-不

可约表示 πi. 设 w ∈ W , w = si1si2 · · · sir 是 w 的一个简约表示, 利用 Cq[G] 的余结构, 我们自然地得

到一个张量表示 πi1 ⊗ πi2 ⊗ · · · ⊗ πir . Soibelman 证明了这个表示是不可约表示, 且它与 w 的简约表

示的选取无关. 我们称这一类表示为 Soibelman 表示. 易见 Soibelman 表示是自然的 Z+ 分次的, 其

Hilbert 级数为 1
(1−t)(l(w) . Saito

[26] 和 Tanisaki [24] 分别用不同的方法构造了 Soibelman 表示.

由 Peter-Weyl 定理, 我们考虑子代数 A+ =
⊕

λ∈P+
L(λ)∗ ⊗ vλ, 设 ξ : A+ → C 是一个代数同态,

由此给出了 Cq[B+] 的一个一维表示 1ξ. 我们考虑诱导表示 Ind
Cq [G]
A+

1ξ, 此表示有唯一的一个不可约商

模 L(ξ). 不可约模 L(ξ) 的零化子是 Cq[G] 的一个本原理想. 我们用 P (λ) 来表示 L(λ) 的权集 λ ∈ P+.

对于上述的代数同态 ξ, 令

C+
ξ (λ) = {µ ∈ P (λ) | ξ(cL(λ)

µ,λ ) ̸= 0}.

我们用 D+
ξ (λ) 来表示 C+

ξ (λ) 中关于支配序的极大元所构成的集合.

类似地,我们定义 C−
ξ (λ) = {µ ∈ P (λ) | ξ(∗(cL(λ)

µ,λ )) ̸= 0}, D−
ξ (λ)是 C+

ξ (λ)中关于支配序的极大元

所构成的集合.

定理 7 设 P 是 Cq[G] 的一个本原理想, 对应的不可约模为 LP , 则存在 w1, w2 ∈ W 使得

D+
ξ (λ) = {w1(λ)}, D−

ξ (λ) = {w2(λ)}, ∀λ ∈ P+.

Joseph [27] 完全分类了 Cq[G] 的素理想和本原理想. 其后, Hodges 等 [28] 定义了多参数的量子群

Cq,p[G], 其中 q 不是单位根, 刻画了素理想谱和本原理想谱, 从而将 Joseph 的结果推广到了多参数的

情形. 在单参数的情形, 本原理想谱与辛叶片一一对应. 但在多参数的情形, 情况要复杂得多.

于是, 由 Joseph 定理知, L(ξ) 对应于一对 Weyl 群 W 中的元素 w1 和 w2.

猜想 2 (Generic DKP 猜想) 不可约模 L(ξ) 具有一个自然的 Z+ 分次, 其 Hilbert 级数为

Ht(L(ξ)) =
1

(1− t)
1
2 (l(w1)+l(w2)+rank(w1−w2))

.

注意, l(w1) + l(w2) + rank(w1 − w2) 是 Bruhat 胞腔中关于标准 Poisson 结构的辛叶片的维数.

设 A 是一个有限生成的结合代数, H = (hij) 是一个 n 阶反对称的整数矩阵. A 有一组生成元

x1, x2, . . . , xn 满足如下关系:

xixj = qhijxjxi + rij , i > j,

其中 rij 属于由 x1, x2, . . . , xj−1 生成的子代数. 我们称 A 为量子可解代数.

Weyl 代数 A1 是一个由 x 和 y 生成满足关系 xy − yx = 1 的结合代数. 利用反对称的整数矩阵

H = (hij)n×n, 我们可以定义一个拟多项式代数 Aq(H), 它由 y1, y2, . . . , yn 生成, 满足定义关系

yiyj = qhijyjyi, ∀ i, j.

若进一步假设 A 没有零因子, 那么我们可以定义 A 的分式环 Fract(A). 若 Weyl 代数 A1 不能嵌

入到 Fract(A) 中, 则称 A 为纯量子可解代数. 注意, Weyl 代数和拟多项式代数 Aq(H) 均为量子可解

代数且没有零因子.

定理 8 [22] 若 A 为纯量子可解代数, 则 FractA ∼= Fract(Aq(H)).
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对于每个单根 αi,令 Ui 为 Ei 和 K±1
i 生成的子代数, U−i 为 Fi 和 K±1

i 生成的子代数. 设 w1, w2

∈ W, w1 = si1si2 · · · sir 和 w2 = sj1sj2 · · · sjt 是简约表示. 易见子空间

Uw1,w2
= U−i1U−i2 · · ·U−irUj1Uj2 · · ·Ujt

是一个余子代数, 因此, Iw1,w2 = {f ∈ Cq[G] | f(u) = 0,∀u ∈ Uw1,w2} 是 Cq[G] 的一个理想. 令

Cq[Gw1,w2 ] = Cq[G]/Iw1,w2 , Φw1 = {β1, β2, . . . , βr}, βl = si1si2 · · · sil−1
(αil) 及 Φw2 = {γ1, γ2, . . . , γt},

γm = sj1sj2 · · · sjm−1(αjm). 令 Lq(w1, w2)是由 x1, x2, . . . , xr; y1, y2, . . . , yt; z1, z2, . . . , zn 生成的 Laurant

拟多项式代数, 其定义关系为

yiyj = q−(βi,βj)yjyi, 1 6 i < j 6 t,

xixj = q(βi,βj)xjxi, 1 6 i < j 6 r,

xiyj = yjxi, ∀ i, j,

zizj = zjzi, ∀ i, j,

zixj = q−(Λi,βj)xjzi, ∀ i, j,

ziyj = q(Λi,γj)yjzi, ∀ i, j,

其中 Λ1,Λ2, . . . ,Λn 是李代数 g(A) 的基本权.

定理 91) Cq[Gw1,w2 ] 是一个无零因子的纯量子可解代数, 且

Fract(Cq[Gw1,w2
]) ∼= Fract(Lq(w1, w2)).

定理 101) Cq[Gw1,w2 ] 有一个 Z+- 分次的不可约模 V , 其 Hilbert 序列为

Ht(V ) =
1

(1− t)
1
2 (l(w1)+l(w2)+rank(w1−w2))

.

量子超群可以看作为量子群的一种自然推广, 关于它的研究最早也源于理论物理. 量子超群在

很多方面与量子群有着平行的性质, 例如, 量子超群是一类 Hopf 超代数且量子超群也与量子 Yang-

Baxter 方程有着密切的联系. 与量子群类似, 量子超群及其表示理论被深入地应用在数学和物理的很

多分支, 如代数超群、扭结理论、低维拓扑、超几何理论、量子场理论和超弦理论等. 类似于量子群可

以看作为李代数的量子化, 量子超群与李超代数之间存在着平行的关系, 即量子超群可以看作为李超

代数的量子化. 文献 [29] 构造了一个对偶典范基. 这组基在量子 Berezinian 的作用下不变, 从而可以

给出特殊线性群的对偶典范基, 并利用 Borel-Weil 给出了一类 Kac- 模的对偶典范基. 在以后的工作

中, 我们也会研究量子超群的坐标代数的表示.
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Representations of quantum coordinate algebras

ZHANG HeChun

Abstract The representations of quantum coordinate algebras are related to Poisson geometry, combinatorics,

PI (polynomial identity) algebras and cluster algebras. In the present survey paper, we introduce some new

development of the representations of quantum coordinate algebras which emphasizes the correspondence between

the irreducible representation and symplectic leaves of the underling Poisson groups.
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