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摘要    基于热质的概念建立了热量输运的守恒方程, 并得到了考虑热质运动的空间和时间

惯性的普适导热方程, 该方程反映了一般条件下热的波动传递现象. 当热流和温度的空间惯

性以及温度的时间惯性可以忽略时, 所得到的导热定律退化为CV模型, 表明CV模型实质上

仅考虑了热流对时间的惯性效应. 对热波传递和叠加现象的数值分析表明: 当热扰动较小时, 
热流对空间加速的惯性可以忽略, 基于热质理论的热波方程和 CV 模型符合得较好; 但是, 在
描述较大的热扰动时, 由于热流对空间的加速惯性不能忽略, CV模型的求解结果会出现负温

度的非物理现象, 而基于热质理论的热波方程则克服了这一缺陷. 
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在经典传热学中, 描述导热现象的物理规律是

法国数学家和物理学家傅立叶[1]于 1822 年提出的导

热定律 
  (1) ,q k T= − ∇

其中,  q 为热流密度,  T 为温度,  k 为热导率. 此时温

度场的控制方程是抛物型的扩散方程, 隐含了热扰

动的速度是无穷大. 对于通常条件下的导热现象, 实
验结果能很好地符合傅立叶导热定律. 但是随着现

代实验技术的发展, 人们发现在极低温、超快速加热

等物理现象中傅立叶定律不再成立, 热扰动以有限

速度传播, 这就是热波现象[2,3].  
Tisza[4]和 Landau[5]分别预言在液氦Ⅱ中可能存

在以有限速度传播的波状热流, 类似与压强扰动引

起密度变化产生的声波, 称这种热扰动引起的效应

为“第二声”. Peshkov[6]著名的实验验证了这个预言, 
他的实验得出在 1.4 K 时, 液氦Ⅱ中热波的传播速度

为 19 m/s(比 He 中的声速小一个量级). 此外, Brorson
等人[7]测量了热脉冲穿过金属薄膜所需的时间, 从侧

面证明了热波的存在. 总的来说, 关于热波现象的实

验研究由于难度太大而不多见.  
为了解释热波现象, Cattaneo[8]和 Vernotte [9]先后

分别提出了一个修正的导热定律  

 ,qq k
t

τ ∂+ = − ∇
∂

T  (2) 

式中,  t 为时间, 为驰豫时间. 对于一般的介质, 
小于 10−10~10−14 s. 此方程通常被称为  CV 模型. CV

模型联合能量方程得到的导热微分方程为 

τ
τ

 
2

2
2 ,T T a T

t t
τ∂ ∂+ = ∇

∂ ∂
 (3) 

其中 , / va k cρ= 是热扩散率 . 该方程为双曲型, 从

而使得温度场中热扰动的传播速度为有限值. CV 模

型的一个重要特点是认为导热过程中能量是以波的

形式传播的, 即热波传递现象, 而不是傅立叶定律所

指出的扩散形式. 因为 比较小, 通常条件下(2)式可

简化为傅立叶导热定律(1)式, 但是, 当热流随时间的

变化很大时(例如激光热脉冲)则会体现出热的波动传

递性质.  

τ

此后, 很多学者基于 CV 模型对快速瞬态导热的
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非傅立叶效应进行了理论分析和数值模拟, 见  Xu 和

Guo[10], Antaki[11], Cho 和 Juhng[12], Fan 和 Lu[13]以及

Zhang 等人[14]的工作. Tang 和 Araki[15]则提出了测量

驰豫时间的方法. 然而, Bai 和 Lavine[16]以及 Körner
和 Bergmann[17]指出基于 CV 模型的导热波动方程在

一定条件下会产生负温度的非真实物理现象.  
在最具代表性的 CV 模型中, 热流对时间的导数

项意味着热流的建立要比温度场的建立滞后一定的

时间 , 代表着某种“热惯性”. 实际上 , Nernst[18]于

1917 年就曾预言处于低温下的热良导体内可能有足

够大的“热惯性”而产生“热振荡”. Onsager[19]于 1931
年指出傅立叶导热定律在描述导热过程时忽略了热

流加速所需要的时间, 这一观点也隐含了热的传播

具有“惯性”. 通常表征物质惯性大小的物理量为质量, 
而传统上热在物理内涵上仅具有能量的含义. 过增

元等人[20~22]将爱因斯坦质能关系引入声子气模型并

提出了“热质”的概念, 认为热量运动具有质量属性, 
并通过牛顿力学原理建立了热质的运动与传递的守

恒方程. 在以前的热波现象研究中主要是从修正傅

立叶导热定律的唯象模型出发, 现在由于考虑了热

的质量属性则可以基于牛顿力学研究热量输运的波

动效应. 本文基于热质概念建立热质输运控制方程, 
该方程在一般条件下为具有阻尼的波动方程, 基于

热质波动方程研究热波传递现象并同CV模型进行对

比, 对热波传递和叠加现象的数值计算结果表明, CV
模型在一定条件下会得出负温度的非物理结果, 相
同条件下基于热质理论的热波方程则满足物理真实

性要求.  

1  基于热质理论的热波方程 
在狭义相对论的动力学理论中, 物体具有的质量

和能量属性是统一的, 其关系由爱因斯坦质能关系式

描述. 在基于热质概念的理论中, 热能的当量质量也

可以通过引入爱因斯坦质能关系式来定义, 即[20~22] 

 2 ,v
h

c T
c

ρρ =  (4) 

其中, hρ 为热质的密度, ρ 为物体的密度, cv  为物体的

定容比热, c 为真空中的光速. 当固体介质中存在温

度梯度时, 热就会从高温流向低温, 热质就具有宏观

运动速度, 即漂移速度. 热质的运动速度可以从传热

学中常用的热流密度导出, 即 
 h hq uhρ= 或 ,v hq c Tuρ=  (5) 

其中, 为热质流量, ; 为热质流动速

度; q为热流密度. 可见, 在引入热质的概念后就可以

类似流体力学那样基于牛顿力学原理建立热质流动

的控制方程来研究热量传递问题.  

hq 2/hq q c= hu

考虑均匀导体中的一维导热过程如图 1 所示. 热
质在流动过程中满足连续性方程  

 0.h hq
t x

ρ∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (6) 

将(4)和(5)式代入(6)式可以得到  

 0,v
T qc
t x

ρ ∂ ∂+ =
∂ ∂

 (7) 

(7)式是能量守恒方程, 即热质理论的连续性方程与

能量守恒方程等价.  

 
图 1  热质在导体中的输运过程示意图 

 
对于体积微元  dV=Sdx 内的热质运动, 根据力学

平衡分析, 热质受到来自热质压力差引起的驱动力

dFh 和来自介质内部的阻力  dFr, 由于热质在加速运

动, 因而还受到惯性力作用 dFi, 三者分别表示如下  

 
d dd d 2
d d

h
h h v

p T d ,F V c
x x

γρ= = − V

d ,

 (8a) 

 d r h h hF u Vξ ρ= −  (8b) 

 
( ( (

,
) )

d dh h h h h h
i h

D u u u
F V u

Dt t x
ρ ρ ρ∂ ∂

= = +
∂ ∂

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

)
dV  (8c) 

其中, γ 为固体的格留乃森常数. 热质所受阻力采用

粘滞阻力公式, 即阻力与物体运动的速度成正比, 比
例系数为ξh. 热质运动的惯性力体现在两个方面: 一
是热质运动速度随时间发生变化, 即时间惯性; 二是

热质运动速度在空间发生变化, 即空间惯性. 根据牛

顿第二运动定律 dFi=dFh+dFr, 可以得到 

 
( (

2
) )h h

h h v
h hu u T

u c
t x x

ρ ρ
γρ ξ ρ

∂ ∂ ∂
+ = − −

∂ ∂ ∂ h h hu , (9) 
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上式即为热质运动的动量守恒方程.  
当所有惯性力可以忽略时, (9)式退化为经典的

傅立叶导热定律[22]. 当惯性力不能忽略时, 导热过程

则不再符合傅立叶导热定律从而体现出非傅立叶效

应, 从这个角度来看, 傅立叶导热定律描述的实际上

是热流阻力和驱动力的平衡关系式.  
若忽略所有的惯性力, 则热质的动量方程可简

化为  

 2 v h h
Tc u
x

γ ξ∂ + =
∂

0,  (10) 

由傅立叶导热定律, 可以得到  

 
2 22

,h v
h

c c
k

γ ρξ =  (11) 

联立(4), (5), (9)和(11)式, 得到 

 
h

( ) ( )
 v v

h h

q qq u
t x

c T c T Tu u
t x

τ

ρ ρτ

∂ ∂⎛ ⎞+ +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂ ∂⎡ ⎤− + =−⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

,k
x∂

 
(12)

 

其中, 特征时间τ =a/2γ cvT. 对常规的导热条件, 特征

时间的量级在 10−10~10−14 s, 和CV模型中的驰豫时间

在同一量级, 热流的变化率在该时间量级时才表现

出热波现象. τ 表征介质对热质运动的阻力性质, 它
决定于介质的物性和温度, 和 CV 模型中的弛豫时间

不同. (12)式为基于热质理论得到的普适的导热方程, 
由于方程左侧相对于傅立叶导热定律增加了热流和

温度分别对时间和空间的导数, 基于热质理论得到

的导热方程是双曲型的波动方程. 公式左侧第一项

对应的是热质流动的阻力, 公式右侧一项对应的是

热质驱动力, 另外 4 项对应的是热质运动的惯性力.  
基于热质理论的导热方程(12)式中的 4个惯性力

项从物理机制上来看可以分成两部分: 一部分是与

热流和温度对时间的惯性相对应 , 即 q tτ ∂ ∂ 和

[ ( ) ]h vu c T tτ ρ∂ ;∂  另一部分是与热流和温度对空间的

惯性相对应 , 即 hu q xτ ∂ ∂ 和 [ ( )h h vu u c T xτ ρ∂ ∂ ] . 将

(12)式与 CV 模型(2)式对比发现, 当热流和温度的空

间惯性效应以及温度的时间惯性效应可以忽略时 , 
(12)式即退化为 CV 模型, 这说明 CV 模型实际上仅考

虑了热流的时间惯性效应. 当热流的作用时间非常短

而温度梯度不算太大时, 以上简化是可以接受的. 但
当温度梯度很大从而热流密度非常高时, 热质运动的

速度也会变得非常大, 使得热流和温度的空间惯性效

应以及温度的时间惯性效应变得非常大. 在这种情况

下, 热流和温度的空间惯性效应将会变得比较明显, 
从而 CV 模型不再能用来描述这样的导热过程.  

2  热波传递问题的数值求解 
考虑一个一维的热波传递问题, 如图2所示,  y和

z 方向为无限大;  x 方向的长度为  L, 不妨令  L=1; 物
体在初始时刻的温度  T0 是均匀分布, 初始时刻后两

边界的温度同时降到  Tw并保持不变. 这样, 左右两个

边界的热扰动会激发两个热波向导体中间传递并发

生叠加.  

 
图 2  热扰动传播问题示意图 

2.1  CV 模型的求解 

首先对方程做无量纲化, 令  
* 2 /t tυ= a * /, x x aυ= , , *

0/T T T=

其中, /aυ τ *t= . , *x 和 是无量纲化后的时间、

位置和温度, 将其代入 CV 模型(2)式中并联立能量方

程(7), 得到无量纲导热方程  

*T

 
2 * * 2 *

*2 * *2 .T T T
t t x

∂ ∂ ∂+ =
∂ ∂ ∂

 (13a) 

问题的初始条件为 

 , * *( ,0) 1T x =
*

*
* ( ,0) 0T x

t
∂ =
∂

, (13b) 

边界条件为  

  (13c) * * * *(0, ) (1, ) 1 ,T t T t A= = +

其中, 0( ) /w 0A T T T= − .  

对方程(13a)离散化 , 空间域采用中心差分 , 时
间域采用向后差分, 则得到数值求解无量纲 CV 模型

的一组封闭代数方程.  

2.2  热质方程的求解 

基于热质理论的导热方程(12)包含有温度 T 和热

流密度 q 两个未知数, 为了封闭问题还需要联立热质
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0

的连续方程(6)或(7). 由于(12)式等价于(6)式联立(9)
式, 为了简化问题我们数值求解(6)和(9)式来获得温

度分布.  

* * * *
* * *

* * * * 0q q q TT q T
t T x x

∂ ∂ ∂+ + +
∂ ∂ ∂

= , 

 : * 0x = *

0
1wT

T A
T

= = + , 
*

* 0q
x

∂ =
∂

,  (14b) 由于初始时刻整个温度场是均匀的, 所以初始

热流为零 , 即 ; 边界上应用 (7)式 , 并且由0|tq = =

| 0w
T
t

∂ =
∂

得到 | 0w
q
x

∂ =
∂

.  
* 1x = : *

0
1wT

T A
T

= = + , 
*

* 0q
x

∂ =
∂

, 

* 0t = : , . * 1T = * 0q =因此对于热波传递问题, 热质方程组及其定解

条件可写为 对方程(14b)离散化, 空间域采用中心差分, 时间域采

用向前差分, 可得到数值求解无量纲热质方程的一

组封闭代数方程.  
0,v

T qc
t x

ρ ∂ ∂+ =
∂ ∂

 

2
2 0v
v

v

c Tqq q q Tc T
t c T x x k

ρρ
ρ

∂ ∂ ∂+ + +
∂ ∂ ∂

= , 3  数值结果与分析 
对于图 2 所示的热波传递和叠加问题, 我们在边

界扰动温度分别为 T w
*=0.9, T w

*=0.5 和 T w
*=0.3 的情况

下分别求解 CV 模型和热质方程, 通过不同时刻的温

度分布讨论热波传递和叠加现象.  

 : , 0x = wT T= 0q
x

∂ =
∂

,  (14a) 

x L= : , wT T= 0q
x

∂ =
∂

, 

0t = : , , 0 0( )wT T T T= > 0q =
当热扰动比较小时, Tw

*=0.9(A= −0.1), 图 3 给出

了 0.1, 0.4, 0.8, 1.2 时刻 CV 模型和热质方程求解出的

温度分布. 两侧边界温度的突然降低会产生两个温

降波峰并各自向前传递, 在 0.8 时刻两个波峰已经相

遇并产生叠加. 对于温度场波峰的前进以及整个温

度场的分布随时间的变化, 热质方程的结果与 CV 模 

令  * 2/( / ),t t L a= * / ,x x L=   

L), 代入到(14a)式中得到无量纲化的热质方程组及

其定解条件 

*
0/ ,T T T= *

0/( /vq q ac Tρ=

* *

* * 0,T q
t x

∂ ∂+ =
∂ ∂

 

 
图 3  Tw

*=0.9 时不同时刻的温度分布 
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型的结果十分接近, 其中基于热质方程的数值解结

果表现出的微小波动原因在于使用显式格式离散方

程. 当热扰动和热流都比较小时, 热流在空间加速的

惯性可以忽略, 所以基于热质理论的热波方程和 CV
模型能够比较好地符合. 

当 Tw
*=0.5(A= −0.5), 图 4 给出了 0.1, 0.4, 0.8, 1.2

时刻 CV 模型和热质方程求解出的温度分布, 由热质

理论和 CV 模型解得的温度扰动无量纲传播速度基本

相同, 并且都没有出现负温度的物理不真实解, 但是

求解CV模型得到的温度分布比求解热质理论得到的

温度分布要陡一些. 也就是说, 热质理论的热波方程

获得物体在扰动初期的温度下降要慢一些, 这正是

由于热质理论方程中热流在空间传播时由于加速需

克服惯性力所导致的.  
当热扰动很大时, T w

*=0.3(A = −0.7). 图 5 给出了

0.1, 0.4, 0.8, 1.2 时刻 CV 模型和热质方程求解出的温 

 
图 4  Tw

*=0.5 时不同时刻的温度分布 

 
图 5  Tw

*=0.3 时不同时刻的温度分布 
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度分布, 由热质理论和 CV 模型解得的温度扰动无量

纲传播速度基本相同. 同样, CV 模型得到的波峰后

沿温度分布较之热质理论得到的要陡, 并且从图 5(c)
和(d)可以看到, CV 模型的结果在两个温度波峰叠加

时温度会出现负值, 这是非真实物理现象, 也反映了

CV 模型在描述较大的热扰动时的缺陷, 这和文献[16]
的结果相同. 而求解热质理论得到的结果则不会出

现负温度, 因为热质理论方程中较大的热流加速和

温度急剧变化都具有惯性, 导致在热扰动较大时这

种惯性会使得温度分布变化较之  CV 模型平缓. 根据

热质的定义和状态方程[22], 在基于热质理论的波动

方程中温度以热质密度表征, 当热质中产生热波时, 
热质密度表现出稠密和稀疏的分布, 由于热质密度

不会降为零, 更不会降为负值, 从而温度也不会变为

负值. 可见, 在描述较大的热扰动时, 由于热流的空

间加速惯性力不能够被忽略, 基于热质理论的普适

导热定律克服了CV模型出现负温度非物理现象的缺

陷, 基于热质理论的普适导热定律优于 CV 模型. 

4  结论 
1) 基于热质的概念建立了热量输运的守恒方程

并得到普适的导热方程. 在惯性力可以忽略时该定

律退化为傅立叶导热定律. 傅立叶导热定律的物理

本质是热质流动阻力和驱动力的平衡关系式, 而非

傅立叶效应的本质是由热质的惯性效应引起的. 
2) 基于热质理论的导热方程包含了热流和温度

分别对时间和空间的惯性项, 当热流和温度对空间

的惯性效应以及温度对时间的惯性效应可以忽略时, 
普适导热方程即退化为 CV 模型, 反映出 CV 模型物

理实质上仅考虑了热流的时间惯性效应. 
3) 对热波传递现象的数值计算表明: 当热扰动

和热流都比较小时, 热流在空间加速的惯性是可以忽

略的, 基于热质理论的热波方程和 CV 模型符合得很

好; 在描述较大的热扰动时, CV 模型的结果在两个温

度波峰叠加时会出现负温度的非物理现象, 而基于热

质理论的热波方程则克服了 CV 模型的这一缺陷, 此
时由于热流的空间加速惯性力不能够被忽略, 基于热

质理论的热波方程较之 CV 模型更符合物理真实性.  
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