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伴随鞍结点分支的非通有异宿轨道的存在性
*

朱德 明
( 华东师范大学数学系

,

七海 2仪幻巧2 )

摘 要

通过发展指数三分性理论和建立主法向坐标
,

对伴随鞍结点分 支的非通有异宿

轨道的保存条件导出了相应的分支方程和分支图
,

并给出了具体的例子
.
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1 预
·

备

近年来已有大量的文章研究高维系统的同宿
、

异宿分支
.

但由于伴随奇点分支的同宿
、

异

宿轨道的分支问题要困难得多
,

故这方面的工作尚屈指可数【1一 3]
.

本文将文献【4
,

5] 处理连接

双曲鞍点的异宿轨道和异宿流形在摄动下保存间题的方法进一步改进并推广应用到伴随鞍结

点分支的异宿轨道的保存 问题
.

为此
,

我们必须首 先发展指数三分性理论
,

并依此在异宿轨

道的邻域建立主法 向坐标
,

然后通过沿着主法 向度量稳定流形和不稳定流形间的距离来解决

异宿轨道的保存问题
.

与已有文献相 比
,

本文的方法适用范围更广
,

而且所得分支函 数有较强

的可计算性
.

考虑 C
r

的 n 维系统
、又

,

二 G (、 、
,
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,
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其中
; > 3

,
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,

召` J
,
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’
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,
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,

t
,
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,
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t + T
, , ,
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t
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,
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(1
.

2)式有异宿轨道 r = r (r )
,

r ( + 的 ) = 守
,

厂 (一 的 ) = 尸
,

记 d im 畔
一「

,

d im叫 一 s 一 ,

d im衅 = u ` ,

d im毗
= S + ,

d im叫 二 c 十 ,

其中 吧
,

w二
,

w二分

别表示
x 的不稳定流形

、

稳定流形和中心流形
.

设

( H
,

) “
一
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= u +
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= l
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其中不
、

M 表示 M 在
、、
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空间
.

(H
l

)隐含着 p 是双曲鞍点
,

、 有 1维中心流形
·

(H
Z

)隐含着 厂是沿 w 孑趋近 q 的
,
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通有 的假设
·

而 厂沿 吧 趋近 。 的情况则是通有 的
,

我们将另文 考虑
.

由于 当 「 > 矿 +l
时

,

w菜和 w 毒横截相交
,

因而是平凡的
.

限于篇幅
,

本文只考虑 q 是鞍结点的情况
.

当 q 是超临界 ( t ar ns cr it ica l) 和叉型 ( iP t ch fo r
k)

奇点时
,

下面的讨论基本适用
,

只需将奇点分支部分稍作相应的变动
.

定义 L l 设 D F (q )有一个零特征值
,

其相应的特征向量为
e ,

E 为由
。 张成 的子空间

, 二

是值域 为 E 的投影
,

则 当动刀 (q
,

t
,

O
,
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,
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, : ,
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,
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,
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点
, :
为 q 的控制参数

.

l

记 拜= 明
,

}川二 l
,

刀= O( 的 + O (s)
.

与文献【21 的容许坐标相类似
,

可证存在独立于

的 C
r 一 , 变换

,

使在 p 的邻域 U ,
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.
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,

几
,

g , ,

刀` C卜 2 ; 而 在 叮的
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。
中 (l

.
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二二人
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,
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.
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仕 3 )和 ( 1
.
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, : ,

拜是 C
r 一 ’
的

.

将 ( 1
.

4) 式的摄动项视
.

为 ( w
,

t
, : , 。 ,
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,
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.

1
,
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,

o
,

o
,
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,

h ((0z
,

O
, :

)
,

r
, : , 。 ,
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)
,
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,
“

,
“

,

叮) = o =( 勺
,

i = 1
, ·

2
, v = f, 9

.

(一 6 )

为了在 厂的邻域建立法向坐标
,

我们还需要关于指数三分性的一些理论准备
.

考虑

交二 (tA )x
,

妊 r : .(l 7)

用 X( t
,

0)t 表示其主矩阵解
,

满足 X(t
。 ,

o)t = .I

定义 1
.

2 称 (l
.

7) 式在区间 J 上具有指数三分性
,

若存在常数 K 妻 1
, 二 > 。 > O及投影 cP ()t,

s(P
t )和 凡 ( r )= I一 cP (r )一只 (r )

,

使当 r
,

s ` J 时
,

x ( t
, s

)rP (S ) = p
。

(t )X( t
, s
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,

t ) s ; v = c , u , S ,

IX( t
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, s )只 (s )】簇 K e 一 “ 一 ` ,, t ) s ,

}X(
s ,

r
)uP (r )}蕊 K e 一 “ “ 一 ` ’ ,

r ) 5
.

特别地
,

当 cP (O二 O时
,

称 ( 1
.

7) 式在 J 上具有指数二分性
.

考虑 ( 1
.

7) 式的伴随方程

交= 一 月*
(r )x

,
x e R

” ,

( 1
.

8 )

其中
*
表示转置

.

可以证明

引理 1
.

1 设 J = 尸
,

i 二 +
,

一
,

系统 (l
.

7) 在 J 上具有指数三分性
,

其相应 的投 影为 p 忿()t
,
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尸; ) t (和 代 ) t (
,

则 (l
.

8) 式在 J 上亦具有指数三分性
,

且具有相同的常数 长
: 和 6 ,

而其相应的投

影 cP ( t )
,

只(r )和 几(r )分别为 p 忿
’

(r )
,

尺
`

( r )和 只
’

( t )
.

记 E (b
,
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x ( t )!
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卜 叨 }
,
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, r ,
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,

…
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,
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,
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,
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.

下记 id m叭尸: (0 )二洲
,

i 二 十
,

一
,

。二 c , s , 。
.

由 H i lbe rt 空间投影算子理论
,

不难证明 下面

的引理及其推论
.

引理 1.2 设 (l
.

7) 式在 R
+

和 R一上具有指数三分性
,

分别具有常数 K
; , : `

和 氏
,

=1 1
,

2,
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.
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}
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a x
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}
.

则 ( i )当 d im( 叭 p户(0 )自 叭 p J (0 ))一 e 时 ,d i (nI 叹 p
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,
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,

l
,
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) 中恰
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,

(r )
,

…
,

少
J

( t )
.

i( i ) 当 d im (叭 (月 (o ) + +CP (o )) 自 叽 g (0 )) = c 时
,

d im

(叭群
,

(0) 自 叭 g
*
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垒d 一 。 十 ,

即 (l
.

8 )式在 (E : ,

1
,

)R 中恰有
。 个线性独立的有界解 必

.

(t)
,

“
· ,

价方)
.

推论 1
.

1 设引理 1
.

i2( )
,

ii( )的条件同时成立
,

则 ( 1
.

8) 式在 E恤
,

1
,

)R 中恰有
已 个线性 独

立 的有界解 州)t,. 一 似 .)t 当 ` ) 0时
, `

引门属于 (叭 (卿 ()t 十尸户())t ) {
; 当 `毛 0 时

,
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.
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,
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,
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…
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价
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.
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仲
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,

…
,

价
、
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` ; 当 r毛 o

时
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1
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,

…
,

沙
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.

并且 s p a n

伸
1
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,

…
,

少d (0 ) }二 (叽君 (o ) + 叽只
`

(0 )) ’
.

下记 月( r ) = D厂 (r (r ))
,

则由 ( 1
.

3 )和 ( 1
.
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,
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,

时
,
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,
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*
= (0

,
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,
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、
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B
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、
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、
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,
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O
,
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O B
、
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尸

劲
,

A (

一(
O OA00

引理 1.3 设 (A )t 二 D (F 厂 (t ))
,

且 ( H
I

)
,

(H
Z

)成立
,

则 (l
.

7) 式在 R
十

和 R
一

上具有指数三分

性
,

只
一

()t = 0
, 。 = 1

,

从而引理 1
.

1
,

1
.

2 和推论 1
.

1成立
,

且可定义投影算子
·

使叭君 (t) 二 rT
《 , )

w ;
,

叭 (!.P ( r ) + 几 ( t ))二 T r 川叫
’ ,

叽 p J ( t ) = T
r ( , )评厂

, S p a n

{价
l

( t )
,

’
` ,

价
J (̀ )卜 ( T

。 川 w二+ T
。 、 , )w言) C

(T
r 。, , r ) }

.

证 由文献 16] 知 ( 1
.

7) 式在 R
十

和 R
一

上具有指数三分性
.

其余结论可由推论 1
.

1导出
.

2 分支方程和分支图

现在我们沿着 厂的主法向来度量 w琴和 w二在扰动下的距离
,

并导出分支方程
·
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设 ( H
、

)成立
, : 是鞍结点 q 的控制参数

,

则易见 当 O < 二

《 l
,

回《 1时
,

(l
·

1 )式在 p产 邻近

恰有 3 个双曲 -T 周期解 几
、

: ,

q
十

= 《
:

和 q一 q沂
￡ ,

满足 几
:

二 p 十口
,

嗬
。
= 呱

￡

= q
,

q +
= q + (0

,

o
,

又沪

十 o( 幻
,

。一 q + (0
,

o
,

一 幻
* 十 O恤)

,

其 中 又= h(
q

灯
口,

凡
:

与 p 的稳定性相 同
.

今在
、时 空间取

t =t
。
平面

,

并仍用 几
.

: ,

召和 才表示轨道 几
. 。 ,

q 和 可与此平面的交点
,

i 二 十
,

一 用 w 梦
,

w :和

w ;
`

分 别 表 示 可和 几
.

。

在 时 间 为 T 的解 映 射 p抓0)t 下 的 稳 定 流 形 和 不 稳 定流形
,

则

d im w气= s 十 + l
,

d im w 毛= s + ,

d im w 竺= “ 十 + l
,

d im w +u = “ + ,

d im w鑫=
u一

在 q 的邻域 U
、

内过 p行 厂 (0 )全(x 。,

o
,

0) 作正交于 0rT (r )t 的局部横截面
二 C U

q ,

,x0t 一 汉

记 月二 w毒自
二 ,

鱿= w 纂自
二 ,

g 二
衅自

二 ,

耳 二
肥 自

: ,

L
。
二吧

￡

自
兀 ,

尸 一 s p a n {沙
!
(0 )

,

…
,

价u(0 )}
,

其中 吧是 q 十 的强稳定流形
.

由 ( l
·

4 )式易知 月一 {(
x ,

0
,

o卜
二 : }x }<< l }

·

而 由引理 I
·

3
, “ = s p a n

{公
,

几月
,

瓜鱿}自 U
, ,

且在 ( E勺
’
中 月一 (瓜理)自

二 和 从鱿横截相交
·

故 当 : , “
充分小时

,

双与 L
。

在 (尸丫 中的投

影在 0P 附近横截相交
,

从而在 x = x o
附近存在唯一的 *x

,

使尸二 (x
* ,

yu
,

=u )= 0P + 伏幻十你声uL
,

式二 x(
* ,

厂
, :

:卜 0P 十 o( 幻+ 0 (s)
任
双

,

丫 一买 ) e 尸
,

=i 十
,

一 由引理 1
.

3 和推论 1
.

1
,

当 t ) O时

沙u(t )e 叭g
*

()t
.

再由 (l
.

9) 式知 叭对
*
()t 可取为 { (x

,

y
,

:) : x = y = 0}
.

因此当 t ) 0 时可取 沙刀 )

二 (0
,

0
,

l )
*

.

记 ( l一 )式的过 p
“

和 p )的轨道方程为 q
u

(r
,

to) 和 q: (r
,

ro)
,

满足 q
“

(r
o ,

ro) = p
u ,

《 (r
o ,

to) = 买
,

q
“

( t
,

t公= 厂 (r 一 ro) + 又q艾(t ) +
。q菩( r ) + O (

:
) +

o
住)

,

q : (r
,

t 。 ) = f ( t 一 ro) + 又q女(r )+
。 q ; (r ) + O (“ ) +

o
移)

.

由前可知
,

q广( + 田 ) = (0
,

O
,

l )
* ,

q万( + 的 ) = (0
,

O
,

一 l )
* ,

q ;( + 的 ) = 0
.

因为 厂 一对
〔 尸

,

j = +
,

一
,

故可表

厂一对一公价
,

l(0)
一 ’ (沙

,*

(0) 伊 一 p加功,(0)
.

(2
.
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d仄t。
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拜)二 沙
。*
(O)伽

“
一夕了)

,
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.
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d ij
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,
“

,

拜)二少
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(t 一 to) (、

“

(t
,

to) 一 、了(t
,

t公)

= 又(下卜 7 {) +
。 (』卜 d : ) + O (

“ ) + o
仓)

,

其中 7 }
’
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,* (r 一 ro) q兰(r )

,

0
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O)叮
.
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,

…
,
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.

= O
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{( t
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,
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, v 一 u ,

j
,

满足 讨一 o
,

3犷一价
、*

(r 一 to) q (r ( t 一 ro)
,

3 )

t
,

由推论 1
.

1
,

当 t ~ 士 的 时 认(O指数级地趋于零
,

故 衅(t 0) = 下尹(一 co )

衅(t 0) 一次(t 0) = M芯(0t )。
,

其中 j = 十
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一
,
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,
!

一
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,
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八、今
、

另一方面
,
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,

下了(t 0) = 下了( + 的 ) 二 1
,
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端( t o) 一乙吞( to) = M匀(
to) 叮

,

其中

、 、 !。一

丁几
* , (! )、 ( r (! ,

,
!

一
0

,

0” !
·

(2
.

5 )

注意到 当 r ) o 时
,

沙尹( t )G
。

( r ( ; )
,

r + t 。
,

o
,

o ) 一 D户
2 ((贾(t )

,

o
,

o )
,

r + t。
,

o
,

0
,

。 )
,

且当 r ~ + 的时
,
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双 O指数级地趋于零
,

故由 ( 1
.

5) 式知 当 t ) + 拢 时 功入)t G江(r t )
,

t 十 0t
,

0
,

0) 指数级地趋于

零
.

由推论 1
.

1
,

当 t , 一 的 时 丸 ()t 指数级地趋于零
.

所 以广义积分 M尔0)t 收敛
.

于 是山

( 2
.

1)一 ( 2
·

3 )式
,

尸
“
一对= 0 等价于

M汉
`。)拜+ o ( : ) + o

(
。 )一 o

,

i一 l
, 二 、 d 一 l

,

(2
.

6 )

一户 十

风 (t #0) 十 o( 劝十 o(e =) .0 (2 7)

我们称 (2
·

6)
,

.(2 7) 式为伴随鞍结点分 支的非通有异宿轨道的分 支方程
.

不难 看出
,

M公是

独立于 j 的
,

故下面略去下标 j
.

记

对
“

(r
。
) = (M

,

;( t o)
,

…
,

M井
.

( r
。
))

.

(2 8)

由隐函数定理即得 下面本文的主要结果
.

定理 2
.

1 设 (H
I

)
,

(H Z)成立
,

d = n + 1一 。 一 、 十 ,

。 ) d
, : 是鞍结点 q 的控制 参数

,

存在 .t)

使得 丫仇) 的秩为 d 一 1
,

又二 (认洲
口 ,

当 : ) 0
·

则当 “ < O时 (l
·

1) 式在 q 附近不存在周期轨道
,

因而在 厂邻域亦无异宿轨道 ; 当 , ) O时
,

在 R `
原点邻域存在 l 张 川 一 d + 1维 rC

’
超曲面

万 ( r
。
) :万= 召伽

* ,

to) = O (。)
,

其中 沪 。 R 阴 一 J 十 ,

和砂 R J 一 ’
的分量是 。 的分量的重新排列

,

而在 。 一 d + 2 维 、 一 广 空间的原点

邻域存在两张 。 一 d 十 1维 Cr
一 ’
超曲面

几:又二又
,

扭
* ,

t。 ) = , M: ( t
( )

)召 + o ( I#
*

l)
,

(2 , )

所 (H t 0 )
,

j 二 +
,

一
,

使当以
,

# *

)位于不同的参数区域且 # 6 H .(t 沙时
,

映射 尸 ,(t 0) 在 r 邻近有 如

图 1所示的 8种不同的拓扑结构
.

注 2
.

1 在 图 1中设 广 是 1维的
,

并且 sg n( M公(0)t 川 = sg n
广

·

若改 写 曲面 右 的 力
一

程

(2
.

9) 为 : =
叮f月

* ,

t o)/ 气
,

则 仁与鞍结点分支曲面
: = O二 阶相切

.

在 : ) O的半空间 I几亦 可得

到相应的 (a) 一 (h) 8 个不同的区域 (集合 )
.

粉十
( ,、 )

轩
( e )

` 5

、

!公
3

井
i)

一
,

一 万

—
()

—
l

—
刀

松妇共廿介牡

图 l 当 子̀任H ( 2
0
) 时在 办户 空 帅l的分 支图

3 应 用

考虑 4 维系统
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父
1

一
二 ,

+x : + 厂
,

父: = x Z+ 儿
,

又3 = x 3一 2 x l x 3 + 拜l x

{+ # 声梦0 5 , r
,

凡二 一 x 军一 g (x
1

卜
;
+ : + 拜,x( ; + x ;) + 户声

:
x(

, + b) ,
,

(3
.

1)

其中厂

当 y (

“ 口
,

关= 关(x
,

r
, : ,

户)
,

关((0
,

o
,

0
,

凡 )
,

t
,

:
,

# ) = O (对)
,

i = l
,

2
, x = (x

、 ,

…
, x
刁

,

“ = 扭
、 ,

召J
,

1
,

。
, 、 。 、 , ,

_

1 ~
, 、 ,

l
、 , , . 、 _ , , . , 、 _ :

寸下 3

二子 口J
,

g )U ) = U ,

习 y ) 二丁 口」 ,

g )U ) = y 沙一 二于 )
一

妙十 a )
`

)U 十 D )
’

, a = ~一又一一
-

一 : 刃
.

、

石 乙 乙 J `

尹~ , 二
7

。一 l + 3。 一寸 , 5 一

言
·

当 : = 召 = O时
,

(3
.

1) 式有奇点 p = (l
,

o
,

O
,

0)
,

q 二 (0
,

0
,

0
,

0) 及连接它们的异宿轨道 厂=

{x(
、
(t )

,

O
,

o
,

O)}
, x 、

( t ) = 占必+ (l 一 占卜丁
’ , x ,

( + 的 ) = 0
, x t

(一 ` ) = l
, x .

(0 ) = 吞<< 1
.

户的特征值为 l
,

l
,

一 l
,

一 3 ( 2寸万万 一 5犷
,
(2寸下 一 3丫

,
.

、 的 特 征 值 为 一
,

一
,

一
,

o
.

c = c +
= l

,

s + = l
,

“ 十
= “ 一 二 、 一 二 d = 2

.

易见 以 为鞍结点 q 的控制参数
,

且 (3
.

1) 式 已具有 (l
.

4) 式的形式
.

记 艺一 In 。一 In ( 1一 。) < 。满足 二 1

( :
。
)一粤

.

经简单积分运算可得 沙
l
(: )一 (0

,

o
,

只r ), o )
, ,

价、 , )
’

一
’ - - -

一
、 - 一 产

一
’

~
`

一
” 、 一 ’ 夕

2
-

一
`

一

” ”
` ’

一 ”
` ” 了 ’ 、 一产 、 一 ’ 一 ’ J 、

’ /, 一 产 ’ 丫 八` 产

= (0
,

O
,

0
, : (r ) )*

,

其中

夕(!卜
。· p (
一

2

卫
二 (` )d s

卜 ` 2一。 · (卜 ` )·。一

·
(!卜二p

(卫
。 (x

1

)d
s

)
-

号
( ,一。

1+ ”“ x(
1+ ·

,
’ ,

当 r < r 、 ( l 当 r ) r l
)
,

洲 = (占/3 ( l 一占)
,

o )
,

73 1 17 一
.

1
_

一
_ 。

.
_

、 △ _

丽
一

丽 v ” +

丽
tz v ” 一 j )’ , n z

少
一 (u

,
.

” ,
ù
日卜卜
/卜尸、9J

引 |拜M军

于是 H ( to) = {伽
! ,

。一 。扭2 )二 o扭; ) }
,

jL = {又二在
= 凡扭J 一 j人, 2+ o扭 ; ) }

,

从而在 不。 2
平

面的原点邻域有图 1所示的分支图
.

若改 上 面 第 三 个方程 右 端 为
二 3+ xZ lx 3十儿满足 儿( (0

,

0
,

0
, x

4)
,

t
, : ,

川 二 b (x办
,

则
c 二 c + 二 、 干 = 、 一 = d 二 1

,

矿 二 2
, “

一 3
.

此时 汽 ()t 和 M丁即 为上 面 的 姚 ()t 和 M竺
,

且 在 不拜空

间原点邻域存在两个 2 维超 曲面几: 又二 j如
2+ o( 网今

,

使系统在相 应的参数区域内在 厂邻近有

如图 1所示的轨道结构
,
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