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4度 1-正则图的一点注记

徐明曜
(北京大学数学研究所, 北京 100871)

摘要  一个图叫做 1-正则的, 如果它的自同构群在它的弧集上作用正则. 给出了 4 度 1-正则循环

图的分类, 并且给出了 n阶 4度 1-正则循环图的同构类的个数.

关键词  1-正则图  循环图  正规 Cayley 图

对于有限无向简单图 X, 用 V(X), E(X), A(X)和 Aut (X)分别表示它的顶点集合 边集合

弧集合和全自同构群. 如果 Aut(X)在 V(X), E(X)或 A(X)上作用传递, 则 X 称为是点传递 边

传递或弧传递的. 如果|Aut (X)| = | A(X)|, 则弧传递图 X叫做 1-正则的. 显然, 1-正则图必连通.

给定群 G(写成加法形式)和它的一个满足 S = −S和 0∉S的生成子集 S. G关于 S的 Cayley

图 Cay(G, S)定义为具有顶点集合 G和边集合{{g, s + g}|g∈G, s∈S}的图. 循环群的 Cayley图

叫做循环图.

对于未加定义的群论概念, 可参看文献[1].

本文考虑小度数的 1-正则图. 明显地, 2 度 1-正则图是圈, 因此, 最小度数的非平凡 1-正

则图是 3度的. 第 1个 3度 1-正则图的例子是由 Frucht[2]给出的. 其后, 在文献[3, 4]中又给出

了若干新的例子. 有理由相信, 3 度 1-正则图是很稀少的. 至于 4 度 1-正则图, 目前还很少被

人研究. 就作者所知, 在文献上只能找到两个这类图的无限族. 它们是赵中云 [5]发现的素数 p

阶的 4 度 1-正则循环图, 其中 p ≡ 1 (mod 4); 以及 Marušiè[6]发现的交错群 An的 4 度 1-正则

Cayley图. 因此, 4度 1-正则图也应该是比较稀少的. 本文给出一种新的 4度 1-正则图的构造

方法, 决定了所有 4 度 1-正则的循环图, 这大大推广了赵中云的结果, 并且给出了一大批新

的 4度 1-正则图.

首先给出关于 Cayley图和循环图的进一步的概念和结果.

设 X = Cay (G, S)是 G关于 S的 Cayley图, R(G)是 G的右正则表示. 又设

}.)(Aut {),(Aut | SSGSG =∈= αα

明显地, Aut(X) R(G)Aut(G, S). 令 A=Aut(X). 容易证明 NA(R(G))=R(G)Aut(G, S), 因此有 A =

R(G)Aut(G, S)和 R(G)< A等价(见文献[7]). 如果 R(G)< A, 则称 Cayley图 X = Cay(G, S)是对

于 G 正规的, 或称正规的. 这样, 对正规 Cayley 图 Cay (G, S), 其全自同构群可被群 G 和子

集 S所完全决定, 不依赖于该图的性质.

对于小度数循环图的正规性, 有(见文献[8]推论 2.3(2))

定理 A  除了下述例外, 所有度数至多为 4的循环图是正规的. 这些例外是: ( ) G = Z4,

X = K4; ( ) G = Z6, X = K3, 3; ( ) G = Z5, X = K5; ( ) G = Z2m, X = Cm[2K1](m 3); ( ) G = Z10, X

= K2[5K1]−5K2.
下面的概念是关于群 G的 Cayley图的同构的. 群 G 的子集 S 称为 CI-子集, 如果对 G 的

任意子集 T, 只要 Cay(G, T) ≅ Cay(G, S), 就有 G的自同构α, 使得 Sα = T.

设 m是正整数. 如果 G的任意满足− S = S的势至多为 m的子集都是 CI-子集, 则群 G称
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为 m-CI-群.

定理 B[9]  任意有限循环群是 4-CI群.

在叙述本文的主要结果之前, 需要下面的概念和引理:

设 H是一个抽象群. 如果 G的任意截断都不同构于 H(群 G的截断是 G的子群的商群), 则

群 G称为与 H无关.

引理 1  设 X = Cay(G, S)是 G关于 S的正规 Cayley图. 如果| S | = 3且 Aut(G)与 S3无关, 或

者| S | = 4且 Aut(G)与 D8和 A4都无关, 则 X是弧传递图当且仅当 X是 1-正则图.

证  X弧传递与 )0(
0

1XA 传递等价, 这里 A = Aut (X)且 A0是 0在 A中的稳定子群, X1(0)是 0

在图 X 中的邻域. 因为对 3 度情形 A 与 S3无关, 而对 4 度情形 A 与 D8和 A4均无关, 所以必

有 )0(
0

1XA 是正则的, 由此立得结论.

现在叙述本文的主要结果.

定理 1  (1) 不存在 3度 1-正则循环图.

(2) 除下述例外, 所有连通 4度弧传递循环图均为 1-正则的. 这些例外是:

( ) X = Cay(Z5, S) = K5, S = {1, 2, 3, 4};

( ) X = Cay(Z10, S) = K2[5K1]−5K2, S = {1, 3, 7, 9};

( ) X = Cay(Z2m, S) = Cm[2K1] (m 3), S = {1, m − 1, m + 1, 2m − 1}.

证  (1) 设 X = Cay(Zn, S)是 3度 1-正则循环图, 则 S必包含 2阶元. 若 X正规, 因 Aut(Zn,

S)在 S 上传递, S 中的 3 个元素均为 2 阶. 但因循环群 Zn只有 1 个 2 阶元, 这是不可能的. 若

X不正规, 则由定理 1有 n = 4, X = K4, 或者 n = 6, X = K3,3. 但这两个图都不是 1-正则的.

(2) 定理 A中( ) ~ ( ) 列出了仅有的非正规 4 度循环图, 它们皆弧传递, 但非 1-正则.

因此只需证明任意的正规连通 4度弧传递循环图 X = Cay (Zn, S)是 1-正则的即可. 因 Aut(G)

是交换群, 由引理 1立得结论. 证毕.

为决定弧传递的 4度正规循环图, 设 G = Zn = {0, 1, …, n − 1}, 则 Aut (G) = *
nZ , 即为 Zn

中与 n互素的元素的集合. *
nZ 中元素在 Zn上的作用为右乘, 所有运算由模 n进行.

定理 2  (1) 设 X = Cay (Zn, S)是 4度 1-正则循环图, 则 S = sH, 其中 *
nZs ∈ 且 H是 *

nZ 的

一个包含−1的 4阶子群. 为排除定理 1中列出的例外, 又有 5≠n 或 10, 且若 n = 4m, 有 H

{1, 2m – 1, 2m + 1, 4m −1}. 并且有 X ≅ Cay(Zn, H).

(2) 设 H1和 H2是
*
nZ 的两个不同的包含−1的 4阶子群, 则 X1 = Cay(Zn, H1)和 X2 = Cay(Zn,

H2)不同构.

证  (1) 因 X 1-正则, 它必弧传递并且连通. 又因所有非正规的 4度循环图均非 1-正则, X

必正规. 这样 S包含 *
nZ 中元素, 并且 H:= Aut (Zn, S)在 S上传递, 于是 SH = S. 这推出 S = sH

对某个 Ss ∈ 成立. 因为−S = S, 有−1 H∈ . 进一步, 由 X的 1-正则性, 定理 3中列出的例外被

排除. 最后, 显然有 Cay(Zn, sH) ≅ Cay(Zn, H).

(2) 由定理 2, 若 X1 ≅ X2, 则存在
*
nZt ∈ , 使得 tH1 = H2. 这推出 H1 = H2.

下面的定理给出了 4度 1-正则循环图的精确个数. 在叙述它之前, 首先注意: (1) 若(m, k)

= 1, 则 Aut(Zmk) ≅ Aut(Zm) × Aut(Zk); (2) Aut(Z2) = 1, Aut(Z4) ≅ Z2, 并且对α 3有 Aut( α2
Z ) ≅ Z2 ×
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22 −αZ ; (3) 对奇素数 p和 α 1, 有 Aut )( αp
Z ≅ 1)1( −− αpp

Z .

定理 3  设 tsss
tsss ppppn ++

++= ααααα LL 110
112 , 其中对 1 i s, 有 pi ≡ 1 (mod 4); 对 1 i t,

有 ps+i ≡ 3 (mod 4); 而α0 0, s 0, t 0; 对 1 i s + t, 有αi 1. 设 f (n)为互不同构的 n阶 4

度 1-正则循环图的个数, 则

(1)  f (n) = 0, 如果 n 5, 或者 n = 10, 或者 n = pα或 2pα, 其中 p = 2或 p ≡ 3 (mod 4).

(2)  f (n) = 2s −1, 如果α0 1, s 1且 t = 0.

(3) 如果α0 2或者 t 1, 则
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证  (1) n 4的情形是显然的. 如果 n = pα或 2pα, 其中 p ≡ 3 (mod 4), 则 1)1(
*

−−≅ αppn ZZ 没

有 4阶子群, 因此 f (n) = 0. 如果 n =5, 或者 n = 10, 或者 n = 2α(α 3), 则 *
nZ 有惟一的包含−1

的 4阶子群, 它分别对应于定理 1中列出的 3个非正规循环图, 于是结论成立.

(2) 此时−1是 mod n的平方剩余, 由初等数论知 x2 ≡ −1 (mod n)有 2s个解. 因此 *
nZ 有 2s−1

个包含−1的 4阶循环子群. 又由本定理前面的注, *
nZ 有 2s个对合, 因此有 2s−1−1个包含−1 的

4阶初等交换子群. 结论立得.

(3) 此时−1是 mod n的非平方剩余, 因此 *
nZ 没有包含−1的 4阶循环子群. 另一方面, *

nZ

有 2s+t −1, 或 2s+t+1 −1, 或 2s+t+2 −1个对合, 依赖于α0 2, 或α0 = 2, 或α0 3. 于是 *
nZ 有 2s+t−1−1,

或 2s+t −1, 或 2s+t+1 −1 个包含−1 的 4 阶初等交换子群. 但当α0 2 时, 有一个 4 阶初等交换子

群对应于定理 1中列出的非正规循环图( ), 于是结论成立.
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