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力边界法向量在套管应力数值分析中的应用 倡
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　 　郑传奎等 ．力边界法向量在套管应力数值分析中的应用 ．天然气工业 ，２００６ ，２６（９） ：８７‐８９ ．

　 　摘 　要 　传统法向量求解方法仅适用于简单几何边界问题 。国际上大型有限元软件（如 ABAQUS）虽然能给
出一般边界法向量 ，但非专业人员无法了解其内核理论 。因此 ，深入研究任意边界法向量数值理论十分必要 。等

参元边界法向量的数值计算方法 ，是基于石油套管复杂力边界法向量理论研究和工程需要提出的 。自然坐标和物

理坐标之间映射关系的建立 ，便于应用等参单元对任意几何形状求解域进行有限元离散 。依此将多元函数微分方

程求解方法与有限元等参变换方法相结合 ，建立起等参元边界法向量数学计算模型 ，并编制出相应的计算软件 。

该理论的应用 ，能够更加准确模拟石油套管管内流体 、地层蠕变等复杂地质条件下 ，套管壁上的力边界法向量问

题 。从而能彻底解决复杂套管力边界法向量问题 ；能够提高套管强度计算精度 、优化套管设计程序 。所得等参元

力边界法向量数值理论及计算软件 ，普遍适用于一般边界法向量问题 。算例给出两类力边界法向量数值方法 ，套

管外壁法向量数值解与解析解对比分析表明 ，该方法简单 ，精度高 。

　 　主题词 　法向量 　切向量 　套管设计 　套管强度 　套管应力 　数值分析

一 、建立坐标变换

　 　如图 １所示 ，设 D 彻 R２ 是 ξ ζ（ξ ，ζ为自然坐标）

平面上一个区域 ，直角坐标下空间曲面（Σ）上点 p的

图 １ 　自然坐标和物理坐标之间映射关系图

参数方程 ：x ＝ x（ξ ，－ １ ，ζ） ，y ＝ y（ξ ，－ １ ，ζ） ，z ＝ z
（ξ ，－ １ ，ζ） ，其中（ξ ，ζ） ∈ D若记 p ＝ （x ，y ，z） ，f （ξ ，
ζ）＝ （x ，y ，z）则 ，p（x ，y ，z） ＝ f （ξ ，ζ） ＝ p（x（ξ ，－ １ ，

ζ） ，y（ξ ，－ １ ，ζ） ，z（ξ ，－ １ ，ζ）） 。其中 ，如果固定 ζ则

变为 p ＝ f （ξ ，ζ０ ） 。它表示的是 D中的一条直线映
射在空间曲面（Σ）中的一条空间的曲线 ，称为 ξ曲

线 ；同理有 ζ曲线 p ＝ f （ξ０ ，ζ） 。

二 、用偏导数表示切向量

　 　曲面（Σ）参数方程（p）坐标分量 ，均是以自然坐

标 ξ ，ζ为参变量的函数 。因此 ，对任一定点 p０ （ξ０ ，

ζ０ ） ，通过曲面方程即在物理坐标中映射出空间点 p０
（x０ ，y０ ，z０ ） 。再由式（１） 、（２）获得该点切向量 。当 ξ

固定 ，ζ在（ － １ ，１）中变化 ；或 ζ固定 ，ξ在（ － １ ，１）内

变化时 ，根据 ζ曲线 、ξ曲线方程 ，点 p就描画出空间
曲线 C１ ，C２ （见图 １）。曲面方程对自然坐标偏导数为 ：

抄 p
抄ξ

＝ f′ξ（ξ ，ζ０ ） ；
抄 p
抄ζ

＝ f′ζ（ξ０ ，ζ） （１）

式中 ：ξ为曲线 、ζ为曲线在点 p０ 的切向量 ；分别为 ：

抄 p
抄ξ （ξ０ ζ０ ）

＝ f′ξ（ξ０ ，ζ０ ） （２）

抄 p
抄ζ （ξ０ ζ０ ）

＝ f′ζ（ξ０ ，ζ０ ） （３）

三 、法向量表示方法

　 　 假定按照上述原理已经获取某点切向量 ，当此

二切向量均不为 ０时 ，夹角 θ∈ （０ ～ １８０°） ，则二向量

构成的平面（Σo）就是 Σ在点 p ０ 的切平面 ，这正是全

微分方程的几何意义 。两向量叉乘积所得新向量垂

直于其二者构成的切平面（Σo） ，且方向符合右手定

则 ，该向量是空间曲面（Σ）上点 p０ 的法向量（n） ：

n ＝ f′ξ（ξ０ ，ζ０ ） × f′ξ（ξ０ ，ζ０ ） （４）
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四 、空间等参元边界法向量
数值方法

　 　用空间 ２０节点有限元法 ，单元内任意点物理坐

标由各节点形函数及物理坐标表示 ，用张量形式 ：

xi ＝ Nj x ij ，（i ＝ １ ，２ ，３ ；j ＝ １ ，２ ，⋯ ，２０） （５）

式中 ：xi （i ＝ １ ，２ ，３）分别表示坐标分量 x ，y ，z ；j 表
示节点号 。

　 　 由于采用等参变换方法 ，坐标变换和函数插值

采用相同节点 ，并且采用相同插值函数 ，所以 N 既
是坐标插值的插值函数 ，也是函数插值的插值函数 。

　 　 （１）角节点形函数为 ：

Ni ＝
１
４
（１ ＋ ξiξ）（１ ＋ ζiζ）（１ － ξiξ － ζiζ）

　 　 　 　 　 　 （i ＝ １ ，２ ⋯ ８） （６）

　 　 （２）边中点形函数为 ：

Ni ＝
１
２
（１ ＋ ξiξ ＋ ζiζ）（１ － ξ

２
i ζ

２
－ ζ

２
i ζ

２
）

　 　 　 　 　 　 （i ＝ ９ ，１０ ⋯ ２０） （７）

　 　将式（６）代入式（５）并分别对 ξ ，ζ ，进行求偏导

数 ，张量形式为 ：

xk ，j ＝ ０ ．２５Rij x i （８）

式中 ：Ri１ ＝ ξi （１ ＋ ζiζ）（ζiζ ＋ ２ξiξ）

Ri２ ＝ ζi （１ ＋ ξξi ）（１ ＋ ζζi ）

　 　 （i ＝ １ ，２ ⋯ ２０ ；j ＝ １ ，２ ；k ＝ １ ，２ ，３）

　 　将式（７）代入式（５）可作相似处理 。因为 ξ ，ζ是

求解域上点的自然坐标 ，只要给出求解域上某点物

理坐标对应的自然坐标（ξi ，ζj ） ，即可方便依上述理

论获取该点物理坐标对自然坐标的导数 ，将该导数

带入式（４） ，获取该点法向量（n） 。

五 、平面几何边界法向量
数值方法

　 　 Hermite矩形单元角节点和边中点形状函数通
过划线法理论计算得到 。将单元中各个节点自然坐

标代入相应形状函数表达式 ，继而导出形状函数对

自然坐标的导数 ，以及物理坐标标对自然坐标的导

数 。依式（４）计算法向量（n） ，如图 ２ ，假设在自然坐

标系中以 ２ 、６ 、３局部节点号所在的边（ξ＝ １）映射在

物理坐标系中是点节点 ２ 、６ 、３所在的曲线边界 。在

曲线上取实验点 M ，按式（２） 、（３）计算 M 点切向量
f′ζ （１ ，ζ０ ）或者 f′ξ（１ ，ζ０ ） ，根据向量积定理［７］或切向

量与法向量之间的关系 ，确定法向量（n）垂直上述切
向量 。因偏导数 f′ζ（１ ，ζ０ ）和 f′ξ（１ ，ζ０ ）正是实验曲

线在实验点（M）的切向量 。因此 ，向量（n）是节点 ２ 、

６ 、３所在的曲线边界在 M点法向量 。同理可得 ξ＝ C、

ζ＝ C映射在物理坐标中相应曲线上任一点法向量 。

图 ２ 　物理坐标中曲线边界点切 、法向量图

六 、算例分析

　 　 １ ．计算石油套管力边界点法向量

　 　石油套管类型为 P‐１１０ ，取模型外径 ２R为 １３９ ．７

mm ，内径 ２ r为 １２４ ．３ mm ，轴向长度为 L 为 ５００ ．０

mm 。计算外边界上（ξ＝ １）点的法向量 。有限元网

格共 ３００个 。径向网格数为 １ ，周向网格数为 １５ ，轴

向网格数为 ２０ 。采用空间 ２０节点有限单元法 ，计算

自然坐标系中母单元 ２ × ２高斯积分点 ，映射在套管

外边界上点处法向量 。仅给出一个单元外边界上目

标点法向量数值计算结果（其他从略） 。图 ３ 中 ，１ ，

２ ，３ ，４为自然坐标系中求解域上 ２ × ２高斯积分点 ，

通过坐标插值函数映射在石油套管外边界上的物理

坐标点 。 n１ ，n２ ，n３ ，n４ 分别是相应点的法向量 。 因

此 ，通过本文研究能够方便获取目标点法向量 ，尤其

在复杂力边界问题上更能体现其优越性 。

图 ３ 　物理坐标中高斯点处的法向量图

　 　由表 １可知 ：对所研究力边界法向量问题 ，本文

数值解和经典解析解基本吻合 ，最大误差小于

０ ．２％ ，在一般工程问题误差范围内 。该方法是基于

离散元所得的数值解法 ，能模拟一般边界法向量问

题 ，具有普遍工程意义 。

　 　 ２ ．平面力边界法向量在套管强度中的应用

　 　为阐明力边界法向量理论在套管强度中的应
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表 １ 　石油套管力边界点法向量数值解与经典解析解对照表

高斯积分点号
及相应自然坐标

数 　值 　解
积分点法向量方向与 X轴

正方向之间夹角

与 X轴夹角余弦 与 Y 轴夹角余弦 与 Z轴夹角余弦 数值解 解析解

１ x（ － ０ 儋．５７７３５０２６９１８９２６ ，

－ ０ ．５７７３５０２６９１８９２６）
０ 铑．９８６３９１８４ ０ 种．１６４４１１４７ － １ 乔．３１２ × １０

－ １６
９ 枛．４６３０４７° ９  ．４７０°

２ x（ － ０ 儋．５７７３５０２６９１８９２６ ，

＋ ０ ．５７７３５０２６９１８９２６）
０ 铑．９９９０１９８８ ０ 种．０４４２６３７１ － ６ 乔．６６５ × １０

－ １６
２ 枛．５３６９５２° ２  ．５３１°

３ x（＋ ０ 儋．５７７３５０２６９１８９２６ ，

－ ０ ．５７７３５０２６９１８９２６）
０ 铑．９８６３９１８４ ０ 种．１６４４１１４７ １ 亖．５９６５ × １０

－ １６
９ 枛．４６３０４７° ９  ．４７０°

４ x（０ *．５７７３５０２６９１８９２６ ，

＋ ０ ．５７７３５０２６９１８９２６）
０ 铑．９９９０１９８８ ０ 种．０４０２６３７１ ４ 亖．４１０７ × １０

－ １６
２ 枛．５３６９５２° ２  ．５３１°

用 ，采用平面有限元模型 。局部坐标系下边界 ξ＝ －

１（图 ２） ，在物理坐标系中映射形成曲边界 ，其上任意

点法向量可通过平面边界法向量理论获取 。因内压

直接作用在内壁法线方向上 ，依此计算内壁各节点

载荷分向量 ，形成总体节点载荷向量 ，最后形成有限

元基本方程 ，本文采用逐步超松弛迭代（SOR）方法
求解大型线性方程组 。 由于应用迭代格式求解 A X
＝ b的收敛速度和迭代矩阵谱半径有关 ，而迭代矩阵

Bω 是松弛因子 ω的函数 ，故优选松弛因子十分重

要 ，采用增量法 ωi ＋ １ ＝ ωi ＋ Δ ω 。

　 　迅速从 ０ ～ ２之间搜索出最佳松弛因子 ωopt ，与

下式 ：ω′opt ＝ ２

１ ＋ １ － ρ
２
（BJ ）

（BJ 是 Jacobi迭代法
迭代矩阵）ω′opt对比 ，若绝对差值在误差控制精度范

围内 ，则 ωopt是最佳松弛因子 ，否则重新优选 。

　 　 P‐１１０ 套管外径为 １３９ ．７ mm ，内径为 １２１ ．４

mm ，含磨损有限元模型及荷载状况见文献 ［１‐６］ 。

现仅给出套管抗内压强度数值模拟结果 ：SOR逐步
超松弛迭代最优步数 ：１２１ 步 ；最佳松弛因子 ：ωopt ＝
１ ．４３２１ ；迭代误差控制精度 ：ERROR ＝ ０ ．０００００００１ 。

由图４知 ，平面应变与平面应力问题数值解 ，均能够

图 ４ 　套管抗内压强度与最大磨痕深度关系图

准确模拟石油套管抗内压强度问题 ，按照平面应变

所得数值解比平面应力数值解约大 ９％ 。 能够充分

满足工程需要 ，不仅具有重要理论价值 ，而且具有重

要的工程意义 。

七 、结 　论

　 　 （１）将多元函数微分方程求解方法与有限元等

参变换方法相结合 ，导出复杂力边界法向量数值方

法 ，可推广应用模拟一般边界法向量问题 。根据力

边界法向量数值计算模型 ，编写计算软件 ，并建立了

P‐１１０石油套管力边界点法向量数据库 。

　 　 （２）本文法向量数值方法 ，有助于解决含磨损缺

陷套管强度问题 ，表明具有重要的工程意义 。当 ξ

和 ζ在（ － １ ，１）中任意变化时 ，点（ξ ，ζ）在物理坐标系

中映射点的法向量数值方法及应用需进一步研究 。
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