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摘要 本文介绍关于球面中极小超曲面的陈省身猜想及其相关问题. 首先, 本文扼要地回顾陈省身猜

想的问题背景. 其次, 本文着重介绍关于球面中常数量曲率极小超曲面的陈省身猜想以及关于球面中

极小超曲面的陈省身猜想的研究成果. 最后, 本文进一步讨论关于球面中常平均曲率超曲面和球面中

高余维极小子流形的两类广义陈省身猜想的进展.
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1 引言

1968 年, Simons [38] 证明了关于单位球面中紧致极小子流形的著名刚性定理.

定理 1.1 设 M 为单位球面 Sn+q 中 n 维紧致极小子流形. 记 S 为 M 的第二基本形式模长平

方, 则下述不等式成立: ∫
M

S

[(
2− 1

q

)
S − n

]
dM > 0.

进一步地, 若 0 6 S 6 n/(2− 1
q ), 则 S ≡ 0, 即 M 必为全测地的大球面; 或者 S ≡ n/(2− 1

q ).

Chern 等 [13] 进一步证明了当 S ≡ n/(2 − 1
q ) 时, M 必为 Sn+1 中的 n 维 Clifford 环面 Sk(

√
k
n )

×Sn−k(
√

n−k
n ) (1 6 k 6 n−1)或者 S4 中的 Veronese曲面. 对于球面中的极小超曲面情形, Lawson [23]

也独立地获得了同样的结果.基于上述工作,陈省身于 1968年提出了关于球面中紧致极小超曲面的如

下著名猜想 [12,13].

陈省身猜想 A (标准版) 设 M 为单位球面 Sn+1 中 n 维紧致极小超曲面. 若 M 具有常数量曲

率, 则 M 的数量曲率的所有可能取值构成 R 上的一个离散集.
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1982 年, Yau [59] 将上述陈省身猜想列为 120 个未解决的世界著名几何难题之一. 此外, 陈省身猜

想的重要意义在文献 [46,47]等一系列著名文献中也得到了高度认可.目前已知的球面中具有常数量曲

率的紧致极小超曲面都是等参极小超曲面,即所有主曲率均为常数的极小超曲面. 1986年, Verstraelen

等提出了下述改良版陈省身猜想 (参见文献 [35, 44]).

陈省身猜想 B (改良版) 设 M 为单位球面 Sn+1 中 n 维紧致极小超曲面. 若 M 具有常数量曲

率, 则 M 必为等参极小超曲面.

根据 Tang 和 Yan [42] 的研究工作可知, 如果陈省身猜想 B 成立, 那么单位球面中具有常数量曲

率的 n 维闭的嵌入极小超曲面第一特征值必为 n. 1980 年, Münzner [31] 证明了关于球面中等参极小

超曲面的分类定理.

定理 1.2 设 M 为单位球面 Sn+1 中紧致的 n维等参极小超曲面. 设 g 和 S 分别为不同主曲率

的个数和第二基本形式模长平方, 则有 g ∈ {1, 2, 3, 4, 6}, S = (g − 1)n.

Ge 和 Tang [18] 围绕陈省身猜想与等参超曲面介绍了一些重要进展. 2017 年, Xu 和 Xu [53] 提出

了关于球面中紧致极小超曲面的加强版陈省身猜想.

陈省身猜想 C (加强版) 设 M 为单位球面 Sn+1 中 n维紧致极小超曲面. 记 S 为 M 的第二基

本形式模长平方.

(1) 对于固定的正整数 k ∈ [1, 4], 如果 S 满足 ak 6 S 6 ak+1, 则 M 必为等参极小超曲面, 且

S ≡ ak 或 S ≡ ak+1;

(2) 如果 S 满足 S > a5, 则 M 必为等参极小超曲面, 且 S ≡ a5.

这里 ak = (k − sgn(5− k))n, k ∈ {m ∈ Z+; 1 6 m 6 5 }.
注 1.1 上述陈省身猜想 A、B 和 C 难度依次递增.

陈省身猜想可分解成若干个关于单位球面中紧致极小超曲面的数量曲率拼挤 (pinching) 问题. 需

要解决的第一个难题是回答下述公开问题.

公开问题 设 M 为单位球面 Sn+1 中 n (> 3) 维紧致极小超曲面.

(1) (第二空隙问题) 如果 S 为常数, 且满足 n 6 S 6 2n, 则 S = n 或 S = 2n.

(2) (第二拼挤问题) 如果满足 n 6 S 6 2n, 则 S ≡ n 或 S ≡ 2n.

注 1.2 根据文献 [24] 可知, S3 中不存在 Gauss 曲率处处非正且亏格大于 1 的紧致极小曲面.

由 Gauss 方程和 Gauss-Bonnet 定理推得, S3 中满足 S > 2 的紧致极小曲面必为 Clifford 环面.

2 准备工作

设 M 为单位球面 Sn+1 中的 n 维超曲面. 记 ∇ 为 Sn+1 上的 Levi-Civita 联络, ∇ 为 ∇ 在 M 上

的诱导联络. 对于 M 上的切向量场 X 和 Y , 有 Gauss 公式 ∇XY = ∇XY + h(X,Y ), 其中 h 为 M 的

第二基本形式. 对本文的指标取值范围作如下约定:

1 6 i, j, k, . . . 6 n.

记 S、H 和 R 分别为 M 的第二基本形式模长平方、平均曲率和数量曲率.任意给定一点 p ∈ M , 在 p

点邻近选取 Sn+1 的一组局部单位正交标架场 {e1, e2, . . . , en+1}, 使得限制在 M 上时, e1, e2, . . . , en 与

M 相切. 记 {ω1, ω2, . . . , ωn+1} 为其对偶标架场, 则 h、S 和 H 可表示为

h = hijωi ⊗ ωj , hij = hji, S = |h|2 =
∑
i,j

h2
ij , H =

1

n
Traceh =

1

n

∑
i

hii.
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由 Gauss 方程得 R = n(n − 1) + n2H2 − S. 对常平均曲率超曲面, S 为常数的充要条件是 R 为常数.

设 h 的一阶共变微分为

∇h =
∑
i,j,k

hijkωi ⊗ ωj ⊗ ωk,

其中 hijk 为 hij 的一阶共变导数. 由 Codazzi 方程得 hijk = hikj . 选取适当的标架, 有 hij = λiδij , 其

中 λi 为 M 的主曲率, 1 6 i, j 6 n. 对于正整数 m, 令 fm =
∑

i λ
m
i , 则 f1 = nH, f2 = S.

设 M 为 Sn+1 中的紧致极小超曲面. 1968 年, Simons [38] 获得了下述公式:

1

2
∆S = |∇h|2 + S(n− S). (2.1)

由此即得
1

4
∆S2 =

1

2
|∇S|2 + S|∇h|2 + S2(n− S).

对上式积分得到

1

2

∫
M

|∇S|2dM =

∫
M

[(n− S)|∇h|2 + S(S − n)2]dM. (2.2)

通过对 (2.1) 积分得到 ∫
M

|∇h|2dM =

∫
M

S(S − n)dM. (2.3)

Peng 和 Terng [33, 34] 证明了下述公式:

1

2
∆|∇h|2 = |∇2h|2 + (2n+ 3− S)|∇h|2 − 3(A− 2B)− 3

2
|∇S|2, (2.4)∫

M

(A− 2B)dM =

∫
M

(
1

2
F + |∇h|2 − 1

4
|∇S|2

)
dM, (2.5)

其中,

A =
∑
i,j,k

h2
ijkλ

2
i , B =

∑
i,j,k

h2
ijkλiλj ,

F =
∑
i,j

(λi − λj)
2(1 + λiλj)

2 =
2

S

∑
i

(Sλ2
i − λif3 − S)2 = 2[Sf4 − f2

3 − S2 − S(S − n)].

定义 2.1 [25] 称 A− 2B 为极小超曲面 M 的 Peng-Terng 不变量.

记 uijkl =
1
4 (hijkl + hlijk + hklij + hjkli). Peng 和 Terng [33] 给出了 A − 2B 的上界和 |∇2h|2 的

下界:

3(A− 2B) 6
√
17 + 1

2
S|∇h|2, (2.6)

|∇2h|2 >
∑
i,j,k,l

u2
ijkl +

3

4
F > 3

4
F. (2.7)

在此基础上, Cheng 和 Ishikawa [10] 获得了下述估计:

|∇2h|2 > 3

4
F +

3S(S − n)2

2(n+ 4)
. (2.8)
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3 具有常数量曲率的极小超曲面

1983 年, Peng 和 Terng [34] 首次研究了关于极小超曲面的陈省身猜想 A. 他们证明: 设 M 为单位

球面 Sn+1 中具有常数量曲率的 n维紧致极小超曲面. 当 S > n时, M 上必存在一点 p以及某个主曲

率 λi, 使得在 p 点处满足 f3λi − Sλ2
i > − 2

3nS
2. 结合 (2.7) 可得下述不等式在 p 点处成立:

|∇2h|2 > 3S

2

(
1− 2S

3n

)2

. (3.1)

结合 (2.4)、(2.6) 和 (3.1), 得到下述定理.

定理 3.1 [34] 设 M 为单位球面 Sn+1 中 n 维具有常数量曲率的紧致极小超曲面. 如果 M 的第

二基本形式模长平方 S 满足 0 6 S − n 6 1
12n , 则 S = n, 且 M 为 Clifford 环面.

Peng和 Terng [34] 还完全解决了 3维情形的第二空隙问题:若 M 为 S4 中具有常数量曲率的紧致
极小超曲面, 且 3 6 S 6 6, 则 S = 3, 且 M 为 Clifford环面; 或者 S = 6, 且 M 为 Cartan极小超曲面.

1993 年, Chang [9] 证明了 3 维情形的陈省身猜想 B.

定理 3.2 [9] 如果 M 为单位球面 S4 中具有常数量曲率的紧致极小超曲面, 则 S ∈ {0, 3, 6}, 且
M 为全测地球面、Clifford 环面和 Cartan 极小超曲面之一.

20 世纪 90 年代, Yang 和 Cheng [54–56] 沿用了 Peng 和 Terng [34] 在特殊点上进行曲率计算的想

法, 多次优化了取点方式与曲率估计. 记

t = S − n > 0,

G =
∑
i,j,k

λih
2
ijk, Gj =

(∑
i

λ2
ihiij

)2

,

f = f4 −
1

S
f2
3 − S2

n
=

F

2S
− (S − n)2

n
.

Yang 和 Cheng [56] 证明了在任意固定点 p ∈ M 上, 若主曲率记为 λ1 > λ2 > · · · > λn, α =
∑

i h
2
iii

|∇h|2 , 则

有下述估计:

f > (λ1 − λn)
2

λ2
1 + λ2

n

(
S

n
+ λ1λn

)2

, (3.2)

A−B 6 1− α

3
(λ1 − λn)

2tS2, (3.3)∑
j

Gj 6
1 + 2α

3
tS2f, (3.4)

G2 6
(
A+ 2B

3
− 4

3

∑
j

Gj

S + 2λ2
j

)
tS2, (3.5)

∑
i,j,k,l

u2
ijkl >

9

4tS2

∑
i

λ2
iGi +

G2

S2
+

t2S2

2(1− t)
+ 2

(
Sf − 1

2tS2

∑
i

λ2
iGi

)−1

×
(

3

2tS2

∑
i

λ2
iGi + Sf +

tS2

1− t
+

f3
S
G− 2A

)2

. (3.6)

通过计算可得

2Sf +
2f3
S

G+
G2

S2
+

4

tS2

∑
i

λ2
iGi 6 tS2

(
2tS − S − 5− 4t

1− t

)
+ 5A− 6B. (3.7)
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他们还证明了对于任意常数 c, 存在 xc ∈ M , 使得在 xc 上成立

(S − n)(cf2
3 − Sf4) = 2cf3G− (2A+B)S + 3c

∑
j

Gj . (3.8)

取 c = 1 + c0, 其中 c0 满足
1

3c0

(
1 + c0 −

3

13

)2

=
14 + t

13
.

通过在 xc 上进行曲率估计, Yang 和 Cheng [56] 证明了 t > 26
87 − 16

87S , 并获得了下述定理.

定理 3.3 [56] 设 M 为单位球面 Sn+1 中 n (> 4) 维具有常数量曲率的紧致极小超曲面. 如果第

二基本形式满足 0 6 S − n 6 n
3 , 则 S = n, 且 M 为 Clifford 环面.

2007 年, Suh 和 Yang [39] 改进了不等式 (3.5), 并引入新的参数, 证明了下述定理.

定理 3.4 设 M 为单位球面 Sn+1 中 n 维具有常数量曲率的紧致极小超曲面. 如果第二基本形

式满足 0 6 S − n 6 3
7n, 则 S = n, 且 M 为 Clifford 环面.

2017 年, 基于 Lusala 等 [30] 关于球面中 4 维极小 Willmore 超曲面的结果, Deng 等 [15] 证明了单

位球面 S5 中具有常数量曲率的紧致极小 Willmore 超曲面必为等参超曲面.

4 极小超曲面

设M 为单位球面 Sn+1 中的紧致极小超曲面. Peng和 Terng [33] 研究了难度更大的陈省身猜想 C.

由 (2.4) 可得 ∫
M

|∇2h|2dM =

∫
M

[
− (2n+ 3− S)|∇h|2 + 3(A− 2B) +

3

2
|∇S|2

]
dM. (4.1)

由 (2.5)、(2.7) 和 (4.1), 有∫
M

[(
S − 2n− 3

2

)
|∇h|2 + 3

2
(A− 2B) +

9

8
|∇S|2

]
dM > 0. (4.2)

结合 (2.2) 和 (2.6) 得到∫
M

[(
S − 2n− 3

2

)
|∇h|2 +

√
17 + 1

4
S|∇h|2 + 9

4
[(n− S)|∇h|2 + S(S − n)2]

]
dM > 0. (4.3)

由此获得关于 n (6 5) 维紧致极小超曲面的第二拼挤定理.

定理 4.1 [33] 设M 为单位球面 Sn+1中 n维紧致极小超曲面. 若 n 6 5,且满足 0 6 S−n 6 δ1(n),

其中 δ1(n) 为仅依赖于 n 的正常数, 则 S ≡ n, 且 M 为 Clifford 环面.

2007 年, Wei 和 Xu [45] 指出了文献 [40] 中的一个本质性错误. 他们证明了如果 M 为单位球面

Sn+1 中 n (> 6) 维紧致极小超曲面, 且满足 3(A− 2B) 6 t(n)S|∇h|2, 其中 t(n) 为仅依赖于 n 的满足

0 6 t(n) < 2+ 3
n 的常数, 则存在仅依赖于 n的正常数 δ2(n), 当 0 6 S − n 6 δ2(n)时, M 必为 Clifford

环面. 由此可见, 研究 Peng-Terng 不变量的上界估计是证明第二拼挤定理的关键环节. Wei 和 Xu [45]

通过证明当 n = 6时有 3(A− 2B) 6 2.49S|∇h|2, 当 n = 7时有 3(A− 2B) 6 2.428S|∇h|2, 获得了下述
定理.

定理 4.2 [45] 设 M 为单位球面 Sn+1 中 n 维紧致极小超曲面, n = 6, 7. 如果 0 6 S − n 6 δ2(n),

其中 δ2(n) 为仅依赖于 n 的正常数, 则 S ≡ n, 且 M 为 Clifford 环面.
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2010 年, Zhang [60] 证明了当 n = 8 时, 有 3(A− 2B) 6 2.34S|∇h|2. 从而获得了关于 S9 中紧致极
小超曲面的第二拼挤定理.

2011 年, Ding 和 Xin [16] 证明了当 n > 6 且 n 6 S 6 16
15n 时, 下述估计式成立:

3(A− 2B) 6 (S + 4 + 3
√
c0F )|∇h|2, (4.4)

其中 c0 =
3−

√
6− 4

13(n−2)√
6−1+ 1

n−2

(6 −
√
6 − 1

n−2 )
2. 当 n > 6、n 6 S 6 16

15n 且 θ ∈ (0, 1) 时, Ding 和 Xin 应用

(2.8)、(4.4)、Young 不等式和 Cauchy-Schwarz 不等式, 推导出下述积分不等式:

0 6
∫
M

[(
2− θ

2

)
S − 2n+ 1− θ

2

]
|∇h|2 dM + c0

∫
M

|∇h|3 dM

+

(
3

2
− 3θ

8

)∫
M

|∇S|2 dM −
∫
M

3S(S − n)2

2(n+ 4)
dM. (4.5)

在拼挤条件 0 6 S − n 6 δ 下, 对积分项
∫
M

|∇h|3 dM 作如下估计:∫
M

|∇h|3 dM 6
∫
M

[
2(n+ δ)ϵ+

S − n

8ϵ

]
|∇h|2 dM

+ ϵ

∫
M

|∇2h|2 dM +
1

16ϵ

∫
M

|∇S|2 dM, (4.6)

其中 ϵ > 0. 将 (4.6) 代入 (4.5), 并选取适当的参数. 当 δ = n
23 时, Ding 和 Xin [16] 成功地证明了下述

第二拼挤定理.

定理 4.3 [16] 设 M 为单位球面 Sn+1 中 n 维紧致极小超曲面, 其中 n > 6. 如果 M 的第二基本

形式模长平方满足 0 6 S − n 6 n
23 , 则 S ≡ n, 且 M 为 Clifford 环面.

2017 年, Xu 和 Xu [53] 引入新的参数 ϵ1 := τϵ > 0, 并将 (4.6) 修改为∫
M

|∇h|3 dM 6
∫
M

[
2(n+ δ)ϵ1 +

S − n

8ϵ1

]
|∇h|2 dM + ϵ

∫
M

|∇2h|2 dM +
1

16ϵ

∫
M

|∇S|2 dM. (4.7)

将上式代入 (4.5), 得到

0 6
∫
M

{
1− θ

2
(n+ 1) + ϵc0(nσ + n− 3 + 5δ) +

c0δ

8ϵ

+ δ

(
3− 3θ

4
− 3

2(n+ 4)

)
+ 2ϵ(τ − 1)c0(n+ δ)

−
[
1− θ

4
+

c0
8ϵ

− c0
8ϵ1

+ ϵc0(2− σ)

]
(S − n)

}
|∇h|2 dM. (4.8)

选取参数 ϵ =
√

δ
8[σn+n−3+5δ+2(n+δ)(τ−1)]、τ = 0.83 和 θ = 0.866. 由 (4.8) 得

0 6
[
− 0.433n+ c0

√
δ

2
[σn+ n− 3 + 5δ − 0.34(n+ δ)]

+

(
2.3505− 3

2(n+ 4)

)
δ + 0.567

] ∫
M

|∇h|2 dM

+

[
− 0.7835− c0

(
2ϵ− σϵ− 0.17

6.64ϵ

)]∫
M

(S − n)|∇h|2 dM. (4.9)

令 δ = n
22 . 当 n > 6 时, 我们运用 Sylvester 理论刻画了两个多项式的零点分布情形, 从而推得 (4.9)

中两个方括号内表达式的值均为负值. 结合 (4.9), 本文作者证明了下述第二拼挤定理.
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定理 4.4 [53] 设 M 为单位球面 Sn+1 中 n 维紧致极小超曲面. 如果第二基本形式满足 0 6
S − n 6 n

22 , 则 S ≡ n, 且 M 为 Clifford 环面.

Lei 等 [25] 证明了如果 n > 6, η > 0, 且满足 n 6 S 6 (1 + η−1)n, 则

3(A− 2B) 6 (S + 4 +
3
√
cF )|∇h|2, (4.10)

其中 c = 24
5 − 16

(1+η−1)n . 由 (2.4)、(2.5) 和 (2.8) 可得∫
M

(A− 2B)dM 6
∫
M

[
−

(
4

3
n+ 1− 2

3
S

)
|∇h|2 + 2(A− 2B)− S(S − n)2

n+ 4
+

3

4
|∇S|2

]
dM. (4.11)

当 S 6 (1 + η−1)n 时, 有∫
M

[
3

4
|∇S|2 − S(S − n)2

n+ 4

]
dM 6

∫
M

[
3

2
(n− S) +

bn

η

]
|∇h|2dM, (4.12)

其中 b = 3
2 − 1

n+4 . 从上述两式可得∫
M

(A− 2B)dM >
∫
M

(
1− n

6
+

5

6
S − bn

η

)
|∇h|2dM. (4.13)

另外, 由 (4.10) 和 Young 不等式可得∫
M

[θ(A− 2B)− τ |∇S|2]dM

6
∫
M

[
S + 4− 2

3
cσ2 +

2

3σ
×

(
2(1 + η−1)nκ+

1

8κ
(S − n)− ε(2n+ 3− S)

)]
|∇h|2dM, (4.14)

其中, σ、ε 和 κ 均为正的参数, θ = 3− 2
3cσ

2 − 2σ−1ε, τ = 1
6cσ

2 + 2
3σ (

1
16ε + 3ε

2 ). 在选取 σ 和 ε 的过程

中, 始终保持 θ > 0. 结合 (4.13) 和 (4.14), 可得

0 6
∫
M

[
(S − n)

(
1 +

1

12σκ
+

2ε

3σ
− 2τ − 5

6
θ

)
+ n+ 4− 2

3
cσ2 +

2

3σ
(2(1 + η−1)nκ− ε(n+ 3))

+
2τn

η
− θ

(
1 +

2n

3
− bn

η

)]
|∇h|2dM.

选取参数 ε = 1
18 , σ = 7

18 , κ = 1
24 , η = 18, 获得下述第二拼挤定理.

定理 4.5 [25] 设 M 为单位球面 Sn+1 中 n 维紧致极小超曲面. 如果第二基本形式满足 0 6
S − n 6 n

18 , 则 S ≡ n, 且 M 为 Clifford 环面.

基于上述研究结果, 我们期待通过有限次改进, 完整地解决第二拼挤问题.

问题 4.1 设 M 为单位球面 Sn+1 中 n 维紧致极小超曲面. 记 S 为 M 的第二基本形式模长平

方.能否证明存在满足 1 6 k 6 17的正整数 k,使得当 0 6 S−n 6 n
k 时,必有 S ≡ n,且 M 为 Clifford

环面; 或 S ≡ 2n (当 k = 1 时)?

5 常平均曲率超曲面

与极小超曲面情形相比, 常平均曲率超曲面的拼挤现象更为复杂 (参见文献 [2, 4, 5, 37]). 记 H 和

αk(n,H) 为常平均曲率 Clifford 环面 Sk( λk√
1+λ2

k

) × Sn−k( 1√
1+λ2

k

) 的平均曲率和第二基本形式模长平
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方, 其中

λk =
n|H|+

√
n2H2 + 4k(n− k)

2(n− k)
, k = 1, 2, . . . , n− 1,

则

αk(n,H) = n+
n3

2k(n− k)
H2 − n(n− 2k)

2k(n− k)

√
n2H4 + 4k(n− k)H2.

对于固定的 n 和 H ( ̸= 0), 有 α1(n,H) < α2(n,H) < · · · < αn−1(n,H). 令

α(n,H) := α1(n,H), β(n,H) := αn−1(n,H).

1990 年, Xu [48,49] 在最佳拼挤条件下证明了球面中平行平均曲率子流形的分类定理.

定理 5.1 设 M 为单位球面 Sn+q 中 n 维紧致的平行平均曲率子流形. 如果 M 的第二基本形

式模长平方 S 满足 S 6 α(n,H), 则 M 为伪脐子流形; 或者 S ≡ α(n,H), 且 M 为 Sn+1 中的 Clifford

超曲面 Sn−1( 1√
1+λ2

)× S1( λ√
1+λ2

), 其中 λ =
n|H|+

√
n2H2+4(n−1)

2(n−1) .

推论 5.1 设 M 为 Sn+1 中紧致的常平均曲率超曲面. 如果 S 6 α(n,H), 则 M 为 Sn+1 中的全

脐球面, 或者 Clifford 超曲面.

Cheng和 Nakagawa [11] 及 Alencar和 do Carmo [1] 独立地证明了推论 5.1. 1990年, de Almeida和

Brito [14] 在数量曲率非负的条件下证明了 S4 中具有常数量曲率的常平均曲率超曲面的分类定理. 最

近, Tang 等 [41] 及 Tang 和 Yan [43] 将此结果推广到了任意维数情形, 他们证明了如果 M 为单位球面

Sn+1 中具有非负数量曲率的紧致超曲面, 且满足 fk :=
∑

i λ
k
i (1 6 k 6 n− 1) 均为常数, 其中 {λi}ni=1

为 M 的主曲率, 则 fn :=
∑

i λ
n
i 必为常数, 即 M 为等参超曲面.

1993 年, Chang [8] 证明了下述定理.

定理 5.2 S4 中紧致的具有常数量曲率的常平均曲率超曲面必为等参超曲面.

受此启发, 本文作者 [52] 提出了下述公开问题.

问题 5.1 设 M 为 S4 中紧致的常平均曲率超曲面. 记 S 和 H 分别为 M 的第二基本形式模长

平方和平均曲率.

(1)当 β(3,H) 6 S 6 6+9H2 时,能否证明 S ≡ β(3,H),且M 为 Clifford环面;或者 S ≡ 6+9H2,

且 M 为 4 维球面中 Veronese 曲面的一个管状邻域?

(2) 当 S > 6 + 9H2 时, 能否证明 S ≡ 6 + 9H2, 且 M 为 4 维球面中 Veronese 曲面的一个管状

邻域?

对于高维球面中数量曲率为常数的常平均曲率超曲面, Xu 和 Tian [50] 获得了下述第二空隙定理.

定理 5.3 设 M 为单位球面 Sn+1 中具有常数量曲率和常平均曲率的紧致超曲面. 则存在仅依

赖于 n 的正常数 γ(n), 当 |H| 6 γ(n) 和 0 6 S − β(n,H) 6 3
7n 时, 必有 S = β(n,H), 且 M 为 Clifford

环面.

Xu 和 Xu [51, 52] 研究了高维球面中常平均曲率超曲面第二拼挤问题, 并证明了下述定理.

定理 5.4 设 M 为单位球面 Sn+1 中紧致的常平均曲率超曲面. 则存在仅依赖于 n 的正常数

γ(n), 当 |H| 6 γ(n) 和 0 6 S − β(n,H) 6 n
23 时, 必有 S ≡ β(n,H), 且 M 为 Clifford 环面.

注 5.1 当 n ∈ {6, 12, 24} 时, 考虑球面 S3k+1 中一簇具有 3 个不相同主曲率的紧致等参超曲

面 Mt (参见文献 [7]). 将 Mt 的平均曲率记为 Ht, 通过计算可得其第二基本形式模长平方为 St = 6k

+9k(Ht)
2. 文献 [52] 证明了存在较大的 Ht ∈ R+, 使得对应的 St 满足 0 6 St − β(n,H) 6 n

23 , 但 Mt

不是 Clifford 环面. 因此, 上述定理中的条件 |H| 6 γ(n) 是必要的.
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基于文献 [25], Lei 等 [26] 进一步获得了下述第二拼挤定理.

定理 5.5 设 M 为单位球面 Sn+1 中紧致的常平均曲率超曲面. 则存在仅依赖于 n 的正常数

γ(n), 当 |H| 6 γ(n) 和 0 6 S − β(n,H) 6 n
18 时, 必有 S ≡ β(n,H), 且 M 为 Clifford 环面.

对于单位球面 Sn+1 中平均曲率为常数 H 的等参超曲面,其第二基本形式模长平方的所有可能取

值构成的集合记为 IH . 根据等参超曲面理论 (参见文献 [31,32]) 可知, IH 必为离散集. 对于球面中常

平均曲率超曲面, Xu 和 Xu [52] 提出了下述广义陈省身猜想.

问题 5.2 设 M 为单位球面 Sn+1 中的紧致常平均曲率超曲面. 记 S 和 H 分别为 M 的第二基

本形式模长平方和平均曲率.

(1) 当 M 的数量曲率为常数时, 能否证明 M 必为等参超曲面?

(2) 设 [a, b] ∩ IH = {a, b}, c = supt∈IH t. 当 a 6 S 6 b 时, 能否证明 S ≡ a 或 S ≡ b, 且 M 为等参

超曲面? 当 S > c 时, 能否证明 S ≡ c, 且 M 为等参超曲面?

6 高余维极小子流形

1968 年, Chern 提出了关于球面中高余维极小子流形的陈省身猜想 [12, 13].

陈省身猜想 D 设 M 为单位球面 Sn+q 中 n 维具有常数量曲率的紧致极小子流形, 其中 q > 2.

设 M 的第二基本形式模长平方为 S.

(1) 对于任意给定的 n 和 q, S 的所有可能取值构成一个离散集;

(2) 存在常数 S0 > n/(2− 1
q ), 使得当 n/(2− 1

q ) < S 6 S0 时, 必有 S = S0.

当 q > 2 时, Shen [36] 及 Li 和 Li [28] 先后改进了定理 1.1 中的拼挤常数 n/(2− 1
q ), 其中 Li 和 Li

将其改进到 2
3n. 因此, 陈省身猜想 D(2) 可改述为如下问题.

问题 6.1 设 M 为单位球面 Sn+q (q > 2) 中 n 维具有常数量曲率的紧致极小子流形. 是否存在

常数 S0 > 2
3n, 使得当

2
3n < S 6 S0 时, 必有 S = S0?

1975 年, Yau [58] 在截面曲率拼挤条件下证明了球面中极小子流形的刚性定理.

定理 6.1 [58] 设 M 为单位球面 Sn+q 中 n 维紧致极小子流形. 如果 M 的截面曲率 K 满足

K > q−1
2q−1 , 则 M 必为以下 3 种情形之一:

(1) 全测地子流形 Sn;
(2) Clifford 环面 Sk(

√
k
n )× Sn−k(

√
n−k
n ), 1 6 k 6 n− 1;

(3) S4 中的 Veronese 曲面.

之后, Itoh [20,21] 证明当截面曲率 K > n
2(n+1) 时, Sn+q 中 n 维紧致极小子流形必为全测地球面

或 Veronese 曲面. 2012 年, Gu 和 Xu [19] 运用由 Ge 和 Tang [17] 及 Lu [29] 证明的 DDVV (De Smet,

Dillen, Verstraelen, Vrancken) 不等式, 将定理 6.1 中的拼挤条件由 K > q−1
2q−1 改进为 K > q·sgn(q−1)

2(q+1) .

Calabi [6] 证明了对于单位球面中具有常 Gauss 曲率 K 的闭极小曲面, K 的所有可能取值构成一个离

散集 {K(k)}∞k=1,且 Gauss曲率为 K(k)的闭极小曲面被 k 唯一决定,其中 K(k) = 2
k(k+1) , k ∈ Z+. 对

于 K(1) = 1 和 K(2) = 1
3 的情形, 有下述刚性定理 (参见文献 [3, 23]).

定理 6.2 设 M 为单位球面 S2+q 中 2 维紧致极小子流形. 如果截面曲率 K 满足 1
3 6 K 6 1,

则必有 K ≡ 1, 且 M 为全测地球面; 或者 K ≡ 1
3 , 且 M 为 S4 中的 Veronese 曲面.

据此, Udo Simon 在 1980 年提出了下述猜想.

Udo Simon 猜想 设 M 为单位球面 S2+q 中 2 维紧致极小子流形. 如果截面曲率 K 满足
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K(k + 1) 6 K 6 K(k), 则必有 K ≡ K(k) 或 K ≡ K(k + 1), 且 M 为 Calabi 所断言的极小曲面之一.

对于上述猜想在 k = 2 的情形, Kozlowski 和 Simon [22] 给出了肯定的回答.

定理 6.3 [22] 设M 为单位球面 S2+q 中 2维紧致极小子流形. 如果截面曲率 K 满足 1
6 6 K 6 1

3 ,

则必有 K ≡ 1
3 或 K ≡ 1

6 .

上述定理还给出了问题 6.1在 n = 2的情形的一个肯定回答,此时 S0 = 5
3 . 本文作者运用 Yau [57]

的一个分类定理, 将上述定理推广到平行平均曲率子流形的情形.

定理 6.4 1) 设 M 为球面 S2+q(
√

1
c ) 中 2 维紧致的平行平均曲率子流形. 记 H 和 K 分别为 M

的平均曲率和截面曲率. 如果 1
6 (H

2 + c) 6 K 6 1
3 (H

2 + c), 则必有 K ≡ 1
3 (H

2 + c) 或 K ≡ 1
6 (H

2 + c).

记 K 为球面 S2+q 中 2维极小子流形的截面曲率.对于 2维情形, 有 2K = R,即截面曲率的拼挤

问题与数量曲率的拼挤问题等价. 因此, Udo Simon 猜想的一个等价问题可表述为如下问题.

问题 6.2 设 M 为单位球面 S2+q 中 2 维紧致极小子流形. 如果第二基本形式模长平方 S 满足

2− 4
k(k+1) 6 S 6 2− 4

(k+1)(k+2) , 则必有 S ≡ 2− 4
k(k+1) 或 S ≡ 2− 4

(k+1)(k+2) .

对于 k > 3 的情形, 目前该问题仍未被完整解决. 更一般地, 可将上述几个公开问题归纳为下述

问题.

问题 6.3 设 M 为单位球面 Sn+q 中 n 维极小子流形. 记 S 为第二基本形式模长平方. 对于固

定的 n 和 q, 是否存在非负数列 {ak}∞k=1, 当 ak 6 S 6 ak+1 时, 有 S ≡ ak 或 S ≡ ak+1?

设 M 为单位球面 Sn+q 中的 n 维子流形. 对指标取值范围作如下约定:

1 6 i, j, k, . . . 6 n, n+ 1 6 α, β, γ, . . . 6 n+ q.

在给定点 p ∈ M 附近, 选取 Sn+q 上的局部幺正标架场 {e1, e2, . . . , en+q}, 使它们限制在 M 上时,

{ei}ni=1 与 M 相切. 则第二基本形式可表示为 h(ei, ej) =
∑

α hα
ijeα. 将 q 阶矩阵 {

∑
i, j h

α
ijh

β
ij} 的特征

值 {Λα}qα=1 排序为 Λ1 > Λ2 > · · · > Λq. 则第二基本形式模长平方 S 满足 S =
∑

α Λα. Lu
[29] 证明了

下述关于球面中极小子流形的最优拼挤定理.

定理 6.5 [29] 设 M 为单位球面 Sn+q 中 n 维紧致极小子流形. 如果 0 6 S + Λ2 6 n, 则必有下

述情形之一:

(1) S ≡ 0, 且 M 为全测地球面;

(2) q = 1, S ≡ n, 且 M 为 Clifford 环面;

(3) q > 2, S + Λ2 ≡ n, 且 M 为 Veronese 曲面.

注意到 Λ2 6 1
2S,上述定理拓广了拼挤定理

[13, 23,28,38]. Leng和 Xu [27] 进一步推广了定理 6.5. 基

于 Lu [29] 的定理, 可提出球面中极小子流形关于 S + Λ2 的第二拼挤问题.

问题 6.4 设 M 为单位球面 Sn+q 中 n 维紧致极小子流形.

(1)如果 S+Λ2 为常数,是否存在正常数 δ(n),使得当 0 6 S+Λ2 −n 6 δ(n)时,必有 S+Λ2 = n

(参见文献 [29])?

(2) 是否存在正常数 δ(n), 使得当 0 6 S + Λ2 − n 6 δ(n) 时, 必有 S + Λ2 ≡ n?
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