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热力藕合问题的交替算法
*

张晓敏,彭向和,张培源
(重庆大学工程力学系,重庆 400044)

  摘要:在极大的加热速率下,针对CV型非Fourier介质,提出一个热力耦合问题的解耦交替计算方法,

即交替地计算两个解除了耦合的问题,逐步地得到足够精度的解。这两个问题分别是已知温度时空分布的热

Hooke介质的应力分析问题和已知位移、应变和应力时空分布的非Fourier介质的热传导问题。这个方法也

适用于Fourier介质,与每一解耦问题实施计算的方法无关。用简例说明了随交替计算次数的增加,其结果

趋近于准确解;同时给出了对Fourier介质板一个瞬态问题的应用例子。
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1 引 言

  自Biot发表了热流与温度梯度的现象学关系以来,由J.B.Fourier描写的热传导定律在科学、技术

和工程中得到广泛的应用。Fourier定律的原理几乎从得到应用之时起便受到质疑。对于半无限体表

面突加恒温热源的温度场暂态问题,按Fourier定律给出的解,温度传播具有无限大的速度 ;在初始时

刻,边界的温度梯度成为无界量。这是人们直觉不能接受的理论结果[1]。为了改善这个理论结果,从微

观机制出发,提出热流迟后于温度梯度的热传导定律[1~2]

qk(x,t+t0)=-κT,k(x,t) (1)
式中:x为物质坐标;κ是导热系数;t0是热流矢qj迟后于温度梯度T,k的时间,又称松弛时间。方程(1)
将温度梯度与热流的关系认定为因果关系。虽然这也是一个受到质疑的问题,但已有效地解除了上述

疑难。如果松弛时间远小于所要讨论的热效应持续时间,那末将左端对t0在t0=0作Taylor展开,取其

前两项,得到微分延迟型非Fourier定律的描写

qk(x,t)+t0∂qk(x,t)
∂t =-κT,k(x,t) (2)

这就是CattaneoandVernotte(CV)型非Fourier定律[3~4];当t0=0时,式(2)便成为Fourier定律。这

里及其以后使用了偏导数简记,例如

qk,l=∂qk

∂xl
,   ̇ql=ql,t=∂ql

∂t
,   q

··
l=ql,tt=∂

2ql

∂t2

当t0=0和t0>0时,方程(2)分别对应于Fourier定律和CV型非Fourier定律。在温度分布的暂态问

题中,与热平衡方程结合后,导出的温度控制方程分别是抛物型和双曲型。后一情况下温度的传播具有

波传播性质,具有有限的速度,因此消除了前已提及的质疑[1~2,4]。这样,热力藕合暂态问题的精确化处

理成为需要进一步取得进展的课题。

  20世纪60年代以来发现一系列具有显著细结构的材料,如沙、生物材料等,与热载子类型导热材

料(如金属等)相比,具有极大的松弛时间,达到数秒乃至数十秒[5~7]。因此,对于这类介质的短时程问

题,CV型非Fourier热传导模型与应力、应变及其传播的关联便成为至关重要的问题[8~10]。与此同时,
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研究表明了对空间宏观尺度和时间长程传导的问题,Fourier定律仍是有效的热传导描写形式。因此热

力藕合暂态问题的精确化处理需要同时针对Fourier定律和非Fourier定律,着重在热力藕合相关的算

法上推进研究。
热力藕合问题的最常用的简化方法是热力解耦:在热流平衡方程中忽略变形和应力的影响,因此温

度场问题便分离出来,成为一个独立的确定性问题;这个问题解出后将温度场作为已知,求对应的热应

力[11]。这种处理忽略了变形对温度分布的影响,只近似地计入了温度对变形和应力的影响。一般地

说,温度场的算法与变形和应力场的算法分别需要组构不同的计算程序。非均匀材料强热沉积瞬态问

题必然要面对热力全耦合分析。这里,热力全耦合是指在热流平衡方程中不能忽略变形和应力的影响,
因此温度场问题不能孤立地确定,热应力应变也必须计入温度场的影响[11]。

本文中针对Fourier介质和CV型非Fourier介质提出一种热力藕合问题的解藕交替计算方法:交
替地计算两个解除了藕合的问题,即已知温度时空分布的热 Hooke介质的应力分析问题和已知位移、
应变和应力时空分布的微分型非Fourier介质的热传导问题。用简例说明随交替计算次数的增加,其
结果趋近于准确解;同时给出对Fourier介质板一个瞬态问题的应用例子。

2 CV型非Fourier热传导介质小变形热力藕合问题的场论

  组成CV型非Fourier热传导介质小变形热力藕合问题的场论的控制方程有

几何方程

εkl =(uk,l+ul,k)/2,   θ=εkk (3)
应力本构方程

σkl =λθδkl +2Gεkl -βTδkl (4)
动量方程

σkl,k+ρ(f1-u,tt)=0 (5)
热流平衡方程

R-qk,k=T0β̇εkk +ρCT
·

(6)
以及CV型热传导非Fourier定律,即方程(2)。这些方程中fk和ρ分别为体力和密度;β为应力温度系

数(又称等温潜热系数),它与膨胀系数α有关系β=(3λ+2G)α;λ和G 为Lame弹性常数;R 为体热源

强度;C为等应变质量比热;T0为参考状态的绝对温度。这里涉及了位移场uk、应变场εkl、体积应变θ、
应力场σkl、相对参考状态的增量温度场T、热流矢量场qk。

通 常的边界条件提法是,在边界췍V上给定uk或σlknl分别为uk和pk,给定T或qknk分别为T和qn。
在边界췍V-췍V2上

uk=uk (7)
或在边界췍V2上

σklnl=pk (8)
在边界췍V1上

T=T (9)
在边界췍V-췍V1上

qknk=qn (10)

  通常的初始条件提法是,在时刻t=0,于物体所占区域V 上给定uk、̇uk和T
uk=u(0)

k ,   ̇uk =̇u(0)
k (11)

T=T(0) (12)
式中:췍V2和췍V1都是物体所占区域V 的部分表面边界。当式(7)中t0≠0,初始条件(12)还需补充含温

增T 对时间一次偏导数的一个方程。由于已经将有限松弛型方程(1)处理为微分型方程(2),因此这些
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方程涉及的物理量都取即时时刻的值。

3 热传导介质小变形热力藕合问题的两个解藕简化问题

  CV型非Fourier热传导介质小变形热力藕合问题存在如下解藕简化问题。

  问题1 已知温度时空分布,求热Hooke介质的位移、应变和应力。控制方程为几何方程(3)、应力

本构方程(4)、动量方程(5);边界条件为方程(8)和(9);初始条件为方程(12)。

  问题2 已知位移、应变和应力时空分布,求Fourier介质或非Fourier介质的温度场。控制方程为

热流平衡方程(6)、CV型热传导非Fourier定律(2);边界条件为方程(9)和(1);初始条件为方程(12)。

4 交替算法

  为了求解第二节所述CV型非Fourier热传导介质小变形热力偶合问题,可以将它转化为第3节所

述问题1和问题2交替地计算来实现,以下是两个实施途径。

  途径1 第1步,取温度时空分布为零,求解问题1;第2步,取位移、应变和应力时空分布为第1步

的结果,求解问题2;第3步,取温度时空分布为第2步的结果,求解问题1;第4步,取位移、应变和应力

时空分布为第3步的结果,求解问题2;以此类推,直到得出结果与前一步的差异不超过设定值为止。

  途径2 第1步,取位移、应变和应力时空分布为零,求解问题2;第2步,取温度时空分布为第1步

的结果,求解问题1;第3步,取位移、应变和应力时空分布为第2步的结果,求解问题2;第4步,取温度

时空分布为第3步的结果,求解问题1;以此类推,直到得出结果与前一步的差异不超过设定值为止。

5 收敛于准确解的简例

  为了说明这个交替计算过程,试讨论受单轴拉应力σ和强度R=R1t的均布体热源同时作用的足够

长实心圆柱,圆柱外表面处于自由且绝热的状态,这里R1为常量。分析的目的是求轴向正应变ε和温

升T 的时程。这个问题可以模拟无外加机械约束、却带绝热表层的圆柱,受强电流加热所持续的一段

初始时间区间。这个问题涉及均匀场分布。容易得到,轴向正应变ε和增量温度T 的准确解为

ε=σ
E +αR1t2

2ρC
1

1+K
,  T= 1

2ρCR1t2 1
1+K

式中:K=3αβT0/(ρC)。

  按途径1用交替计算方法:第1步,取温度时空分布为零,求解问题1。将方程(4)改写为应变的应

力表示式,得到

ε(1)=σ/E
  第2步,取位移、应变和应力时空分布为第1步的结果,求解问题2。由方程(6)得到温升的控制方

程

ρC
dT(2)

dt =R1t-3T0β
dε(1)
dt

由此得到

T(2)=R1t2/(2ρC)

  第3步,取温度时空分布为第2步的结果,求解问题1。将方程(4)改写为应变的应力表示式,得到

ε(3)=σ/E+αR1t2/(2ρC)

  第4步,取位移、应变和应力时空分布为第3步的结果,求解问题2。由方程(6)得到温升的控制方

程,并改写为

ρCdT
(4)

dt =R1t(1-K)

得到
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T(4)=12CR1t2(1-K)

以此类推,第2n+1步对应的应变和2n步对应的温度的结果分别是

ε(2n+1)=σ
E +αR1t2

2ρC
[1-K+K2+…+(-1)n-1Kn-1]

T(2n)= 1
2ρCR1t2[1-K+K2+…+(-1)n-1Kn-1]

注意到

lim
n→∞
[1-K+K2+…+(-1)n-1Kn-1]= 1

1+K
因此

lim
n→∞

ε(2n+1)=σ
E +αR1t2

2ρC
1

1+K
,   lim

n→∞
T(2n)= 1

2ρCR1t2 1
1+K

这说明随交替计算次数的增加,其结果趋近于准确解。

6 简要结论

  针对CV型非Fourier介质的热力藕合问题,可以采用交替地计算两个解除了藕合的问题来逼近,
即交替地求解已知温度时空分布的热Hooke介质应力分析问题(即问题1)和已知位移、应变和应力时

空分布的微分型非Fourier介质的热传导问题(即问题2)。这种交替计算可以逼近问题的准确解。这

个结论适用于Fourier介质,即适用于式(2)中t0=0的情况。这个结论与每一解藕问题实施计算的方

法无关,即无论每一解藕问题的计算用什么方法,或用什么程序,本文的结论仍旧有效。因此,在交替计

算中,对两个问题中任何一个都可以采用包括有限元方法、解析方法和各类工程算法在内的计算方法。
这样一来,处理热传导暂态问题的完全热力藕合,便有了多种多样计算途径。下面选择一个所需篇幅不

大的例子说明热力藕合暂态问题的交替计算方法的应用。

7 应用例:Fourier介质板受突加体热源的暂态问题

  作为交替算法的应用,介绍表面保持恒温的Fourier介质板,受突加体热源的暂态问题解。设板厚

为l,取板厚方向为轴Ox,0≤x≤l。为简单考虑,取体热源强度为常值R0。更设板受面内约束,取εy和

εx为零。这是空间一维问题,涉及的场分量仅仅是坐标x和时间变量t的函数。力学量的边界条件、初
始条件和约束条件分别为

σx =0   x=0, x=l (13)

u=0, ∂u∂t=0   t≤0 (14)

εy =0, εz=0   t>0, 0≤x≤l (15)
热学量的边界条件和初始条件分别为

T=0   x=0, x=l (16)

T=0   t≤0 (17)
式中:σx为应力分量;εy、εz为应变分量;u为位移的x 分量;T 为温度。

  线弹性Fourier热传导热力藕合问题的控制方程组成如下

几何方程

εx =∂u∂x
(18)

动量方程

∂σx

∂x-ρ
∂2u
∂t2 =0 (19)
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应力本构方程

σx =(λ+2G)εx -βTδkl, σz=σy =λεx -βTδkl (20)
热流平衡方程

R-∂q∂x=T0β
∂εx

∂t+ρC∂T∂t
(21)

热传导Fourier定律

q=-κ∂T∂t
(22)

在式中未列出的应力分量、应变分量和热流矢量为零。以下所列是按第5节途径2得到的结果。
第一步的温度解为

T(1)=∑
∞

n=1
Fn(1-e-qnt)sinnπxl

(23)

这就是不计应变变化对温度分布影响的结果。
第二步的应变解为

ε(1)n =∑
∞

n=1
Fn

β
λ+2G

1- p2n
p2

n +q2n
e-qnt q2n

p2
n +q2n

(qncospnt+pnsinpnté

ë
êê

ù

û
úú)sin

nπx
l

(24)

这就是计入惯性力后,由已知温度场求应变场的结果。
第三步的温度解为

T(3)=T(1)+T(31) (25)

T(31)
n =δ∑

∞

n=1
Fn

pnqn

p2
n +q2n

2pnqn

p2
n +q2n

(e-qnt-cospnt)+pnte-qnt-p2n -q2n
p2

n +q2n
sinpn

é

ë
êê

ù

û
úútnπ
l

(26)

这就是计入了应变变化对温度分布影响的结果。
第四步的应变解为

ε(4)n =ε(2)n +ε(42)n (27)

ε(42)n = βδ
λ+2G∑

∞

n=1
Fn(f1n +f2n +f3n)sinnπxl

(28)

f1n =- 4p4nq2n
(p2n +q2n)3

cospnt+pnqn
3p4n -6p2nq2n -q4n
2(p2n +q2n)3

sinpn
é

ë
êê

ù

û
úút (29)

f2n = p2n
(p2n +q2n)2

p2n -q2n
2 cospnt-pnqnsinpn

æ

è
ç

ö

ø
÷tqnt (30)

f3n = p4n
(p2n +q2n)2

4q2n
p2

n +q2n +qn
æ

è
ç

ö

ø
÷t e-qnt (31)

这是计入了应变变化与温度变化交互影响,即完全的热力藕合的应变时空分布结果。这里δ为表示热

力藕合程度的量纲为一的常数,且

δ= T0β2

ρC(λ+2G)
, qn = κ

ρC
nπæ

è
ç

ö

ø
÷

l
2
, pn = λ+2G

ρ
nπ
l

(32)

而Fn为与体热源的Fourier系数有关的数列

Fn =-2l
l
n
æ

è
ç

ö

ø
÷

π
3
[1-(-1)n]R0

κ
(33)

  这个例子可以得到结论:热力藕合问题不能只计入温度对应力应变分布的影响,还应计入应变或应

力随时间变化对温度分布的影响。当热沉积强烈、温升率高、材料的藕合因子δ极大,探求的剧烈变化

时间间隔较小时,应变或应力随时间变化对温度分布的影响就特别强烈或特别需要计入;同时,应变或

应力随时间变化对温度分布的影响的计入又将影响应力和应变的时空分布。

参考文献:

[1] TammanKK,ZhouXiang-min.Macroscaleandmicroscalethermaltransportandthermo-mechanicalinteractions:

313 第4期               张晓敏等:热力藕合问题的交替算法



Somenoteworthyperspectives[J].JournalofThermalStresses,1998,21(3-4):405-449.
[2] 张浙,刘登瀛.非傅里叶热传导研究进展[J].力学进展,2000,30(3):446-456.

ZHANGZhe,LIUDeng-ying.Advancesinthestudyofnon-Fourierheatconduction[J].AdvancesinMechanics,

2000,30(3):446-456.
[3] TzouDY.Aunifiedfieldapproachforheatconductionfrommirco-tomacro-scales[J].JournalofHeatTransfer,

TransactionsASME,1995,117(1):8-16
[4] 刘静.微米/纳米尺度传热学[M].北京:科学出版业,2003:160-218.
[5] MitraK,KumarS,VedavarzA,etal.Experimentalevidenceofhyperbolicheatconductioninprocessingmeat[J].

JournalofHeatTransfer,TransactionsASME,1995,117(3):568-573.
[6] KaminskiW.Hyperbolicheatconductionequationformaterialwithanon-homogeneousinnerstructure[J].Journal

ofHeatTransfer,TransactionsASME,1990,112(3):555-560.
[7] NettletionRE.Relaxationtheoryofthermalconductioninliquid[J].PhysicsofFluids,1960,3:216-231.
[8] GreenAE,LindsayKE.Thermoelasticity[J].JournalofElasticity,1972,2:1-17.
[9] HetnarskiRB,IgnaczakJ.Generalizedthermoelasticity:Closed-formsolutions[J].JournalofThermalStresses,

1993,16(4):473-498.
[10] HetnarskiRB,IgnaczakJ.Generalizedthermoelasticity:Responseofsemi-spacetoasortlaser[J].Journalof

ThermalStresses,1994,17(3):377-396.
[11] LordH W,ShulmanY.Generalizeddynamictheoryofthermoelasticity[J].JournalofMech.Phys.Solids,

1967,15:99-312.

Analternatecomputingmethodofthermo-mechanicalcouplingproblems

ZHANGXiao-min*,PENGXiang-he,ZHANGPei-yuan
(DepartmentofEngineeringMechanics,ChongqingUniversity,Chongqing,400044)

Abstract:ForCVnon-Fouriermediasubjectedtohighheatingrates,aniterationmethodwasproposed
forthesolutionofthecoupledthermal-mechanicalproblem.Twouncouplingproblemswerecomputed
alternately,andthesufficientprecisionsolutionwasobtainedstepbystep.Thesetwoproblemswere
thermo-stressanalysiswhentemperaturewasgivenandthenon-Fourierthermalconductionproblems
whendisplacement,strainandstresseswereprovidedrespectively.Themethodisadaptabletothe
Fouriermediaandindependentoftheuncouplingproblem’scomputingmethod.Thetransientre-
sponseofaFourierplatewasdiscussedasanapplication.Resultsshowthatthemorethetimesofal-
ternatecomputing,themoretheprecisionoftheresult.
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plingproblem

413 爆  炸  与  冲  击               第26卷 

* Correspondingauthor:ZHANGXiao-min
   E-mailaddress:xiaomin@cqu.edu.cn
   Telephone:023-66802279


