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摘要  矩阵分解是实现大规模数据处理与分析的一种有效工具. 非负矩阵分解(non-negative matrix 
factorization, NMF)算法是在矩阵中所有元素均为非负的条件下对其实现的非负分解, 这为矩阵分解提
供了一种新的思路. 非负矩阵分解方法在智能信息处理和模式识别研究领域具有十分重要的应用意义. 
本文介绍非负矩阵分解的基本思想和一些最新的研究成果, 结合研究工作讨论在概率模型的框架下实
现非负矩阵分解的目标函数和相应的算法, 以及非负矩阵分解与知觉过程信息处理的关系, 针对模式
识别的实际问题给出具体的非负矩阵分解的应用实例, 并提出非负矩阵分解及其应用中有待进一步研
究的新问题.  
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矩阵分解在很多领域获得了广泛的应用[1], 在数
值代数中 , 利用矩阵分解可以将规模较大的复杂问
题转化为小规模的简单子问题来求解; 在应用统计
学领域, 通过矩阵分解得到原数据矩阵的低秩逼近, 
从而可以发现数据的内在结构特征 . 在机器学习和
模式识别[2]的应用中, 矩阵的低秩逼近可以大大降低
数据特征的维数, 节省存储和计算资源.  

1999 年Lee和Seung[3]在Nature上发表了非负矩
阵分解算法 , 该算法是在矩阵中所有元素均为非负
的条件下对其实现非负分解. 从计算的角度来看, 矩
阵分解的结果中可以存在负值 , 但负值元素在实际
问题中往往缺失物理意义 . 非负矩阵分解方法则提
供了一种新的矩阵分解思路 , 由于其分解算法实现
简便, 分解的结果中不出现负值, 而且具有可解释性
和明确的物理意义, 以及占用存储空间少等优点, 已
经引起许多科学家和研究人员的广泛重视. 通常, 信
息的表示或编码的各种方法基本上可分为线性和非

线性两大类 . 线性表示方法是将信号分解为一组基
本信号的线性加权组合 , 其中基本的信号称为基信
号, 对应的权重称为组合系数. 根据基信号的特点, 
这种线性表示方法又可以分为两种 : 一种是其基信
号是固定的, 与处理的数据无关, 如傅里叶分析和小
波分析方法; 另外一种是基信号与处理的数据相关, 
如主成分分析和独立分量分析 . 本文介绍的非负矩
阵分解方法是后一种表示方法.  

在人工智能、机器学习以及计算机视觉和模式识

别等研究领域, 为了提高算法或系统的“智能”水平
而提出的一些智能计算理论和模型 , 大多借鉴于人

类大脑的信息处理机制或对人的认知过程、心理以及

生理方面的研究成果 . 人类大脑对外界事物整体的
感知是建立在对其部分感知基础之上的. 然而, 大脑
是如何实现这种对部分的感知? 我们又如何利用计
算机来模拟这种功能? 非负矩阵分解方法为解决这
类问题提供了一种新的思路. 在非负性约束下, 对非
负数据进行非负分解 , 采用简单有效的乘性迭代算
法 , 通过学习得到的基向量中含有关于物体的局部
特征的信息. 与传统的主成分分析(PCA)相比, 非负
矩阵分解的结果合乎大脑感知的直观体验 , 并具有
明确的物理含义.  

1  非负矩阵分解的定义 

信息或信号处理的许多数据具有非负性的特点, 
如灰度图像、物质成分含量、文章中单词出现的次数

和统计学中的概率转移矩阵等 . 在用线性表示方法
处理这类数据时, 往往要求分解的结果(包括基向量
和系数)都是非负的. 此时若采用传统的因子分析方
法, 如主成分分析, 因为其结果中含有负数而失去了
物理意义, 而采用非负(正)矩阵分解方法就可以避免
这一点[4].  

非负矩阵分解是一种多变量分析方法 . 假设处
理 m 个 n 维空间的样本数据, 用 表示. 该数据
矩阵中各个元素都是非负的, 表示为 . 对矩阵

进行线性分解, 有 

n mX ×

0X≥

n mX ×

 , (1) n m n r r mX B C× × ×≈
其中 称为基矩阵, 为系数矩阵. 若选择 比

小, 用系数矩阵代替原数据矩阵, 就可以实现对原
n rB × r mC × r

n
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数据矩阵的降维, 得到数据特征的降维矩阵, 从而减
少存储空间, 节约计算资源; 从数据编码表示来看, 
以基矩阵为码本, 则系数矩阵就为相应的编码系数. 
文献[3]从矩阵分解的角度就主成分分析、向量量化、
独立分量分析和非负矩阵分解作了讨论.  

2  非负矩阵分解的算法 
为了实现矩阵的非负分解 , 首先需要定义一个

损失函数来刻画分解前后的逼近程度 , 然后在非负
性约束下求解 . 最早提出的正矩阵分解方法采用传
统的梯度下降算法与加性迭代规则[4]. 文献[3,5]采用
乘性迭代规则, 更适合非负数据的特点, 即在非负性
初始化的基础上 , 在迭代过程中能简单地保持非负
性 , 而加性迭代规则就需要一个强制将负值变为零
的步骤.  

2.1  非负矩阵分解的概率模型 

将矩阵分解看成如下含加性噪声的线性混合体

模型[6]
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 , (2) n m n r r m n mX B C E× × × ×= +
其中 为噪声矩阵. 进一步, 也可以将上式写成 n mE ×

 ( )ij ijijX BC E= + . (3) 

为了求解因子矩阵B, C, 考虑如下的最大似然解[6]: 

  
(4)

 ,

,

{ , } arg max ( | , )

arg min[ log ( | , )],
B C

B C

B C p X B C

p X B C

=

= −

假设噪声服从不同的概率分布 , 就可以得到不同类
型的目标函数. 考虑噪声是高斯噪声, 即 

( )
2

( )1( | , ) exp 2π ,
2

ij ij
ij ij

ij

X BC
p X B C σ

σ

⎧ ⎫⎡ ⎤−⎪ ⎪= − ⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

 (5) 

其中 是对每个观测值给定的权重. 令 ijσ

 , (6) ( | , ) ( | , )ij
ij

p X B C p X B C= ∏
则最大似然解是最小化如下的损失函数: 

2 21( , ) ( ) log( 2π ).
2 ij ij ij ij

ij ij
L B C X BC σ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦∑ ∑ σ  (7) 

若假设 并忽略因子1ijσ = 1 2和常数项 log( 2π ),ij
ij

σ∑  

则得到 

  (8) 
2

( , ) ( ) .ED ij ij
ij

L B C X BC⎡= −⎣∑ ⎤⎦

采用传统的梯度法, 有 

 
( ) ( )

( ) ( )

2 ,

2 ,

T TED
ik ikik

T TED
kj kjkj
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B
L

B X B BC
C

∂ ⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦∂
∂ ⎡ ⎤= − −⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

 (9) 

于是可以得到如下的加性迭代规则[6]: 

  (10) 
( ) ( )
( ) ( )

,

.

T T
ik ik ik ik ik

T T
kj kj kj kj kj

B B XC BCC

C C B X B BC

φ

ϕ
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如果设置 ( ) ( ),  kjik
ik kjT T

ik kj

CB

BCC B BC
φ ϕ= = , 式 (10)加

性迭代规则就变成了如下的乘性迭代规则[5]: 

 
( )( )

,   
( ) ( )
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如果考虑噪声为泊松噪声, 即有 
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!

ijX
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ij ij
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BC
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X
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同理, 得到其最大似然解是最大化如下的损失函数: 

  (13) ( , ) log( ) ( ) log( !) ,ij ij ij ij
ij

L B C X BC BC X⎡ ⎤= − −⎣ ⎦∑

这实际上等价于最小化如下的广义 KL距离: 

 ( , ) log ( ) .
( )
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KL ij ij

ijij

X
L B C X X BC

BC

⎛ ⎞
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同样, 为了最大化 , 采用梯度算法, 有以下的
加性迭代规则

( , )L B C
[6]: 
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.
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如果设置 ,  kjik
ik kj

kj ik
j i

CB
C B

φ ϕ= =
∑ ∑

, 则得到如下的乘

性迭代规则[5]: 
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,
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.
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从以上分析可以看到, 当考虑不同的噪声类型时, 可
以得到不同的目标函数用来实现矩阵分解. 因此, 我
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们用拉普拉斯噪声来得到一类用于实现分解的新目

标函数. 当噪声服从拉普拉斯分布时, 可以得到如下
似然概率: 

 ( )( )
( | , ) exp 2ij ij

ij ij
ij

X BC
p X B C σ

σ
⎧ ⎫−⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

, (17) 

由此可以得到如下的损失函数: 

 1
( )

( , ) ij ij

ijij

X BC
L B C

σ
−

=∑ . (18) 
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我们可以采用线性规划方法求解式(18), 但式(18)的
损失函数不是连续可微的, 通常采用如下的近似
函数[7]: 

 app
( )

( , ) log cosh ij ij

ijij

X BC
L B C γ

σ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞−⎪ ⎪= ⎢ ⎥⎜⎨ ⎬⎜⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ ⎟⎟ , (19) 

其中 1γ .  
综上所述 , 我们可以把非负矩阵分解归结为求

解如下约束优化问题: 

  (20) 
min     ( , )
s.t.     0,  0.

f B C
B C≥ ≥

其中 为某一损失函数 . 在迭代中 , 往往还要
求对基矩阵的各列向量进行归一化, 如文献[3]中根
据 1范数将基向量进行归一化, 即要求 , 

得到如下的乘性迭代规则: 

( , )f B C

1,ik
i

B = ∀∑ k
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,
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lkl
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B
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←
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←

∑

∑
∑

,

 (21) 

另外 , 我们探讨了将基向量按 范数进行归一化的

情形, 并得到了很有意义的结果
p
[8]. 

2.2  局部非负矩阵分解(LNMF) 

非负矩阵分解只是要求所分解的因子矩阵为非

负的, 如果对分解的因子矩阵考虑更多的约束, 就可
以强化分解的结果. Li等人[9]正是基于这个想法, 从
如下 3个方面给非负矩阵分解的因子施加约束: 要求
一个基向量的各个成分不应该被分解得太多 , 同时
用来表示原始数据的基向量的成分数目尽可能少 ; 
要求不同的基向量尽可能地接近正交化; 要求含有
重要信息的成分被保留. 在此基础上, 他们提出的局
部非负矩阵分解问题就转化为如下的约束优化求解

问题: 

LNMFmin ( , ) log ( )
( )
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∑ ∑
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(22) 
其中 . 其求解的乘性迭代规则为T ,  U B B V CC= = T [9]
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由于采用了一些近似处理 , 所以该算法中的正则化
参数 ,α β 没有出现在迭代规则中. 关于这一点, 还有
待进一步的研究.  

2.3  非负稀疏编码(NNSC) 

根据稀疏编码原则[10], Hoyer[11]提出了一种非负

稀疏编码(NNSC), 使分解后的系数具有比较好的稀
疏特性. 也就是求解如下的约束优化问题: 

  (24) 

2
NNSC
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s.t.     0,  0,   1,  .

ij ij kj
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其迭代算法如下: 
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其中η为学习速率. 该学习算法的一个缺点是基向量
学习是加性迭代, 不能很好地保持非负特性, 对负值
必须使其强制置零. Hoyer[12]将其算法应用在视觉感

知的建模研究中.  

2.4  稀疏非负矩阵分解(SNMF) 

同样根据稀疏编码原则 , 我们提出了如下稀疏
非负矩阵分解(SNMF)[13]: 
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SNMFmin ( , ) log ( )
( )
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且更有利于从图像序列中实现图像分割和特征提取. 
Ramanath[22]还将非负矩阵分解用于彩色谱空间的 
分析. 
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其乘性迭代规则如下: 
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Kawamo[23]将非负矩阵分解用于音乐信号的分

析, 其基本思想是将音乐的幅度谱(利用离散傅里叶
变换得到)进行分解, 从而得到具有单个音调的特征
数据 . 一些研究结果表明非负矩阵分解也非常适合
声音数据分析[24]. Novak[25]还将非负矩阵分解用于自

然语言的处理.  
在文本知识挖掘领域, Xu[26]将非负矩阵分解用

于文本类数据的分析 . 对这类稀疏性特别强的数据
来说 , 非负矩阵分解更是优于传统的文本特征提取
方法. 在生物信息学研究领域, Seppanen和Brunet[27]1)将

非负矩阵分解用于基因、分子等数据的分析.  
和 NNSC 的学习算法相比, 该算法全部采用乘性迭
代规则, 能很好地保持数据的非负特性. 另外, 关于
非负矩阵分解的稀疏性约束详细讨论见文献[14].  下面介绍非负矩阵分解算法在网络安全的入侵

检测、灰度图像的数字水印技术和脑电信号处理应用

的具体实例 2), 希望引起大家的重视.  
2.5  其他算法 

从算法优化的角度来看 , 非负矩阵分解是一种
满足非负性约束下的优化问题 . 除了上面提到的几
个改进算法以外, 在非负性约束的基础上, 人们还提
出了加权的(正)非负矩阵分解[4,15], 多重线性引擎[16]

和正张量分解 [17]. Wang[18]将Fisher约束引入到分解
中, Ahn[19]还将非负矩阵的单层神经网络表示推广到

多层的情形.  

3.1  非负矩阵分解在网络安全入侵检测的应用 

入侵检测是对计算机和网络资源上的恶意使用

行为进行识别和响应的处理过程 [28]. 入侵检测的根
本任务就是从这些数据中去发现其中存在的误用或

异常. 如果把入侵检测看成一种数据处理过程, 那么
我们就可以采用数据挖掘技术来建立入侵检测系统.  

从系统调用类别数目来讲, 在 UNIX 环境下, 大
约有 200 种不同的系统调用. 对于每个序列, 系统调
用出现的频率特征是一个维数为系统调用类别数目

的向量. 于是, 降维是必要的. 针对这种频率特征的
非负性, 我们选择非负矩阵分解来作特征提取, 用线
性回归作检测.  

3  非负矩阵分解的应用 

由于算法实现的简便和有效性, 非负矩阵分解已
成为模式识别研究领域中特征提取和数据降维的一种

新方法, 在高维数据处理中有着广泛的应用前景.  
在图像处理领域, Lee和Seung[20]将非负矩阵分

解应用于机器人对外界环境感知的非监督学习中 , 
用以提取图像中有意义的部分特征 . 由于非负性约
束使得分解的基向量和组合系数中的大量元素为零

或接近于零, 因此这种表示方式属于稀疏编码, 占用
的存储空间少. 在有遮挡的情况下, 非负矩阵分解具
有很强的鲁棒性能. Lee等[21]将非负矩阵分解方法用

于动态PET图像序列的分析, 实验表明采用非负矩阵
分解可以得到和传统因子分析一样的结果 ,  并 

这里采用的实验数据来自于 UNM 的合成

sendmail3)和实际的 named4)两组数据. 在实验中, 系
统调用类别数量在 200左右. 为了使用非负矩阵分解
方法, 首先将序列作连续的划分, 得到一些短序列, 
然后统计每个短序列中各个系统调用出现的次数 , 
得到一个 矩阵, 其中的d mX × ijX 表示第 i个系统调用

出现在第 个短序列中的次数. 短序列长度和其中含
有的系统调用类别数目根据不同的数据集来确定.

j

                   
1) Seppanen J K, Hollmén J E, Bingham E, et al. Nonnegative matrix factorization on gene expression data. Bioinformatics 2002, poster 49, Ber-

gen, 2002 
2) 刘维湘. 非负矩阵分解及其应用. 西安交通大学博士学位论文, 2005 
3) http://www.cs.unm.edu/~immsec/data/ 
4) http://www.cs.unm.edu/»immsec/data/live-named.html 
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合成的 sendmail 数据在文献[29]中有详细描述, 
它包含了 300多万条系统调用, 其中含有 16个非正常
序列. 在这 16个非正常序列中, 最长的序列含有 1861
个系统调用, 最短的含有 254 个系统调用. 我们选择
长度为 1500 来对正常数据进行分段, 得到了 2250 个
正常短序列. 因此, 最后得到的数据为 16个非正常数
据和 2250个正常数据. 在这个数据集中, 出现的基本
系统调用是 53 个. 但是, 这里根据 SunOS 映射文件
(该文件是用十进制数来表示不同的系统调用)考虑
182 种系统调用, 最后统计各个系统调用在每个短序
列中出现的次数, 得到一个 182 × 2266 矩阵, 其中前
2250列数据为正常数据, 后 16列为异常数据. 选用前
30 个正常数据作为训练数据, 剩下的 2220 个正常数

据和 16个异常数据作为测试数据.  
实际的 named 数据包含一个有 900 万个系统调

用的正常序列和 2个成功入侵的异常序列, 该数据在
文献[30]有详细描述. 在这 2 个入侵序列中, 一个含
有 969 个系统调用, 另一个含有 831 个系统调用. 使
用长度为 1000来对正常数据进行分段, 得到 9230个
正常短序列. 根据系统调用的映射文件, 共有 164 种
系统调用. 最后, 我们得到一个 164 × 9232 的矩阵, 
前 9230 列为正常数据, 后 2 列为异常数据. 选用前
100个正常数据作为训练数据, 其余的 9130个正常数
据和 2个异常数据作为测试数据(见表 1). 

我们采用线性回归方法来进行检测, 表 2和 3分
别给出了 PCA和NMF两种方法在两类数据上的正检  

表 1  实验数据集 
数据集 系统调用种类数 训练用正常数据数 测试用正常数据数 异常数据数 

sendmail 182 30 2220 16 
named 164 100 9130 2 

 
表 2  PCA和 NMF在 sendmail数据集上的检测结果比较 

程序 方法 r  ε TDR/% FDR/% 
5×10−5 93.75 0.09 

1 
1×10−5 100 3.38 
5×10−5 81.25 0 

2 
1×10−5 93.75 3.06 
5×10−5 93.75 4.19 

3 
1×10−5 100 6.62 
5×10−5 93.75 7.43 

PCA 

10 
1×10−5 100 7.75 
5×10−8 93.75 0.05 

1 
1×10−8 100 0.36 
5×10−8 100 0.41 

2 
1×10−8 100 0.41 
5×10−8 100 0.41 

3 
1×10−8 100 0.41 
5×10−8 100 0.41 

Sendmail 

NMF 

10 
1×10−8 100 0.41 

 
表 3  PCA和 NMF在 named数据集上的检测结果比较 

程序 方法 r  ε TDR/% FDR/% 
2×10−4 100 0.28 

1 
1×10−4 100 0.38 
2×10−4 100 0.26 

2 
1×10−4 100 0.34 
2×10−4 100 0.25 

3 
1×10−4 100 0.34 
2×10−4 50 0.38 

PCA 

10 
1×10−4 100 0.48 
2×10−7 100 0 

1 
1×10−7 100 0.01 
2×10−7 100 0.21 

2 
1×10−7 100 0.35 
2×10−7 100 0.03 

3 
1×10−7 100 0 
2×10−7 100 0 

Named 

NMF 

10 
1×10−7 100 0.21 
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率(TDR)和误检率(FDR). 从表中可以看出, NMF 方
法可以得到较高的正检率和较低的误检率. 

3.2  灰度图像的数字水印研究 

数字水印是指利用信号处理的方法在数字化多

媒体数据中嵌入隐蔽的标记信息 . 这种标记信息一
般是不可见的 , 只有通过专用的检测器或阅读器才
能提取得到 . 数字水印技术已成为信息隐藏的一个
重要研究方向 1). 

图 1 为数字水印系统的一般模型. 通常, 我们把
具有某种含义的水印信息( , 如公司的标志图案或
随机码等)通过一种编码技术嵌入到需要保护的载体
数据(H, 如图像、视频等)中; 然后, 加入水印的载体
数据在其散发传递过程中会受到各种各样的攻击(如
在传输中的噪声、压缩处理带来的变化或有意的破解

攻击等); 最后, 我们需要从受到攻击后的载体数据
中解码出含有的水印信息( ), 并通过一定的检测
方法来比较前后水印信息的不同 , 从而判断受保护
数据的使用是否合法等.  

iW

iW ′

 

 
图 1  数字水印系统的一般模型 

 

按水印隐藏的空间划分 , 可以将数字水印划分
为时(空)域数字水印、频域数字水印、时/频域数字水
印和时间/尺度域数字水印. 现在大多数的水印技术
都是采用变换域方法, 只要构成一种信号变换, 就有
可能在其变换空间上隐藏水印 . 这也就是我们将非
负矩阵分解应用在灰度图像的直接原因.  

将非负矩阵分解看作一种信号变换 , 在其系数
矩阵中嵌入水印信息 . 下面的实验采用全局的水印
嵌入方法, 并与基于DCT的方法[31]进行对比.  

选用Lena灰度图像作实验原图 , 该图像尺寸为
256 256, 把象素值归一化到[0,1]区间, 并用高斯随
机序列(含有 1000 个数值)作为水印信息

×
[31]. 为了对

比起见, 我们用 1000个随机序列(其中第 500个为嵌
入的原始水印信息)和检测得到的水印作比较. 下面
是考虑了不同攻击情况下的水印图像及其检测效果. 

图 2 是在没有受到任何攻击下的水印图像及其
检测结果. 从图中可以看出, 所得到的水印图像以及
水印的检测反应值很接近.  
 

 
图 2  没有攻击情况下的水印图像以及检测反应值对比 

(a) DCT; (b) NMF 
 

图 3是经压缩处理的水印检测对比. 这里采用 8×8
分块DCT方法压缩, 每块只取低频部分的前10个系数. 
由图 3 可以看出, 在这种情况下, 由 NMF 所得的水印
检测值要低于采用 DCT变换得到的水印检测值.  
 

 
图 3  经压缩处理的水印图像以及检测反应值对比 

(a) DCT; (b) NMF 

 
图 4 是在像素值发生尺度变化情况下的水印检测

对比结果. 将加入水印信息的图像的象素值各乘以 1.1
得到受攻击的图像. 在此情形下, 由 NMF 所得的水印
检测值要高于采用 DCT变换得到的水印检测值. 

                   
1) http://www.assuredigit.com/assure.asp?link=shuiyin 
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图 4  像素值发生尺度变化时的水印图像以及检测反应值

对比 
(a) DCT; (b) NMF 

 
图 5是在剪切情况下的水印检测对比, 将图像的

左 100 列设置为 0 来实现剪切效果. 在这种情况下, 
我们发现基于 NMF 的水印检测值远大于基于 DCT
的水印检测值, 这正是 NMF 基于部分表示特性所带
来的好处.  
 

 
图 5  剪切情况下的水印图像以及检测反应值对比 

(a) DCT; (b) NMF 

3.3  脑电信号的特征提取和分类[32]
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大脑通常依赖于人体的外周神经和肌肉组织等

与外部环境进行交流或控制外界设备. 人体在睡眠、
兴奋或者接受外界信号刺激等不同状态下 , 脑内电 

活动会表现出不同的模式 , 应用传感器可以把这种
脑内电活动转化为脑电信号 . 基于脑电信号的脑机
接口(brain computer interface, BCI)研究可以帮助具
有严重神经或肌肉伤残的人与外界进行沟通 . 我们
这里讨论自发电位的脑电信号[33]. 

一般的自发脑电信号的频率范围是在 1~20 Hz, 
更宽的在 1~50 Hz. 受非负矩阵分解在音乐信号处理
[23]应用的启发, 将非负矩阵分解应用在脑电信号的
幅度谱分解中, 进行特征提取和分类.  

这里实验的数据 1)来源于Keirn等人[34]2)的工作. 
在七位受试人员头部的不同位置获取 6 个通道的信
号, 信号的采样频率是 250 Hz, 持续时间是 10 s, 然
后经过一组带通模拟滤波器(其频率带宽是 0.1到 100 
Hz)输出. 文献[35,36]给出了关于该数据的描述和相
关的研究应用.  

按照下面的规则来截取每个通道的数据段: 每
个数据段长度为L, 相邻的两个数据段之间的重合长
度选为 . 为了方便进行快速傅里叶变换 , 

选取 . 将得到的每个数据段视为一个样本, 其
维数就为 . 再经过快速傅里叶变换后, 取其幅度谱
中的前 就得到一个维数为 ( / 的样本 . 
考虑 6 个通道情况, 则每个样本(幅度谱)最后的维数
将是 . 如果选取 , 则每个样本(幅度
谱)的维数高达 198. 下面用非负矩阵分解来进行降
维, 然后采用线性判别分类器

/ 2OL L=

2kL =
L

( / 2 1)L + 2 1)L +

6 ( / 2 1)L× + 6k =

[34]来实现分类.  
实验中比对的子空间维数从 1 增加到 70, 迭代

次数均为 300. 鉴于非负矩阵分解初始化的影响, 将
实验重复进行 5次.  

实验中每位受试人员完成两个意识任务 : 数学
乘积运算(math)和写信(letter). 为了和文献[35]中的实

验结果进行对比, 每个数据段窗口长度为 , 
各个数据段之间的覆盖长度均为 . 首先对第
一天的试验数据进行分类 . 将其中第一次试验数据
作为训练样本, 其余的四次试验数据作为测试样本, 
则每类训练样本数均为 77, 每类测试样本数均为 308. 
我们对比了在不同子空间维数下两种不同任务的正

确识别率和平均识别率. 表 4给出了每位受试人员的
数据在 5 次分类结果中的最高平均识别率及相应的
单个任务识别率. 

62 64L = =
32OL =

                   
1) http://www.cs.colostate.edu/eeg/index.html#Data  
2) Keirn Z A. Alternative modes of communication between man and machine. Masters thesis, Electrical Engineering, Purdue University, 1988 
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表 4  各受试人员在同一天试验数据的两类分类结果(%) 
受试人员 数学 写信 平均 

1 98.7 97.7 98.2 
2 53.2 95.5 74.4 
3 38.3 96.4 67.4 
4 64.9 94.2 79.5 
5 50.6 68.5 59.6 
6 74.4 79.2 76.8 
7 99.4 93.8 96.6 
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从表 4 可以看出, 最后的分类结果因人而异. 这

和每位受试人员在实验过程中的配合程度 , 对意识
任务的控制以及信号的采集状况都有关系 . 实验结
果表明: 在 5次的分类结果中, 受试人员 1的最高平
均分类识别率可以达到 98.2%, 该结果好于文献[35]
中的结果 90%; 受试人员 7的分类结果也高达 96.6%.  

根据上面的实验结果, 考虑受试人员 1的试验数
据, 将受试人员 1第一天的第一次试验数据作为训练
样本, 第二天的全部 5 次试验数据作为测试样本. 因
此, 每类测试样本数均为 385. 实验结果中, 最高的
平均分类识别率可以达到 80.6%, 该结果好于文
献[35]中的结果 75%.  

为了与Garrett[36]的实验结果进行对比 , 每个数
据段窗口长度为 , 各个数据段之间的覆盖长
度均为 . 考虑在第一天的试验数据上进行分
类, 将其中第一次试验数据作为训练样本, 其余的四
次试验数据作为测试样本. 每类训练样本数均为 39, 
每类测试样本数均为 156.  

125L =
63OL =

表 5 给出了应用NMF方法的实验结果, 其中, a, 
b, c, d, e分别是对应于 5个意识任务的最高识别率结
果, f为平均识别率最高时的结果. Garrett利用 6阶自
回归模型来表示信号 ,  分别利用线性判别分析
(LDA)、神经网络(NN)和支持向量机(SVM)来进行分
类[36], 其结果如表 6. 通过对比可以看出, 和线性判 
别分析分类所得结果相比, 采用NMF方法提高了识 

表 5  应用 NMF的多类分类结果(%) 
 休息 数学 写信 旋转 计数 平均 
a 75.6 84.6 84.6 52.6 46.2 68.7 
b 67.9 94.9 61.5 48.7 48.7 64.4 
c 58.3 90.4 94.9 51.9 51.3 69.4 
d 63.5 48.1 28.2 63.5 32.1 47.1 
e 58.3 82.7 92.3 43.6 68.6 69.1 
f 64.1 90.4 91.0 53.8 51.3 70.1 

表 6  Garrett等的实验结果 
分类器 休息 数学 写信 旋转 计数 平均 
LDA(%) 47.3 45.1 51.1 38.8 44.5 44.8 
NN(%) 64.3 47.3 54.7 51.1 47.3 52.8 
SVM(%) 59.4 44.5 52.7 57.0 47.9 52.3 

 
别率. 根据最后的平均识别率, 采用 NMF 方法还优
于由神经网络和支持向量机得到的识别率. 

另外, 在实验结果中, 分类识别率的稳定性不好, 
其原因可能与非负矩阵分解的初始化有关. 

4  讨论 

4.1  非负矩阵分解与认知 

人脑是最有效的生物智能系统, 它具有感知、识
别、学习、联想、记忆、推理等功能. 研究人脑并用
机器来模拟这些功能 , 一直是信息科学发展中最有
意义和极具挑战性的重大问题. 在日常生活中, 人们
有 80%以上的信息来源于视觉. 然而, 关于人的视觉
感知机理我们却知之甚少.  

在知觉研究 200 多年的历史中, 关于知觉过程有
“整体论”和“原子论”之争  

1). 前者认为人对外部
世界的感知是全局性结构感知先于局部性结构感知, 
即知觉过程始于对物体的整体性感知 , 是从大范围
性质到局部性质 , 视觉信息处理中由粗到细的多分
辨率分析就是这一观点的实例; 而后者认为知觉过
程始于对物体的特征性质或简单组成部分的感知与

分析, 是由局部性质到大范围性质. 另外, 一些视觉感
知过程的实验又支持一种融合观点 : 全局性和局部
性感知是互动的, 小尺度和大尺度感知是并行的、相
互作用的; 同时, 视觉感知具有小范围竞争、大范围
协作的特点. 然而, 无论是从整体到局部, 或者是从
局部到整体, 或两者同时兼有, 弄清局部特征和整体
特征之间的关系具有重要意义 . 非负矩阵分解为分
析局部特征和整体特征之间的关系提供了一种思路, 
即整体特征是局部特征的非负线性组合 , 局部特征
在构成整体特征时不会产生正负抵消的情况 . 这种
非负分解特性更合乎人类视觉感知的直观体验.  

认知科学领域的重要研究内容之一是探索人脑

信息的处理过程, 包括知觉、注意、记忆、动作、语
言、推理、思考、意识乃至情感在内的各个层面的认

知活动 , 研究认知过程的信息处理就是要用“计算”
来“表达”人类智能 2). 非负矩阵分解为我们提供了一

                  
1) 陈霖. 知觉过程是从哪里开始的? 中国科学院第十二次院士大会学术报告. http://www.casad.ac.cn/2005-4/2005418101856.htm 
2) 郑南宁. 认知与计算机视觉. 国家杰出青年科学基金实施十周年学术报告, 2004 
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种用“计算”来“表达”智能的有效的数学分析方法. 由
于非负矩阵分解具有基于部分表示的能力 , 它与主
成分分析方法相比 , 即使在物体有遮挡或图像被剪
切的情况下, 仍能够取得较高的识别率和检测率[9]1), 
这也和人们能够根据部分的、不完整的信息进行推理

的能力相吻合.  
对图像来说 , 尽管非负矩阵分解能够从中得到

有关物体基于部分的信息 , 然而非负性约束并没有
明确考虑图像中的邻域结构信息. 另外, 大脑的感知
由于存在多水平、多层次的协同整合, 对复杂的环境
具有很强的自适应能力 . 而非负矩阵分解还是一种
单一水平的处理方法 , 如何把非负矩阵分解思想应
用于多层次的感知过程还有待进一步的研究[19].  

4.2  关于非负性的讨论 

如文献[3]所述, 非负矩阵分解中的非负性约束
有着明确的物理意义 , 并且非负性在一定程度上导
致了稀疏性 . 而传统主成分分析是将信号进行正交
分解, 其分解的结果中含有负值, 缺失了实际的物理
含义; 独立成分分析则假定各源分量满足统计独立
的条件. 有研究表明, 从基选择的角度看, 稀疏性要
优于统计独立条件要求 [37]. 关于非负性在统计信  
号中的应用, 可以参考文献[38]. 很多的信号分解方
法, 例如傅里叶分析, 以及小波分析, 要求其基信号
是正交的, 甚至是完备的. 进一步探讨信号处理中的
正交性、独立性、非负性以及稀疏性的特点是很有意

义的.  

4.3  非负矩阵分解中有待进一步研究的问题 

非负矩阵分解已有一些成功的应用 , 但在理论
和实践方面还需要进一步深入研究和探讨:  

(1) 如何最小化 ? 非负矩阵分解

作为一个约束优化问题 , 首先需要寻找对其优化的
目标函数和相关的约束. 

,
| ( )ij ij

i j
X BC−∑
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(2) 寻找新的快速迭代计算方法. 对于大的数据
集来说, 文献[5]提出的两个乘性迭代算法依然有其
局限性. 因此, 需要寻找新的快速迭代计算方法[39]2).  

(3) 在分解过程中, 如何确定低维特征数 的大小?  r

(4) 如何进行非负矩阵分解的初始化? 非负矩 
阵分解的结果往往和初始化有关 , 得到的是局部最
优解(关于迭代规则的初始值选择, 有研究者提出采
用球形聚类方法来确定[40]).  

(5) 研究非负矩阵分解的解的特性. 非负矩阵分
解是一个逆问题, 是不适定的. 作为一个逆问题, 需
要进一步从理论上对非负矩阵分解的解的特性(惟一
性、存在性和稳定性)进行研究 3,4). 

(6) 寻求将非负性约束和其他方法相结合的新的分
解方法, 如非负独立成分分析[41]和非负Boltzmann机[42].  

(7) 探讨其他基于部分表示的学习方法[43,44]. 

5  结论 
非负矩阵分解是一种专门针对非负数据分析的

矩阵分解方法 , 其基本思想是对非负数据进行线性
非负分解. 在功能上, 它实现了对大脑的基于部分感
知功能的模拟; 在算法上, 采用简单有效的乘性迭代
规则, 很好地保持了非负性; 在应用中, 非负性的数
据大量存在 , 且非负分解的结果具有明确的物理含
义; 作为一种低秩逼近算法, 能有效节约存储和计算
资源. 非负矩阵分解算法在网络安全的入侵检测、灰
度图像的数字水印技术和脑电信号处理方面的应用, 
证明非负矩阵分解在智能信息处理和模式识别的大

规模数据处理与分析中有着十分重要的应用意义.  
从已有的对非负矩阵分解的改进算法以及上面

的讨论来看 , 需要在理论上对非负矩阵分解做更深
入的研究, 寻求新的分解算法, 并进一步探讨该方法
在智能信息处理和模式识别领域中的应用.  

另外 , 还可以参考本文列出的其他有关非负矩
阵分解方法的综述和讨论[45]5).  
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