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摘要:
 

为了准确模拟体外预应力筋的非线性受力行为, 采用理论推导和程序研制开展了体外预应力筋非线性有限元模型及其算

法的研究。 首先, 基于体外预应力筋与转向块之间可自由滑动而导致体外预应力筋在全长范围内为常应变构件的受力特点, 建

立了非线性体外预应力单元研究方法。 其次, 以锚固块之间设置 2 个转向块的三段四节点平面体外筋为例, 基于变分法得到应

变微分与平面梁单元节点位移矩阵微分的表达式, 再运用虚功原理推导出该类型体外预应力筋在结构坐标系下具体的非线性切

线刚度矩阵。 然后, 结合常规的平面线弹性梁单元, 提出了适用于结构分析的体外预应力梁非线性分析方法和计算程序。 最

后, 对 2 个简支体外预应力梁算例进行了数值分析, 其中算例 1 进行了本研究方法、 Abaqus 软件计算以及静载试验实测值的对

比分析, 算例 2 进行了线性与非线性的对比分析。 结果表明: 在算例 1 中, 2 种方法得到的计算值均与实测值吻合良好, 相对

而言, 前一种方法建立有限元模型更简单, 且更能准确体现体外预应力筋的受力特点; 在算例 2 中, 体外预应力梁的受力行为

很容易表现出非线性特征, 且非线性对体外筋轴力比对节点位移的影响较大, 体外预应力结构受力分析时考虑非线性是很有必

要的。
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Abstract:
 

In
 

order
 

to
 

simulate
 

the
 

nonlinear
 

behavior
 

of
 

external
 

prestressed
 

tendons
 

accurately,
 

the
 

nonlinear
 

FEM
 

and
 

its
 

algorithm
 

of
 

external
 

prestressed
 

tendons
 

are
 

studied
 

by
 

theoretical
 

deduction
 

and
 

program
 

development.
 

Firstly,
 

the
 

nonlinear
 

external
 

prestressing
 

element
 

research
 

method
 

is
 

established
 

based
 

on
 

the
 

characteristic
 

that
 

the
 

external
 

prestressing
 

tendon
 

is
 

a
 

constant
 

strain
 

member
 

in
 

the
 

whole
 

length
 

due
 

to
 

the
 

free
 

sliding
 

between
 

the
 

external
 

prestressing
 

tendon
 

and
 

the
 

steering
 

block.
 

Secondly,
 

the
 

expression
 

of
 

strain
 

differential
 

and
 

displacement
 

matrix
 

differential
 

of
 

plane
 

beam
 

element
 

is
 

obtained
 

based
 

on
 

the
 

variational
 

method,
 

and
 

the
 

concrete
 

nonlinear
 

tangential
 

stiffness
 

matrix
 

of
 

this
 

type
 

of
 

external
 

prestressed
 

reinforcement
 

is
 

derived
 

by
 

using
 

the
 

principle
 

of
 

virtual
 

work
 

in
 

the
 

structural
 

coordinate
 

system.
 

Then,
 

a
 

nonlinear
 

analysis
 

method
 

and
 

calculation
 

program
 

for
 

external
 

prestressed
 

beams
 

are
 

proposed
 

based
 

on
 

the
 

conventional
 

planar
 

linear
 

elastic
 

beam
 

elements.
 

Finally,
 

2
 

examples
 

of
 

simply
 

supported
 

external
 

prestressed
 

beams
 

are
 

numerically
 

analyzed.
 

Example
 

1
 

is
 

compared
 

with
 

the
 

proposed
 

method,
 

ABAQUS
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software
 

and
 

static
 

load
 

test,
 

and
 

example
 

2
 

is
 

compared
 

with
 

linear
 

and
 

nonlinear.
 

The
 

result
 

shows
 

that
 

( 1)
 

in
 

example
 

1,
 

the
 

calculated
 

values
 

obtained
 

with
 

the
 

2
 

methods
 

are
 

in
 

good
 

agreement
 

with
 

the
 

measured
 

values,
 

and
 

comparatively
 

speaking,
 

the
 

FEM
 

established
 

with
 

the
 

former
 

method
 

is
 

simpler
 

and
 

can
 

reflect
 

the
 

stress
 

characteristics
 

of
 

external
 

prestressed
 

tendons
 

more
 

accurately;
 

(2)
 

in
 

example
 

2,
 

the
 

stress
 

behavior
 

of
 

the
 

external
 

prestressed
 

beam
 

is
 

easy
 

to
 

show
 

nonlinear
 

characteristics,
 

and
 

the
 

nonlinear
 

has
 

a
 

greater
 

impact
 

on
 

the
 

axial
 

force
 

ratio
 

of
 

the
 

external
 

reinforcement
 

to
 

the
 

displacement
 

of
 

the
 

joint,
 

so
 

it
 

is
 

necessary
 

to
 

consider
 

nonlinear
 

characteristics
 

in
 

the
 

stress
 

analysis
 

of
 

the
 

external
 

prestressed
 

structure.
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multiple
 

segments
 

and
 

nodes

0　 引言

体外预应力筋由于具有预应力筋套管布置简单,
调整容易及可更换的优势, 在旧桥加固以及新建桥

梁中均得到较广泛地运用[1-3] , 而体外预应力对结构

性能的加固或提升的效果可通过静载试验来判

定[4-6] 。 在静载试验中, 按等效于设计荷载对结构加

载得到实测值, 再与对应的桥梁模型计算值进行比

较进而作出评价, 在体外预应力梁中, 体外预应力

筋在加载时产生的应力增量是体外预应力结构在正

常使用状态下的应力和挠度, 以及极限状态下抗弯

承载力验算的基础[7-8] , 因此, 准确计算出体外预应

力筋的应力增量甚为关键。 不同于体内有黏结预应

力筋与周围混凝土处黏结, 体外预应力筋只在锚固

块和转向块处与梁体有接触, 其变形和应变需基于

结构的整体变形来计算, 截面内预应力筋和周围混

凝土的应变协调关系不再适用[9] 。 因此, 从本质而

言, 体外预应力筋的受力均处于非线性分析范畴,
建立一个准确的体外预应力筋计算模型势在必然。
目前对体外预应力筋的模拟主要采用简化模型和精

细有限元分析两种方法: 前者主要有常规带刚臂杆

单元模型[10-11] 、 多段多节点杆单元模型[2,12] 和等效

节点荷载模型[13] (不计体外预应力筋刚度), 文献

[14] 对这些简化模型进行了比较研究, 应该讲这些

模型都是属于线性分析模型; 后者则采用大型商业

程序如 ANSYS、 Abaqus 等建立体外预应力结构的精

细有限元模型来进行分析, 如使用 ANSYS
 

程序中能

同时受拉和受压的
 

LINK8
 

空间杆单元或只能承受单

向拉伸或压缩的 Link10
 

空间杆单元来模拟锚固块与

转向块或
 

2
 

个转向块之间的体外筋节段, 对于转向

块处体外筋与梁体单元, 或是将两者共节点以实现

共同受力[15-17] , 或是设置较复杂的三维接触对来考

虑转向块与体外索的摩擦接触[1] ; 对于 Abaqus 程

序, 一般将体外预应力筋视为桁架单元, 混凝土梁

单元和桁架单元的端部节点用
 

Abaqus
 

的内在约束
 

MPC 连接, 在体外预应力梁的转向块处设置抗压刚

度足够大但抗弯刚度很小的弹簧单元以考虑偏转效

应[18-20] , 基于 OPENSEES 软件对体外预应力筋在转

向块处的处理也基本相同[21] 。 除此之外, 部分研究

者采用体外筋在转向块处能自由滑移 (基本得到试

验证实) 的假定, 将体外筋视为常应变杆元, 基于

非线性连续介质力学建立较为复杂的非线性体外筋

单元[22-23] 。 应该讲, 目前上述 3 种主要计算方法并

不完全适用于静载试验中的体外预应力筋梁的计算分

析。 静载试验中, 尽管体外预应力筋梁发生小变形,
但由于体外预应力筋受力的特殊性, 混凝土梁本身处

于几何与材料均为线性的状态, 并不意味对体外预应

力筋进行线性分析就能满足精度要求, 算例 2 的对比

分析表明采用上述的线性简化模型分析会带来较大的

误差。 对体外预应力筋梁采用 ANSYS, Abaqus 等具有

较强的非线性分析功能的大型商业程序建立较复杂的

有限元模型进行计算分析, 计算精度能满足要求, 但

也存在至少两个缺点: 一是对从事静载试验的检测分

析人员提出了较高的有限元理论和程序操作水平要

求; 二是检测单位除购买常规的线弹性商业程序以应

对常规桥梁的计算分析以外, 还需额外支付几十甚至

上百万来购买非线性分析商业程序, 经济上有较大的

压力; 并且, 当前的国际环境对自主研制工业程序提

出了迫切要求, 某些著名大学被无端禁用 MATLAB 程

序就是典型例子。 基于非线性连续介质力学建立的复

杂非线性体外筋单元更是难以为工程技术人员理解,
接受和应用。

基于此, 本研究在学习研究上述文献的基础上,
根据体外预应力梁中体外预应力筋与转向块之间可

自由滑动而导致体外预应力筋在通长范围内为常应

变构件的受力特点, 以锚固块之间设置两个转向块

的三段四节点平面体外预应力筋梁为例, 采用变分

以及虚功原理, 推导出体外预应力筋在结构坐标系
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下的非线性切线刚度矩阵, 结合常规的平面线弹性

梁单元, 提出了可用于静载试验的体外预应力梁非

线性分析方法和计算程序, 对两个简支体外预应力

梁进行了分析比较。

1　 体外预应力梁有限元模型

1. 1　 体外预应力梁

如图 1 所示体外预应力梁, 其中: i,…, n 为平

面梁单元节点, i′, k′, l′, n′分别处于 i, k, l, n
的正下方, 为锚固块和转向块处位置点 (在后续公

式表述中, 当该位置点位于梁上时, 加下标 b, 位于

体外预应力筋上时, 加下标 p), 当转向块数量不为

两个时, 可类似进行推导。

图 1　 体外预应力梁

Fig. 1　 External
 

prestressed
 

beam

1. 2　 平面梁单元线性模型

考虑到静载试验一般都是模拟梁处于正常使用

状态, 此时材料完全处于弹性状态, 且发生的是小

变形, 固无需考虑几何与材料非线性, 可取线弹性

平面梁单元来模拟梁结构, 对于任一节点, 如 k, 其

结构坐标系下的位移矩阵为 uk = [uk 　 vk 　 θk] T。 对

处于梁上的位置点 i′, k′, l′, n′, 可将其与对应梁

节点 i, k, l, n 之间的联系视为刚臂, 根据刚臂受

力后的运动和变形特点[24] , 再结合静载试验中混凝

土梁发生小变形的假定, 可得到由对应梁节点位移

表示的该位置点处的线位移, 如对于 k′的位移, 如

图 2 所示。

图 2　 位移关系图

Fig. 2　 Schematic
 

diagram
 

of
 

displacement

据此可得到 k′的位移, 有:

uk′b

vk′b
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
=

1 0 dkk′

0 1 0
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

uk

vk

θk

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

, (1)

式中 dkk′为 k 与 k′之间的距离。
1. 3　 体外预应力筋非线性单元模型

与其他文献 [22-23]相同, 在忽略摩擦的情况

下, 本研究也认为体外筋在转向块处能自由滑移,
因此可视体外筋在其通长范围内为常应变状态; 同

时, 为便于推导, 对于体外筋的各节点与混凝土梁

相同位置处的位移关系, 认为有:

ui′p = ui′b 　 uk′p = uk′b 　 ul′p = ul′b 　 un′p = un′b

vi′p = vi′b 　 vk′p = vk′b 　 vl′p = vl′b 　 vn′p = vn′b{ 。 (2)

　 　 设体外筋各节点在初始时刻的坐标分别为

(x0
i′, y0

i′), (x0
k′, y0

k′), (x0
l′, y0

l′), (x0
n′, y0

n′), 受荷

变形后各节点坐标为 (xi′, yi′), (xk′, yk′), (xl′, yl′),
(xn′, yn′), 显然有:

xi′ = x0
i′ + ui′p yi′ = y0

i′ + vi′p

xk′ = x0
k′ + uk′p yk′ = y0

k′ + vk′p

xl′ = x0
l′ + ul′p yl′ = y0

l′ + vl′p

xn′ = x0
n′ + un′p yn′ = y0

n′ + vn′p

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

。 (3)

　 　 至此, 可分别得到体外筋各段在初始时刻和受

荷变形后的长度 L0
i′k′, L0

k′l′, L0
l′n′ 和 Lt

i′k′, Lt
k′l′, Lt

l′n′,
分别有:

L0
i′k′ = (x0

k′ - x0
i′) 2 + (y0

k′ - y0
i′) 2

L0
k′l′ = (x0

l′ - x0
k′) 2 + (y0

l′ - y0
k′) 2

L0
l′n′ = (x0

n′ - x0
l′) 2 + (y0

n′ - y0
l′) 2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

, (4)

和

Lt
i′k′ = (xk′ - xi′) 2 + (yk′ - yi′) 2

Lt
k′l′ = (xl′ - xk′) 2 + (yl′ - yk′) 2

Lt
l′n′ = (xn′ - xl′) 2 + (yn′ - yl′) 2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

。 (5)

　 　 由此能得到体外筋各段的长度变化量 ΔLi′k′,
ΔLk′l′, ΔLl′n′为:

ΔLi′k′ = Lt
i′k′ - L0

i′k′

ΔLk′l′ = Lt
k′l′ - L0

k′l′

ΔLl′n′ = Lt
l′n′ - L0

l′n′

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

。 (6)

　 　 如前所述, 体外预应力筋可视作在其全长范围

内为常应变的构件, 则其应变 ε 为:

ε =
(ΔLi′k′ + ΔLk′l′ + ΔLl′n′)

L0
i′k′l′n′

, (7)

式中, L0
i′k′l′n′ =L0

i′k′+L0
k′l′+L0

l′n′为体外预应力筋的初始总

长度。
微分式 (6) 中的 ΔLi′k′, 得到 δΔLi′k′用节点 i, k

48
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的位移矩阵的微分 δuik = [ δui δvi δθi δuk δvk δθk ] T

表示为:

δΔLi′k′ =
1
Lt
i′k′

[(xi′ - xk′)(yi′ - yk′)(xi′ - xk′)dii′

(xk′ - xi′)(yk′ - yi′)(xk′ - xi′)dkk′]δuik。 (8)
　 　 同理不难得到 δΔLk′l′, δΔLl′n′分别用 δukl 与 δuln

表示的计算式。
微分式 ( 7 ) 并联立 δΔL i′k′, δΔLk′l′ 和 δΔL l′n′

的计算式, 可得到应变 ε 的微分 δε 用平面梁单元

节 点 i, k, l, n 的 位 移 矩 阵 微 分 δu ikln =
[δui δvi δθi δuk δvk δθk δul δvl δθl δun δvn δθn] T 表

示为:
δε = Bδuikln, (9)

式中, B 为应变矩阵, 利用前面得到的 δΔLi′k′,
δΔLk′l′与 δΔLl′n′很容易得到 B 中各元素的具体值, 可

看出其与梁单元节点位移有关, 因而是非线性的。
利用虚功原理, 可得到体外预应力筋在结构坐

标系下的刚度矩阵 Ki′k′l′n′为:
Ki′k′l′n′ = EABTB / L0

i′k′l′n′, (10)
式中, E, A 分别为体外预应力筋的弹性模量和截面

面积。
不难看出, 上述布置两个转向块的体外预应力

筋在结构坐标系下的刚度矩阵 Ki′k′l′n′为含 12 行与 12
列元素的矩阵, 当体外预应力筋的转向块数量变化

时, 其单元切线刚度矩阵所含的行 (列) 数也将

变化。

2　 非线性分析流程

(1) 输入结构的几何、 材料、 边界以及荷载等

参数, 特别是要明确体外筋在锚固块、 转向块处与

平面梁对应的位置。
(2) 对混凝土梁进行网格划分, 根据各单元的

节点坐标、 几何和材料特性形成结构坐标系下的单

元刚度矩阵, 叠加形成梁在结构坐标系下的总体刚

度矩阵 Kbeam 并保存。
(3) 根据静载试验中上桥加载的车辆荷载形成

荷载矩阵 P 并保存。
(4) 按式 (10) 计算出本次迭代体外预应力筋

在结构坐标系下的刚度矩阵 Ki′k′l′n′ (第 1 次迭代计算

时 uikln 取 0), 再按照 “对号入座” 的原则与 Kbeam

叠加, 形成体外预应力梁在结构坐标系下的总体刚

度矩阵 K。
(5) 对 K 和 P 进行边界条件处理后解方程, 得

到第 i 次迭代梁的节点位移 ui, 再由 ui 得到 uikln。
(6) 收敛条件判断, 如不收敛, 则返回第 4 步

进行下一次迭代; 如收敛, 则输出计算结果。
 

3　 算例分析

算例 1　 该算例取自文献 [6]。 如图 3 所示, 该

桥为配有 CFRP 束体外预应力的 20
 

m 简支梁桥, 设

计荷载等级为公路-Ⅱ级, 文献 [25] 对该桥进行了

横桥向对称和偏心加载的荷载试验研究, 本研究用

该桥在横桥向对称加载下的试验实测值来验证比较,
该种加载共有锚固横梁上截面加载 (上 1 辆车, 上 2
辆车) 和跨中截面加载 (上 2 辆车, 退 1 辆车, 退 2
辆车) 5 个工况, 分别命名为工况 1-1, 1-2, 2-1,
2-2 和 2-3。 该桥的其他几何, 材料参数具体值以及

加载详见文献 [6, 25]。
采用本研究方法及 Abaqus 程序分别进行了计

算, 用本研究方法进行分析时, 将梁划分成 5 个平

面梁单元, 8 根体外束根据立面上位置不同划分成两

个体外束单元。 用 Abaqus 计算时, 对混凝土梁体采

用八结点一阶减缩积分六面体实体单元 C3D8R, 共

划分为 10
 

400 个单元, 打开几何非线性开关但不考

虑材料非线性, CFRP 体外预应力筋采用常规两结点

三维桁架单元 T3D2。 实体单元和桁架单元的端部节

点使用 Abaqus 内在约束 MPC 连接, 该约束使实体

单元和桁架单元的端部节点具有相同的位移和曲率,
由此模拟端部锚具处体外预应力筋和混凝土之间变

形协调; 转向块的作用由刚度很大的弹簧单元

(Springa) 模拟, 保证在转向块处体外预应力筋的偏

心距为常量。
上述 5 个工况下左侧体外筋轴力的比较如图 4

所示, 可看出用本研究方法和 Abaqus 程序得到的计

算值很接近, 两者与实测值略微有差距, 但完全符

合工程精度要求。 还应指出的是, 每 1 根体外筋轴

力的 Abaqus 程序计算值实际上为 3 个桁架单元 T3D2
的平均值, 由图 5 看出, 每 1 根体外筋划分为 3 个桁

架单元 T3D2 后计算得到的轴力值是略有差异的 (图
5 显示的是应力), 所以严格从理论意义上而言,
Abaqus 程序只是近似模拟体外筋而并不是建立了完

全意义上的体外筋单元。
算例 2　 该算例取自文献 [12]。 图 6 所示体外

预应力简支梁桥, 混凝土弹性模量 Ec = 30
 

GPa, 混

凝土梁截面面积 Ac = 0. 5
 

m2, Ic = 1 / 24
 

m4, 体外预应

力筋弹性模量 Es = 200
 

GPa, 截面面积 As = 0. 030
 

8
 

m2,
荷载 P = 30

 

kN 对称作用于节点 2, 3 处 (为增大非
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图 3　 CFRP 束体外预应力简支梁 (单位: cm)
Fig. 3　 External

 

prestressed
 

simply-supported
 

beams
 

with
 

CFRP (unit: cm)

图 4　 各工况下左侧体外筋轴力

Fig. 4　 Axial
 

force
 

of
 

external
 

tendon
 

on
 

left
 

side
 

under
 

various
 

working
 

conditions

图 5　 Abaqus 体外筋应力图 (单位: Pa)
Fig. 5　 Abaqus

 

external
 

tendon
 

stress (unit: Pa)

线性影响, 最终将荷载加大到 40 倍, 即荷载 P 达到

了 1
 

200
 

kN)。
本研究取此算例用于比较文献 [12] 推导的线

性体外筋单元与本研究推导的非线性体外筋单元在

位移及体外筋轴力计算结果上的差别, 还应说明的

是, 该算例仅为验证本研究算法及增大几何非线性

程度, 部分参数的取值并不完全符合工程实际。 各

级荷载下位移和体外筋轴力计算结果列于表 1。

图 6　 集中力作用的体外预应力梁 (单位: cm)
Fig. 6　 External

 

prestressed
 

beam
 

under
 

concentrated
 

force
 

(unit:
 

cm)

表 1　 位移和体外筋轴力计算结果

Tab. 1　 Calculation
 

results
 

for
 

displacement
 

and
 

external
 

tendon
 

axial
 

force

荷载值 /
kN

2 号节点竖向位移 / mm 体外筋轴力 / kN

线性

单元

非线性

单元

相对差 /
%

线性

单元

非线性

单元

相对差 /
%

30 2. 122 　 2. 118 0. 16 　 71. 129 　 71. 298 0. 24

300 21. 218 20. 799 2. 02 711. 29 741. 37 4. 06

600 42. 437 40. 759 4. 12 1
 

422. 6 1
 

539. 5 7. 59

900 63. 655 59. 912 6. 25 2
 

133. 9 2
 

385. 3 10. 54

1
 

200 84. 874 78. 297 8. 40 2
 

845. 1 3
 

270. 8 13. 02

　 　 从表 1 可看出, 随着荷载值增大, 无论是节点

位移还是体外筋轴力, 两种单元类型得到的计算结

果相差值均增大, 且同样荷载水平下体外筋轴力差

距大于节点位移差距。

4　 结论

(1) 本研究紧扣体外预应力筋在全长范围内为

常应变构件的受力特点, 采用变分以及虚功原理,
推导出的非线性有限元模型能完全模拟体外预应力
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　 第 12 期 邓继华, 等:
 

体外预应力筋非线性有限元模型及其迭代算法

筋的受力特性。
(2)

 

对配有 CFRP 束体外预应力的 20
 

m 简支梁

桥计算表明, 本研究方法与 Abaqus 程序得到的体外

筋索力计算值与实测值吻合较好, 完全符合工程精

度要求, 两个计算值之间的差距基本可忽略不计,
可说明本研究推导的体外预应力筋非线性单元用于

静载试验精度是完全有保证的。
(3)

 

基于体外预应力筋线性和非线性单元的计

算比较表明, 两种方法得到的计算结果有一定的差

距, 随着荷载值增大该差距也增大, 且体外筋轴力

差距在同样荷载水平下大于节点位移差距, 说明体

外预应力梁计算中很有必要采用非线性体外筋单元。
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