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摘要 本文考虑对数变换的逻辑模型以刻画不同的违约概率曲线,研究如何将辅助信息加入到模型的

估计中以提高违约估计的稳定性和效率. 通过非参数经验似然, 提出模型参数统计推断方法, 并推导

估计的相合性和渐近正态性. 从理论上证明添加了辅助信息的估计的有效性, 并且模拟表明该方法能

够很好地提升估计的效率, 另外也通过模拟讨论辅助信息的影响. 将所提出的方法应用于 ST (special

treatment) 股票的数据, 实证结果表明, 加入了辅助信息的参数估计更加有效.
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1 引言

一直以来, 违约预报和信用风险都是投资者、研究者和各监管机构的重点研究对象. 市场的监管

者利用违约预报来对市场上的企业进行监管; 市场的参与者通过违约模型来调整投资策略; 行业的研

究者通过对企业违约的预测决定企业的评级;学者意图通过模型找到并解释企业违约与各类经济因素

之间的关系. 另一方面, 企业违约也是部分金融衍生品 (如信用互换) 定价的重要因素. 企业的违约不

仅会给投资者造成巨大的损失,还会扰乱市场秩序从而阻碍经济健康发展,因此,准确的违约预报对金

融市场有着重要的作用.

衡量企业违约有许多有用的风险指标, 如衡量极端损失的在险价值 (value at risk) 和衡量期望风

险的预期不足 (expected shortfall), 相关的研究可以参见文献 [1, 2]. 相对于在险价值、预期不足等间

接指标, 利用违约概率研究违约现象更加直接, 应用更加广泛. 大量文献围绕违约的可能性开展研究.

Altman [3] 提出了基于五个经济指标的 Z得分公式模型方法来评价企业违约. 随后又在文献 [4]中对模

型进行修正, 进一步提出了 ZETA模型, 该模型至今仍受众多金融机构的青睐. Altman和 Saunders [5]
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对具体的企业违约状况进行了讨论. Horrigan [6] 和 Misund [7] 也研究过类似的问题. 以上的研究并没

有具体给出协变量与违约概率之间显示表达式, 一些学者从量化模型的角度进行了研究. Olhson [8] 利

用假设条件更加宽松的逻辑分析对违约概率进行了预测. 另外, Tserng 等 [9] 通过建立逻辑模型来研

究企业的破产概率.对比了仅依靠财务比率的单因素逻辑模型与加入市场因素如变现能力 (liquidity)、

杠杆作用 (leverage)、活动性 (activity) 和收益率 (profitability) 后的多因素模型, 结果表明, 加入市场

因素后能够较好地提高预测的准确性. 另外一些文献借助其他的参数模型来刻画违约概率 (参见文

献 [10–13]). 也有部分学者利用非参数模型来研究违约概率, 例如, Hong 等 [14] 利用支撑向量集作为

分类器, 来研究破产预报. Weißbach 和 Walter [15] 通过构造卡方统计量来检验强度函数是否有跳跃.

Tian 等 [16] 考虑了变量筛选的问题并利用 LASSO (least absolute shrinkage and selection operator) 来

选择对破产预报有显著影响的变量. Pinches 和 Mingo [17] 以及 Pogue 和 Soldofsky [18] 讨论了债券评

级的问题.也有部分文献考虑了公司之间的交互作用. 周勇等 [19] 在简约模型下, 应用多种生存分析方

法对违约概率进行了估计, 最后得出了综合因素的动态性和交互作用的估计. 谢尚宇等 [20] 考虑了违

约公司的传染性, 研究了金融危机下, 带有传染机制的违约概率的估计问题.

在实际应用中, 研究者通常会掌握一些关于违约概率的辅助信息, 这样的辅助信息可能来源于之

前研究的结论, 例如, 之前曾全面研究过某些经济指标 (如杠杆率、收盘价) 对违约的影响; 也有可能

来源于其他的研究机构的一些概括性信息, 如不同的盈利能力下企业违约的频率的统计; 也有可能是

来源于一些日常的总结性工作, 如债券交易员日常的统计数据或研究所的研究报告等. 这样的信息是

非常大量的. 以 Wind 数据库为例, 每天的研究报告就高达上千篇, 而此类研究报告中往往包含了大

量的经验的在不同情形下的条件违约概率.一般来说,这样的辅助信息往往不包含具体的个体数据,而

是以总结性的数据形式出现,如均值、比例等,大多都可以转化为条件概率的形式. 如何利用这些辅助

信息提高研究结果是本文的重点研究内容.

虽然市场的企业很多,但真正违约的个体较少,得到的关于违约的信息也就较少,故而利用辅助信

息来提高估计的效率具有重要的意义. 在大数据时代的今天, 单个数据处理中心可能很难处理如此大

量的数据. 一个简单的想法便是将数据分成两份,将其中一份用作核心研究,将另一份的信息通过一定

的方式加以整合. 不同数据中心之间由于数据存储、隐私保护等原因, 共享的数据往往是一些简要的

数据, 本文将研究如何利用这些简要的数据对估计进行提升. 辅助信息在生存分析、荟萃分析 (meta-

analysis) 等领域有成功的应用. Qin 等 [21] 曾利用辅助信息在逻辑模型下来增强检验的势. Tarima 和

Pavlov [22]也通过辅助信息来提高经验分布函数、经验特征函数和风险函数的估计. Huang等 [23]、Chen

和 Qin [24]、Hellerstein 和 Imbens [25] 以及 Liu 等 [26, 27] 均做过类似研究. 研究结果表明辅助信息能够

有效地提高估计的效率. 本文致力于利用辅助信息来改进违约概率的估计, 利用估计方程将辅助信息

加入到参数估计中以提高估计的效率; 另外, 通过理论结果和实证分析还可以看到辅助信息可以将原

本不可估的参数估计出来, 以得到各影响因素与违约概率的解析表达式. 考虑到违约的个体比例较少,

本文利用病例 - 对照 (case-control) 抽样, 即分别在违约个体中抽取样本和在未违约个体中抽取样本.

这样的研究框架可以调节违约个体与未违约个体数量比例的严重失衡,解决经济研究中回顾性数据类

型的问题. 在金融市场中, 可能会出现当经济指标处于一定范围内违约的概率很小, 在超过某个值时,

违约概率剧增;又或是一直处于较缓慢的状态,如极其稀有事件.本文在逻辑模型的基础上引入对数变

化,通过调节参数以捕捉上述现象.对数变化是一个单调增变化,并不改变各企业的评价指标下对应违

约风险的相对大小, 但却能调节不同取值下违约概率的绝对距离, 从而使得曲线更加陡峭或者更加平

缓. 调节参数的大小决定了违约概率曲线的陡峭程度, 使违约概率增长幅度最大的点是监管机构控制

的最有效节点, 违约概率曲度的刻画不仅对理解企业违约与各协变量之间的关系有积极作用, 还对相
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关政策有参考价值. 模拟的结果表明, 引入的参数可以刻画原本逻辑模型无法刻画的数据特征. 另外,

基于建立的模型, 可以给出企业的信用得分, 其取值是各变量的线性组合.

本文余下部分的组织如下. 第 2 节介绍研究的模型和估计的方法, 展示如何将辅助信息应用到估

计中并从理论上给出带有辅助信息的估计的渐近正态性和有效性. 第 3 节给出与理论对应的模拟结

果, 并进一步讨论方法的稳健性和辅助信息对估计结果的影响. 第 4 节将提出的方法应用于 ST 股票

的数据. 结论在第 5 节中给出. 附录 A 给出定理的相关证明.

2 模型与理论结果

本节讨论对数变换的逻辑模型及其性质. 在该模型的基础上, 将辅助信息应用到病例 - 对照抽样

得到的样本中. 本节给出提出的估计的渐近正态性, 并比较带辅助信息的估计和不带辅助信息的估计

的方差.

2.1 模型

对于给定的研究时刻,令 D = 1表示企业的违约状态, D = 0表示非违约状态, X 和 Y 表示风险

因素. 将风险因素分为两部分的原因是, 实际中, 我们得到的辅助信息可能只是关于部分风险因素而

非所有风险因素的, 故而引入不同的记号以区分具有辅助信息的自变量 X 和不具有辅助信息的自变

量 Y . 在风险管理中, 我们感兴趣的是给定协变量下的违约概率, 即 Pr(D = 1 | X,Y ). 与违约概率这

一绝对数相比, 我们同时也关注违约概率与未违约概率之比, 即 Pr(D = 1 | X,Y )/Pr(D ̸= 1 | X,Y )

这一相对数指标, 即常用的优势比 (odds). 当优势比大于 1 时, 企业违约概率大于不违约概率. 一个常

用的基于优势比的模型便是逻辑模型. 众所周知, 逻辑模型具有如下形式:

Pr(D = 1 | X,Y )

1− Pr(D = 1 | X,Y )
= eα+ZTβ,

其中 Z = (XT,Y T)T, T 表示矩阵或向量的转置. 为更好地刻画当风险因素在超过某一临界值后违

约风险剧增或缓慢上升的现象, 本文引入带有参数的转换函数 Gλ, 使得转换后的优势比满足逻辑模

型, 即

Gλ

(
Pr(D = 1 | X,Y )

1− Pr(D = 1 | X,Y )

)
= eα+ZTβ, (2.1)

其中 Gλ(y) =
log(λy+1)

λ , λ ̸= 0, 并且令 G0(y) = y, 即 λ 趋于 0 的极限. 当 λ = 0 时, 模型即逻辑模型.

调节参数 λ 能够调节真实的优势比的曲度以使调节后的模型满足传统的逻辑模型. Li 等 [28] 也曾通

过引入调节参数以得到更灵活的连接函数. Chen 等 [29] 及 Zeng 和 Lin [30] 也研究过类似的转换问题.

图 1给出在单一协变量 x下,不同 λ对应的优势比曲线.由图形可以看出,当 λ > 0时,模型的优

势比曲线比逻辑模型更加陡峭, 不同的 λ 的取值对应的陡峭程度不同. 当 λ < 0 时, 对应的优势比曲

线相对于逻辑模型更加平缓. 前文中曾提及到, 虽然市场上的企业很多, 但违约的个体却较少. 为了减

小随机抽样中违约个体与非违约个体之间比例的严重失调, 并考虑到金融数据往往已经发生, 本文采

取回顾性研究中的病例 - 对照抽样方法, 即分别在违约和未违约的个体中进行抽样, 并在此基础上进

行进一步的理论研究. 通过简单抽样, 我们得到来源于同一总体的样本 (D,X,Y ), 而通过病例 - 对照

抽样的样本可能来自于两个总体, 即 (X,Y | D = 1) 和 (X,Y | D = 0), 有偏抽样的相关讨论可以参
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图 1 (网络版彩图) 单一自变量下, 不同调节参数下对应的优势比曲线, 其中 λ = 0 为逻辑模型, 参数设置为

α = −1, β = 0.5

见文献 [31, 32]. 下面将违约的组称为事件组, 将未违约的组称为控制组, n1 和 n0 分别表示事件组和

控制组抽样的样本量. 由此可以得到样本的对数似然函数为

n1∏
i=1

f(xi,yi | D = 1)

n0∏
j=1

f(xj ,yj | D = 0). (2.2)

注意到, 在模型 (2.1) 下, 协变量与违约概率之间具有如下关系:

Pr(D = 1 | X,Y ) =


1− 1

1 + 1
λ{exp[λ exp(α+ βTZ)]− 1}

, λ ̸= 0,

1− 1

1 + exp(α+ βTZ)
, λ = 0.

(2.3)

利用 Bayes 公式, 可以得到

f(x,y | D = 1) = w(Z | λ∗, α∗,β)f(x,y | D = 0), (2.4)

其中 π = Pr(D = 1), k = π/(1− π), λ∗ = kλ, α∗ = α− log k,

w(Z | λ∗, α∗,β) =


1

λ∗
{exp[λ∗ exp(α∗ +ZTβ)]− 1}, λ∗ ̸= 0,

exp(α∗ +ZTβ), λ∗ = 0.

注意到, 对于使用病例 - 对照抽样得到的样本, 损失了对总体违约率的不可识别性. 在实际应用中, 该

参数可以很简单地获得较好的估计, 如频率估计, 故而并不会对研究造成实质性阻碍. 另外, 在后文中

我们可以发现,添加了辅助信息以后,违约概率 π或等价的参数 k是可识别的,故而在具有辅助信息的

情形下,可以直接得到 (2.3)的具体表达式. 为了简化记号,令 θ2 = (λ∗, α∗,βT)T,则对数似然函数 (2.2)

可以简化为

l(θ2) =

n∑
i=1

Di logw(Zi | θ2) +
n∑
i=1

log pi, (2.5)

其中 n = n1 + n0 为总的样本量, Di = 1 (i = 1, . . . , n1), Di = 0 (i = n1 + 1, . . . , n), pi = dF0(Xi,Yi),

F0 是对照组下 (X,Y ) 的累积分布函数在指定点的取值.
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2.2 辅助信息及大样本性质

假设拥有协变量 X, 如公司类型、杠杆水平和收盘价格等与违约相关的因素的辅助信息. 假定辅

助信息具有形式

Pr(D = 1 | X ∈ A) = h(A), (2.6)

其中 A是已知的区域. A与对应的 h(A)的取值即为辅助信息.形如 (2.6)的总结性信息在市场上是常

见的, 例如, 从业者日常统计工作中往往包含了不同评级、杠杆率、收盘价、市值下公司的违约概率.

另外, 众多的研究报告往往也以不同类别、不同等级等变量作为划分来统计企业的违约情形. 大部分

的研究结果也可以转化为 (2.6) 的形式. 这样的数据相对粗糙, 占用的空间较小, 利于数据的存储和不

同中心之间数据交互. 若 A = ΩX 为变量 X 的所有可能取值构成的空间, 则实际给出的辅助信息为

π = Pr(D = 1), 即整个市场的违约概率. 为了使用辅助信息, 类似于文献 [21], 我们将辅助信息转化为

一系列的估计方程, 再设法将估计方程融入到参数估计中. 利用 Bayes 公式, 可以将 (2.6) 转化为

E1{I(X∈A)} =
1− π

π

h(A)

1− h(A)
E0{I(X∈A)},

其中 Ei 表示在 D = i 下求期望. 利用 (2.4), 上式可以转化为

E0

{
I(X∈A)

[
w(Z | λ∗, α∗,β)− 1− π

π

h(A)

1− h(A)

]}
= 0.

令 θ = (k,θT
2 )

T = (k, λ∗, α∗,βT)T, 假设拥有 L 个形如 (2.6) 的辅助信息方程, 即对 ΩX 的 L 个互不

相交的子集 A1, . . . , AL, 有对应的 h(A1), . . . , h(AL). 令

ψ(Z | θ) = (ψ1(Z | θ), . . . , ψL(Z | θ))T,

其中

ψi(Z | θ) = I(X∈Ai)

{
k w(Z | θ2)−

h(Ai)

1− h(Ai)

}
, i = 1, 2, . . . , L, (2.7)

则有

E0{ψ(Z | θ)} = 0.

注意到 ψ(Z | θ) 各参数是可识别的, 故而在有辅助信息下, 参数的估计为在满足限制

pi > 0,
n∑
i=1

pi = 1,
n∑
i=1

pi{w(Zi | θ2)− 1} = 0 以及
n∑
i=1

piψ(Zi | θ) = 0

下极大化对数似然函数

l(θ) =

n∑
i=1

Di logw(Zi | θ) +
n∑
i=1

log pi (2.8)

对应的取值.第一个与第二个限制来源于 pi 作为分布函数的增量的性质. 第三个限制是由两组中抽取

样本之间满足密度比模型的关系所决定. 最后一个限制来源于辅助信息. 在没有辅助信息时, 对 θ2 的
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估计即满足前三个限制条件下求对数似然函数的最大值.一个求解上面优化问题可能的方法就是使用

统计学中的非参数经验似然方法. 最近, Qin 和 Lawless [33] 将经验似然 [34] 和无偏估计方程结合进行

了研究.类似地,我们将沿用 Qin和 Lawless [33] 的方法对 (2.8)在满足相应限制条件 (2.7)下进行求解.

对没有辅助信息的估计也可以采用类似的方法所得到. 利用 Lagrange 乘子法, 可以得到 pi 的估计为

p̂i = n−1[1 + ξ[w(Zi | θ)− 1] + tTψ(Zi | θ)]−1.

故而关于 θ 的截面似然函数为

ℓ(θ) =
n∑
i=1

Di logw(Zi | θ)−
n∑
i=1

log[1 + ξ(w(Zi | θ)− 1) + tTψ(Zi | θ)],

其中对应的 Lagrange 乘子 ξ 和 t 由下面的方程组所决定:

n∑
i=1

w(Zi | θ)− 1

1 + ξ[w(Zi | θ)− 1] + tTψ(Zi | θ)
= 0,

n∑
i=1

ψ(Zi | θ)
1 + ξ[w(Zi | θ)− 1] + tTψ(Zi | θ)

= 0.

不妨令 θ 的真值为 θ0. 可以证明在有辅助信息下 ξ 的估计 ξ̂ 和在没有辅助信息下 ξ 的估计 ξ̃ 取值均

为 n1/n, 详见附录 A. 令

r =
n1
n0
, g(Z | θ) = (1 + r)

ψ(Z | θ)
η(Z | θ)

, η(Z | θ) = 1 + rw(Z | θ).

对于提出的带有辅助信息的估计 θ̂, 我们有如下的定理和推论.

定理 2.1 假设 E[ggT/η2 |θ0 ] 是正定的. ∂g(Z | θ)/∂θ 在真值 θ0 附近连续, ∥∂g(Z | θ)/∂θ∥ 以及
∥g(Z,θ)∥3在这个邻域内被可积函数G(Z)控制 (在两个组中均有). 另外, E[∂g(Z | θ)/∂θ |θ0 ]的秩为 L.

则含有辅助信息的估计 θ̂以及不含有辅助信息的估计 θ̃,随着 n→ ∞,在真值的 n−1/3邻域内以概率 1

有解.

以上的定理表明, 带有辅助信息的估计和不带辅助信息的估计均是相合的, 下面的定理给出带有

辅助信息下参数估计的渐近正态性和方差的具体表达式.

定理 2.2 假设 r 是一个常数, 随着 n→ ∞, 基于辅助信息得到的估计具有如下的渐近结果:

√
n(θ̂ − θ) → N(0,Σ),

其中

Σ = J−1 − (1 + r)2

r
(−k0,−λ∗0, 1,0T

p )
T(−k0,−λ∗0, 1,0T

p ),

J = UV −1UT, V 和 U 的具体表达式在 (A.11) 和 (A.15) 中给出.

由定理 2.2可见,参数的渐近方差具有三明治方差的形式. 基于上述两个定理,可以得到以下的推

论, 该推论比较了带辅助信息下参数估计和不带辅助信息下参数估计的方差.

推论 2.1 令 θ̃2 是不带辅助信息下基于病例 - 对照样本的估计结果, θ20 = (λ∗0, α
∗
0,β

T
0 )

T 为 θ̃2

的真值, θ̂2 = (λ̂∗, α̂∗, β̂T)T 为带有辅助信息下的估计. 在定理 2.2 的假设条件下, 有

(1) 当辅助信息个数 L = 1 时,
√
n(θ̂2 − θ20) 与

√
n(θ̃2 − θ20) 具有相同的渐近方差;

(2) 当辅助信息个数 L > 1 时,
√
n(θ̂2 − θ20) 与

√
n(θ̃2 − θ20) 渐近方差的差距是非正定矩阵;

(3) 当辅助信息个数 L > 1 时,
√
n(θ̂2 − θ20) 的方差不会随着估计方程个数的减小而减小.
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上述推论比较了带有辅助信息和不带有辅助信息的估计的方差矩阵. 理论结果表明, 二者之差是

非正定矩阵, 这意味着带有辅助信息的估计的方差可能 “小于” 不带辅助信息的方差. 在模拟部分和

实证研究部分, 我们将以具体的数据来展示具体的提升效果.

注 2.1 注意到当估计具有辅助信息时, 即 L > 1, 参数 k 是可识别的, 即总体的违约概率 π 是

可识别的, 这一点在没有辅助信息下是不能做到的, 故而在没有辅助信息下, 不能直接得到模型的显

式表达式 (2.3). 另外, 当 L > 1 时, 方程的个数大于未知参数的个数, 多余的辅助信息将用于提高估

计参数的效率. 但由于辅助信息是关于违约概率与部分协变量 X 的而非 Y 的, 故而效率的提升主要

体现在 X 对应的系数上, 在模拟部分我们也可以看到这一点. 更详细的讨论可以参见文献 [21]. 辅助

信息的个数 L大于 1意味着辅助信息中包含了某些风险因素处于 L个不同状态下总体的违约率的信

息. L 越大表明得到的辅助信息对某些协变量与违约的关系刻画得越全面 (当 L 趋于无穷时, 辅助信

息趋于协变量 X 给定下是否违约的条件分布), 倾向于得到更有效的估计.

注 2.2 估计的理论方差的推导要求辅助信息 h(A) 的取值是准确的并且是已知的. 然而, 实际

应用中, 该值可能是基于一定方法估计得到的, 对应的理论方差不再满足定理. 对于模拟部分, 我们基

于估计的辅助信息探讨了辅助信息质量对估计结果的影响. 模拟结果表明, 当辅助信息的数据来源样

本量较小 (约 2 倍于当前研究数据量) 时, 辅助信息的准确性较低, 估计的方差仍有所下降, 但不具有

辅助信息的变量对应的参数估计的偏差可能增大,从均方误差来看,误差仍旧可控,本文提出的估计方

法仍可用. 过于不精确的辅助信息会对算法提出一定的挑战,相关的理论和修偏的方法本文不再深入,

将在后续的工作中进行补充. 当辅助信息来源的样本量较大 (约 10 倍于当前研究数据量) 时, 估计结

果的提升效果明显, 与基于真实的辅助信息的估计结果类似.

3 模拟

本节首先给出一些与定理假设相符合的模拟结果,以对比加入了辅助信息和未加入辅助信息的估

计效率.其次,通过模拟讨论辅助信息的各种来源和质量对估计结果的影响.模型的稳定性与逻辑模型

的比较也在本节给出. 考虑二元的变量, 分别从密度函数为 f(x, y | D = 1) 的总体中抽取样本量为 n1

的样本 (xi, yi), i = 1, . . . , n1, 从密度函数为 f(x, y | D = 0) 的总体中抽取样本量为 n0 的样本 (xi, yi),

i = n1 + 1, . . . , n = n1 + n0. (x, y) 的无条件分布满足正态分布, 具有以下的均值和协方差结构:x
y

 ∼ N

0.5

1

 ,

1 ρxy

ρxy 1

 , (3.1)

其中 ρxy 的取值在具体模拟中给出. 我们感兴趣的是, 在给定协变量下, 因变量等于 1 的概率即

Pr(D = 1 | x, y) = 1− 1

1 + 1
λ{exp[λ exp(α+ β1x+ β2y)]− 1}

.

本文选取参数 α = −2.5, λ = 1.5, β1 = −1, β2 = 0.5. 考察与第一个变量 X 相关的辅助信息, 即假设

我们知道在风险因素 X 落入一系列具有形式 (a, b] 的区间对应的 D = 1 的概率. 类似于文献 [21], 选

取四个区间分别是 (−∞,−1.67σx + µx]、(−1.67σx + µx, µx]、(µx, 1.67σx + µx] 和 (1.67σx + µx,∞), 其

中 σx 和 µx 分别是变量 X 的均值和标准差, 而 ±1.67 是标准正态分布的上下四分之一分位数. 在上

述模型下, 本文采取拒绝抽样法, 在违约的总体和未违约的总体中分别抽取 50 和 2,000 个样本.
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这样的设计是考虑到实际的金融市场中发生违约的企业占比较小. 在 ρxy 取值不同的情形下, 参

数估计结果见表 1. 表 1 展示了不同方法的估计结果的偏差 (BIAS)、方差 (SSD)、均方误差 (MSE)、

估计方差 (ESD)、正态的 95% 置信区间的覆盖概率 (CP) 以及辅助信息与未带辅助信息下估计的均

方误差的比值 (MSER). 由表 1 的结果可以看到, 带有辅助信息的估计会比不带辅助信息的估计与真

实值之间距离更近, 这表明加入辅助信息以后, 估计的偏差减小, 准确度提高. 从估计的方差来看, 带

有辅助信息的估计的方差明显小于不带辅助信息的方差. 参数 β2 估计的精度的提升要小于 β1 的提

升, 这源于辅助信息与 X 相关, 故辅助信息中包含了更多对 β1 估计的信息. 另外, 模拟结果表明, 在

不包含辅助信息下, 估计的效果更容易受自变量之间的相关性影响.

当转换函数中的调节参数 λ = 0时,模型 (2.3)退化为传统逻辑模型. 本文发现, (2.3)确实能刻画

传统逻辑模型不能刻画的数据特征. 另外, 由于 λ 是否为 0 影响估计的程序, 本文指出, 在实际应用

中, 直接用 λ 不为 0 的模型对数据进行拟合即可, 即本文提出的估计程序对模型中部分参数的误判具

有稳健性. 为了说明上述的情形, 本文在表 2 中给出两种情形下带有辅助信息的估计结果. 情形 1: 真

实数据来源于满足 α = −2.5, β1 = −1, β2 = 0.5 以及 (3.1) 中 ρxy = −0.5 的逻辑模型. 利用病例 - 对

照抽样, 分别从违约个体和未违约个体中抽取 n1 = 50 和 n0 = 2000 个样本. 针对得到的数据, 利用转

换的逻辑模型 (即 (2.3)) 对参数进行估计. 辅助信息的形式同表 1. 情形 2: 假设数据来自于满足 (3.1)

表 1 自变量相关系数不同下, 带有辅助信息和不带辅助信息估计结果比较

方法 参数 λ∗ α∗ β1 β2

ρxy = −0.5 TRUE 0.267 −0.774 −1.000 0.500

带辅助信息 BIAS 0.020 −0.015 0.005 0.001

SSD 0.103 0.215 0.075 0.128

ESD 0.101 0.204 0.072 0.120

MSE 0.011 0.046 0.006 0.016

CP 0.957 0.948 0.949 0.936

不带辅助信息 BIAS 0.553 −0.129 0.082 −0.045

SSD 0.878 0.242 0.260 0.159

MSE 1.077 0.075 0.074 0.027

MSER 0.010 0.613 0.081 0.593

ρxy = 0 TRUE 0.228 −0.615 −1.000 0.500

带辅助信息 BIAS 0.020 −0.015 0.002 0.002

SSD 0.125 0.186 0.054 0.123

ESD 0.123 0.176 0.055 0.114

MSE 0.016 0.035 0.003 0.015

CP 0.952 0.933 0.955 0.934

不带辅助信息 BIAS 0.665 −0.143 0.116 −0.057

SSD 0.955 0.277 0.265 0.182

MSE 1.354 0.097 0.084 0.036

MSER 0.012 0.361 0.036 0.417

注: TRUE 指参数的真实值, BIAS 指多次估计值的平均值与真实值之间的差, SSD 是多次模拟估计

值的真实方差, ESD 是基于矩估计的理论方差, CP 是正态的 95% 置信区间覆盖概率, MSE 是均方

误差, MSER 是辅助信息与未带辅助信息下均方误差的比值.
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表 2 逻辑模型与转化逻辑模型估计效果比较. 情形 1 下真实数据来自于逻辑模型, 情形 2 下真实数据来自于转换

参数 λ = 1.5 的模型

参数 λ∗ α∗ β1 β2

情形 1 TRUE 0.000 −0.557 −1.000 0.500

BIAS 0.007 −0.010 0.003 0.003

SSD 0.036 0.269 0.084 0.173

MSE 0.001 0.072 0.007 0.030

情形 2 TRUE 0.267 −0.774 −1.000 0.500

BIAS − −0.173 −0.104 0.221

SSD − 0.562 0.139 0.384

MSE − 0.345 0.030 0.196

的模型, 对应的参数为 λ = 1.5, α = −2.5, β1 = −1, β2 = 0.5 并且 (X,Y )T 仍满足 (3.1), 其中

ρxy = −0.5. 同样给定表 1 中的辅助信息形式, 利用逻辑模型对违约个体中抽取的 50 个样本和未

违约个体中抽取的 2,000 个样本进行分析从而得到参数估计结果. 最终在两种情形下的估计结果见

表 2. 估计结果表明, 转换的逻辑模型能够很好地拟合来自于逻辑模型的数据, 而逻辑模型并不能准

确地估计出转换模型的参数. 这表明转换的模型能够刻画逻辑模型不能刻画的一部分数据特征. 同

时, 从表 1 和 2 也看出, 加入辅助信息模型参数估计都比没有辅助信息的渐近方差和 MSE 更小, 从

均方误差比 MSER 可以看出, 增加辅助信息可以大大提高估计的效率, 甚至有本质的提高, 效率可以

达到 90%, 即使辅助信息不包含的风险因素其系数估计的效率也有很大的提高, 提高的效率可达 50%

左右.

在实际应用中, 辅助信息往往并不如定理中的一样是完全准确的, 实际应用中的辅助信息可能是

基于一些数据的估计值, 本文通过模拟说明该方法的实用性. 假设辅助信息来源于独立数据源并包含

了抽样数据源两种情形. 考虑表 1 中的辅助信息来自于样本量为 N 的简单抽样数据源, 并以频率作

为辅助信息的估计, 即

ĥ(a, b) =
#{i;Di = 1, a < Xi 6 b}

#{i; a < Xi 6 b}
,

其中 #A 表示集合 A 中的元素个数. 理论上需要 N/(n1 + n0) 趋于无穷可以达到基于真实的辅助信

息的效果, 本节将讨论 N/(n1 + n0) 较小时和一般大时提出方法的表现. 对于给定的估计, 基于不同

的样本量 N , 给出辅助信息, 对辅助信息重复给出 100 次, 每给定辅助信息, 重复 1,000 次模拟得到估

计的偏差和标准差, 最后求得 100 次平均的估计偏差、标准差以及对应的均方误差, 见表 3. 注意到

n = n1 + n0 = 2050, N = 5000 时, N/n 略大于 2, 比值较小. 从表 3 的分析结果可以看出, 即使辅助信

息的来源的样本量较小, 参数估计的方差仍旧能够有效地减小, 但是估计的偏差会有所上升, 从均方

误差来看, 相对于不带有辅助信息的估计, 大部分的估计效果仍在可接受的范围之内, 有部分参数 (如

λ∗)的估计效果明显提升, 在实际应用中具有一定的可操作性. 从模拟结果还可以看出,在对辅助信息

的准确性把握并不大时, 辅助信息应当包含所选数据. 辅助信息质量较低时, 可以采取一定的方法进

行修偏, 具体的方法与理论将在我们未来的工作中进行讨论. 模拟的结果还表明, 当 N/(n1 + n0) 一般

大时, 本文提出的估计相对于不带辅助信息的估计在偏差和方差上都有明显的提升, 估计的效果与基

于真实的辅助信息的估计效果相当, 故而在实际应用中有较好的应用价值.
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表 3 基于估计的辅助信息的估计结果

N 独立数据源 包含抽样数据

参数 λ∗ α∗ β1 β2 λ∗ α∗ β1 β2

5,000 TRUE 0.267 −0.774 −1.000 0.500 0.267 −0.774 −1.000 0.500

BIAS −0.040 −0.285 −0.002 0.202 −0.026 −0.281 0.003 0.193

SSD 0.124 0.208 0.070 0.121 0.096 0.185 0.061 0.106

MSE 0.017 0.124 0.005 0.055 0.010 0.113 0.004 0.048

10,000 BIAS −0.011 −0.198 0.009 0.134 0.014 −0.190 0.025 0.119

SSD 0.127 0.205 0.070 0.120 0.121 0.192 0.066 0.112

MSE 0.016 0.081 0.005 0.032 0.015 0.073 0.005 0.027

25,000 BIAS 0.010 −0.118 0.014 0.073 −0.008 −0.095 0.001 0.067

SSD 0.125 0.206 0.072 0.121 0.115 0.207 0.071 0.121

MSE 0.016 0.056 0.005 0.020 0.013 0.052 0.005 0.019

4 实证分析

由于我国的金融市场破产机制的独特性, 企业破产具有一定的延迟性, 破产数据的获取也存在一

定的难度. 当企业出现财务风险时, 对应的股票能被及时地判定成 ST 股票. ST 股票即为特别处理股

票, 1998年 4月 22日,沪深交易所宣布,将对财务状况或其他状况出现异常的上市公司股票交易进行

特别处理, 本文将股票成为 ST 股票作为破产的信号, 将 ST 股票视为 “违约” 状态, 研究各变量与股

票是否为 ST股票的相关关系.依据 Ding等 [10] 和 Campbell等 [35] 的研究结果,企业的财务状态主要

由盈利能力、杠杆、短期流动性、市场账面价值比例、超额收益、公司大小、股票价格和波动影响. 考

虑到盈利能力、杠杆率、流动性水平仅能在报告期有数据,时效性较差,故而本文从Wind数据库中提

取 2018 年 6 月 1 日的 alpha 值 (基于数据提取日前半年)、波动率 (基于数据提取日前半年)、股票收

盘价、总市值和市净率 (基于最新报告期)作为自变量研究各变量与股票是否为 ST股的关系.鉴于本

文关注自变量极端值对是否违约的影响, 在处理异常值时, 本文以上下四分位数作为参考点, 将超过

上四分之一分位数加上 5 倍上下四分位数之差, 或低于下四分之一分位数减去 5 倍上下四分位数之

差的值视为异常值并对价格进行对数处理. 本文以全部上市 A 股作为研究对象, 依据股票在 2018 年

6 月 1 日各自变量的取值情况判断一周后即 2018 年 6 月 8 日股票是否为 ST 股票, 各自变量的描述

性统计结果见表 4. 从表 4 中可以看出, 非 ST 股票的 alpha 值、对数价格以及对数市值高于 ST 股票

相对应的取值. 而在市净率的指标上, 非 ST 股票高于 ST 的取值, 但对应的标准差却更小, 主要是由

ST 股票中含有部分净利润为负值的企业造成. 在波动率上, ST 股票的平均波动率大于非 ST 股票的

波动率, 标准差估计相差不大.

将第 i 家公司在 2018 年 6 月 8 日对应的股票是 ST 股票记为 Di = 1, 否则记为 Di = 0, 并利用

模型 (2.3) 对数据进行拟合. 研究的辅助信息来源于过去 14 天不同股票收盘价对应的 ST 股票率. 具

体为, 先计算对数收盘价处于 (ai, bi] 的股票中 ST 股票的个数在 2018 年 5 月 18 日到 2018 年 6 月

1 日市场上所有上市公司中的比例 (每月最后一日不统计市场规模), 并以其平均值作为辅助信息加入

到模型中, 其中 a1 = −b4 = −∞, ai = bi−1 为对数价格的下 i/4 分位数, i = 2, 3, 4. 由于样本量较小,

故本文选取所有样本作为估计的样本, 并对自变量标准化后进行估计. 鉴于本文没有给出不带辅助信

息下估计结果的方差和推论 2.1 的第一个结论, 本文在不加证明的基础上利用 L = 1 的带有辅助信息
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表 4 2018 年 6 月 8 日市场 A 股 ST 股票和非 ST 股票在 2018 年 6 月 1 日各变量的描述性统计

样本量 变量 alpha 值 波动率 对数收盘价 对数市值 市净率

59 ST 股票 最小值 −4.630 0.000 0.199 20.816 −10.199

中位数 −1.534 6.387 1.413 21.666 2.577

均值 −1.595 6.705 1.459 21.780 2.981

最大值 1.736 14.838 3.417 24.399 14.345

标准差 1.276 2.389 0.629 0.700 4.828

3367 非 ST 股票 最小值 −5.036 0.000 −0.538 19.954 −6.225

中位数 −0.186 5.368 2.383 22.473 2.739

均值 −0.091 5.736 2.444 22.695 3.382

最大值 4.847 19.869 6.614 28.329 16.924

标准差 0.902 2.419 0.760 1.007 2.359

表 5 ST 股票数据估计结果

变量 λ∗ α∗ alpha 值 波动率 对数收盘价 对数市值 市净率

带有辅助信息 估计 −0.016 −2.801 −1.727 0.768 −2.161 0.491 0.877

ESD 0.005 0.412 0.243 0.209 0.246 0.192 0.172

估计/ESD 0.311 0.147 0.141 0.272 0.114 0.390 0.196

P 值 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.010 0.000

不带有辅助信息 估计 −0.011 −2.600 −1.016 0.441 −1.794 −1.295 0.350

ESD 0.005 0.440 0.185 0.195 0.293 0.302 0.175

估计/ESD 0.465 0.169 0.182 0.441 0.163 0.233 0.501

P 值 0.031 0.000 0.000 0.023 0.000 0.000 0.046

的方差估计对不带辅助信息的估计的方差进行估计. 估计结果见表 5. 由于 λ̂ = λ̂∗/k̂ ≈ −0.86, 可以看

到, 该 odds 曲线相对于逻辑模型的 odds 曲线更加平缓. 由表 5 中的结果可以得到, 加入辅助信息后,

alpha值对应的方差稍大的原因是其估计值较大.从 P 值来看,加入辅助信息后, alpha值对应的 P 值

仍有所下降. 除总市值的 P 值外, 带有辅助信息的估计的 P 值均小于不带辅助信息的 P 值. 辅助信

息使得估计的效率有所提升.

5 结论

本文利用对数变换模型扩展了传统的逻辑模型, 将辅助信息融入到估计中, 以提高对违约预报的

估计的精确性, 从而提高估计的效率; 在病例 - 对照抽样下给出了估计的渐近性质并从理论上证明了

辅助信息有助于提高估计的效率. 模拟结果表明提升的效果明显, 本文所提出的模型能够刻画一些逻

辑模型不能刻画的数据特征, 模型的鲁棒性较好. 实际数据的分析结果也进一步说明了方法的实用性.

然而本文仍旧存在一些可以进一步探讨的空间, 将在未来的工作中进一步解决. 首先, 各变量应

该具有时变性, 因此可以将模型进一步扩展,在此情形下,需要类似于 Cox模型, 从风险函数的角度出

发进行建模并开展相关的讨论. 另外, 变量选择和估计在本文中相互独立, 可以考虑结合一些变量选
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择的方法, 如 LASSO 和 SCAD (smoothly clipped absolute deviation) 等, 在模型估计的同时进行变量

选择.

致谢 衷心地感谢各位审稿人给出的宝贵的意见.
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附录 A 定理的证明

本节将沿用正文中所定义的符号, 在不混淆的基础上, 不再将向量加粗表示. 另外简记符号 wi =

w(Zi | θ), ηi = 1 + rwi, ψ = ψ(Z | θ), w = w(Z | θ), w0 = w(Z | θ0), η0 = 1 + rw(Z | θ0),
g = ψ

1+ξ0(w−1) = ψ
η (1 + r), gi(θ0) = g(Zi | θ0), c = (θT, tT)T. 假设参数 c 的真值为 c0 = (θ0, 0)

T. 由以

上定义的符号, 可以得到

1 + ξ0(wi − 1) =
1

n
(n+ n1wi − n1) =

1

n
(n1wi − n0) =

n0
n
(rwi + 1) =

1

1 + r
ηi,

其中

n1 =
r

1 + r
n, n0 =

1

1 + r
n.

在给出定理的证明之前, 我们先给出几个引理.

引理 A.1 若 (w(Zi | θ)−1, ψ(Zi | θ)T)T (i = 1, . . . , n)构成的区域包含了零向量,则 t(θ)和 ξ(θ)

是关于 θ 的连续可导函数.

引理 A.1 的证明参见文献 [33].

引理 A.2 若 r 是一个参数, ξ̂ 是有辅助信息下 ξ 的估计值, ξ̃ 为不带辅助信息的估计值, 则该

估计是相合的并且有 ξ̂ = ξ̃ = ξ0 = n1/n.

证明 记截面似然函数 ℓ(θ) = ℓ(θ, ξ, t), 其中 ξ 和 t 由一阶导数 ∂ℓ(θ, ξ, t)/∂ξ = 0 和 ∂ℓ(θ, ξ, t)/∂t

= 0 所决定, 并且 ℓ(θ, ξ, t) 的定义如下:

ℓ(θ, t, ξ) =
n∑
i=1

Di logw(Zi | θ2)−
n∑
i=1

log{1 + ξ[w(Zi | θ2)− 1] + tTψ(Zi | θ)}.

对各参数求导, 可得

∂ℓ(θ, ξ, t)

∂k
= −

n∑
i=1

tT∇kψi
1 + ξ(wi − 1) + tTψi

, (A.1)

∂ℓ(θ, ξ, t)

∂λ∗
=

n∑
i=1

Di
∇λ∗wi
wi

−
n∑
i=1

ξ∇λ∗wi + tT∇λ∗ψi
1 + ξ(wi − 1) + tTψi

, (A.2)

∂ℓ(θ, ξ, t)

∂α∗ =
n∑
i=1

Di
∇α∗wi
wi

−
n∑
i=1

ξ∇α∗wi + tT∇α∗ψi
1 + ξ(wi − 1) + tTψi

, (A.3)
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∂ℓ(θ, ξ, t)

∂β
=

n∑
i=1

Di
∇βwi
wi

−
n∑
i=1

ξ∇βwi +∇βψ
T
i t

1 + ξ(wi − 1) + tTψi
, (A.4)

∂ℓ(θ, ξ, t)

∂ξ
= −

n∑
i=1

wi − 1

1 + ξ(wi − 1) + tTψi
, (A.5)

∂ℓ(θ, ξ, t)

∂t
= −

n∑
i=1

ψi
1 + ξ(wi − 1) + tTψi

. (A.6)

通过计算可以得到对于任意的 i, 有

−λ∗∇λ∗wi +∇α∗wi = wi, −λ∗∇λ∗ψi +∇α∗ψi = k∇kψi.

令 (A.1)–(A.3)和 (A.5)分别等于 0,并结合 −λ∗ 倍 (A.2)加上 (A.3)等于 0和 −ξ 倍 (A.5)加上 (A.6)

等于 0, 即可得到 ξ̂ = n1/n ≡ ξ0, 同理可得 ξ̃ = n1/n = ξ0.

引理 A.3 假设 h(·) 是关于 Z 的可测函数, 则

E1h(Z) = E0{w0h(Z)},

并且有

E
n∑
i=1

h(Zi) =
n

1 + r
E0{η0h(Z)}.

引理 A.3 的证明参见文献 [21, 引理 1].

引理 A.4 若定理 2.1 的假设成立, 则当 ∥θ − θ0∥ 6 n−1/3 时,

t =

[
1

n

n∑
i=1

g(Zi | θ)gT(Zi | θ)
]−1[

1

n

n∑
i=1

g(Zi | θ)
]
+ o(n−1/3),

其中 ∥ · ∥ 表示 Euclid 范数.

证明 首先给出

1

n

n∑
i=1

g(Zi | θ0) = Op(n
−1/2). (A.7)

由

n∑
i=1

Eg(Zi | θ0) = n1E1g(Z | θ0) + n0E0g(Z | θ0)

= n
r

1 + r
E0w(Z | θ0)

ψ(Z | θ0)
η(Z | θ0)

(1 + r) + n
1

1 + r
E0
ψ(Z | θ0)
η(Z | θ0)

(1 + r)

= nE0ψ(θ0) = 0,

可以得到
n∑
i=1

g(Zi | θ0) =
n∑
i=1

[g(Zi | θ0)− Eg(Zi | θ0)].

由此可得

var

( n∑
i=1

g(Zi | θ0)
)

= n1var1g(Z | θ0) + n0var0g(Z | θ0)
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= n1

[
E1

(
ψψT

η2
(1 + r)2

)
− E1

ψ

η
E1
ψT

η
(1 + r)2

]
+ n0

[
E0

(
ψψT

η2
(1 + r)2

)
− E0

ψ

η
E0
ψT

η
(1 + r)2

]
= n(1 + r)E0

ψψT

η
− n(1 + r)2E0

ψ

η
E0
ψT

η
.

注意到

B−2
n

n∑
i=1

E[g(Zi | θ0)− Eg(Zi | θ0)]2I|g(Zi|θ0)−Eg(Zi|θ0)|>ϵBn

=
r

1 + r
E1[g(Z | θ0)− Eg(Z | θ0)]2I|g(Z|θ0)−E1g(Z|θ0)|>ϵBn

+
1

1 + r
E0[g(Z | θ0)− E0g(Z | θ0)]2I|g(Zi|θ0)−E0g(Z|θ0)|>ϵBn

,

由控制收敛定理可得, Lindeberg 中心极限定理条件满足, 故 (A.7) 成立. 故而,

1

n

n∑
i=1

eTg(Zi | θ) =
1

n

n∑
i=1

[
eTg(Zi | θ0) + eT

∂g(Zi | θ)
∂θ

∣∣∣∣
θ0

un−1/3 + o(n−1/3)

]
= Op(n

−1/2) +Op(n
−1/3) + o(n−1/3) = Op(n

−1/3).

注意到 t = t(θ) 由方程
∑n
i=1

ψi

1+ξ(wi−1)+tTψi
= 0 决定, 故而可以得到

n∑
i=1

ψi(θ)

1 + ξ(wi(θ)− 1) + tTψi
=

n∑
i=1

gi(θ)

1 + tTgi(θ)
= 0. (A.8)

令 t = ∥t∥e, 由 (A.8) 可以得到

n∑
i=1

eTgi(θ)

(
1− gTi (θ)t

1 + tTgi(θ)

)
= 0.

因此,

n∑
i=1

eTgi(θ) =
n∑
i=1

eTgi(θ)g
T
i (θ)e∥t∥

1 + tTgi(θ)
>

n∑
i=1

eTgi(θ)g
T
i (θ)e∥t∥

1 + max16i6n ∥tTgi(θ)∥

>
n∑
i=1

eTgi(θ)g
T
i (θ)e∥t∥

1 + ∥t∥max16i6n |eTgi(θ)|
,

其中应用了 1 + tTgi(θ) > 0. 类似于文献 [34, 引理 3], 可以得到

max
16i6n

|eTgi(θ)| = max
{

max
16i6n1

|eTgi(θ)|, max
n1+16i6n

|eTgi(θ)|
}

= max{o(n1/31 ), o(n
1/3
0 )} = o(n1/3). (A.9)

经过简单的运算可以得到

1

n

n∑
i=1

eTgi(θ)
(
1 + ∥t∥ max

16i6n
|eTgi(θ)|

)
> eT

( n∑
i=1

1

n
gi(θ)g

T
i (θ)

)
e∥t∥,
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即

1

n

n∑
i=1

eTgi(θ) > eT
[( n∑

i=1

1

n
gi(θ)g

T
i (θ)

)
e− 1

n

n∑
i=1

eTgi(θ) max
16i6n

|eTgi(θ)|
]
∥t∥.

基于以上的论证, 可以得到

Op(n
−1/3) = ∥t∥ {Op(1)−Op(n

−1/3)op(n
1/3)},

故而有

∥t∥ = Op(n
−1/3).

对 (A.8) 进行 Taylor 展开并令 Yi = tTgi, 可得

0 =
1

n

n∑
i=1

gi(θ)(1− Yi + Y 2
i + o(Y 2

i ))

=
1

n

n∑
i=1

gi(θ)−
1

n

n∑
i=1

gi(θ)g
T
i (θ)t+

1

n

n∑
i=1

gi(θ)Y
2
i (1 + op(1)).

对于上式的第四项, 类似于文献 [34] 和 (A.9), 可以得到以下等式:

1

n

n∑
i=1

∥gi(θ)∥3∥t∥2 = o(n1/3)Op(n
−2/3) = op(n

−1/3),

t(θ) =

[
1

n

n∑
i=1

gi(θ)g
T
i (θ)

]−1[
1

n

n∑
i=1

gi(θ)

]
+ op(n

−1/3).

证毕.

引理 A.5 关于 gi(θ0) (i = 1, . . . , n) 的重对数律成立, 即

1

n

n∑
i=1

gi(θ0) = Op(n
−1/2[log log(n)]1/2).

证明 由样本中病例组和对照组的样本量比值恒定, 以及引理 A.3, 并在病例组和对照组中分别

使用重对数定律, 可以得到

1

n

n∑
i=1

gi(θ0) =
n1
n

1

n1

n1∑
i=1

g(Zi | θ0) +
n0
n

1

n0

n∑
i=n1+1

g(Zi | θ0)

=
n1
n

1

n1
[n1E1g(θ0) +Op(n

1/2[log log(n)]1/2)]

+
n0
n

1

n0
[n0E0g(θ0) +Op(n

1/2[log log(n)]1/2)]

= 0 + n−1Op(n
1/2[log log(n)]1/2)

= Op(n
−1/2[log log(n)]1/2).

证毕.
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附录 A.1 定理 2.1 的证明

注意到对数似然函数具有形式

ℓ(θ) =

n1∑
i=1

logwi −
n∑
i=1

log[1 + ξ0(wi − 1) + tTψi].

可以轻易地将对数似然函数分为两部分, 记为 ℓ(θ) = ℓ2(θ)− ℓ1(θ), 其中

ℓ1(θ, t(θ)) =

n∑
i=1

log[1 + tTgi],

ℓ2(θ) =

n1∑
i=1

logwi −
n∑
i=1

log(1 + ξ0(wi − 1)).

类似于文献 [33], 当 ∥θ − θ0∥ < n−1/3 时, 可以得到对于足够大的 n, 有

ℓ1(θ) > ℓ1(θ0).

对于第二部分 ℓ2(θ), 利用引理 A.3, 可以得到

E

[
∂ℓ2(θ)

∂θ

] ∣∣∣∣
θ0

= n1E0

(
w
∇θw

w

) ∣∣∣∣
θ0

− n

1 + r
E0

(
η
r∇θw

η

)
=

rn

1 + r
E0(∇θw) |θ0 −

rn

1 + r
E0(∇θw) |θ0 = 0,

以及

E

[
∂2ℓ2(θ)

∂θ∂θT

] ∣∣∣∣
θ∗

=
rn

1 + r
E0

(
∇θθTww −∇θw∇θTw

w

) ∣∣∣∣
θ∗

− n

1 + r
E0

(
r∇θθTwη − r2∇θw∇θTw

η

) ∣∣∣∣
θ∗

=
rn

1 + r
E0

(
−∇θw∇θTw

w0

) ∣∣∣∣
θ∗

+
n

1 + r
E0

(
r2∇θw∇θTw

η

) ∣∣∣∣
θ∗

= − nr

1 + r
E0

(
∇θw∇θTw

wη

) ∣∣∣∣
θ∗
.

假设 θ = θ0 + un−1/3, 当 n 足够大时, 有

ℓ2(θ) = ℓ2(θ0) +
∂ℓ2(θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

un−1/3 +
1

2
uT

∂2ℓ2(θ)

∂θ∂θT

∣∣∣∣
θ∗
un−2/3

= ℓ2(θ0) + (O(n log log n)1/2un−1/3)− rn

2(1 + r)
uT

(
E0

(
∇θw∇θTw

wη

) ∣∣∣∣
θ∗

+ op(1)

)
un−2/3

< ℓ2(θ0). (A.10)

由此可以得到, 对于足够大的 n, 有

ℓ(θ) 6 ℓ(θ0).

由于 ℓ(θ) 在闭区域 ∥θ − θ0∥ 6 n−1/3 内是关于 θ 的连续函数, 因此, ℓ(θ) 在球内取得极大值点. 由 θ̃2

= argmaxθ2 ℓ2(θ2) 以及 (A.10) 可以得到 θ̃2 是极大化 ℓ2(θ) 的最值点. 故而定理 2.1 得证.
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附录 A.2 定理 2.2 的证明

在正式开始定理 2.2的证明之前,首先给出以下的事实和引理. 记截面似然函数为 ℓ(θ) = ℓ(θ, ξ, t),

则 Lagrange 乘子 ξ 和 t 是方程组 ∂ℓ(θ, ξ, t)/∂ξ = 0 和 ∂ℓ(θ, ξ, t)/∂t = 0 的解, 其中 ℓ(θ, ξ, t) 的定义

如下:

ℓ(θ, t, ξ) =
n∑
i=1

Di logw(Zi | θ2)−
n∑
i=1

log{1 + ξ[w(Zi | θ2)− 1] + tTψ(Zi | θ)}.

引理 A.6 对于截面似然函数的二次导数 ∂2ℓ(θ,ξ,t)
∂c∂cT , 有

H :=
1

n
E
∂2ℓ(θ, ξ, t)

∂c∂cT

∣∣∣∣
θ0,ξ0,0

=



0 0 0 0 −H15

0 −H22 −H23 −H24 −H25

0 −H32 −H33 −H34 −H35

0 −H42 −H43 −H44 −H45

−H51 −H52 −H53 −H54 H55


,

其中

H15 = HT
51 = E0∇kψ

T
i |θ=θ0 ,

H22 =
r

1 + r
E0

[
(∇λ∗w |θ0)2

w0
− r(∇λ∗w |θ0)2

η0

]
=

r

1 + r
E0

[
(∇λ∗w |θ0)2

w0η0

]
,

H23 = H32 =
r

1 + r
E0

[
∇λ∗w |θ0∇α∗w |θ0

w0
− r∇λ∗w |θ0∇α∗w |θ0

η0

]
=

r

1 + r
E0

[
∇λ∗w |θ0∇α∗w |θ0

w0η0

]
,

H24 = HT
42 =

r

1 + r
E0

[
∇λ∗w |θ0∇βTw |θ0

w0
−
r∇λ∗w |θ0∇βTw |θ0

η0

]
=

r

1 + r
E0

[
∇λ∗w |θ0∇βTw |θ0

w0η0

]
,

H25 = HT
52 = E0

[
∇λ∗ψT |θ0 −

r(∇λ∗w |θ0)ψT
0

η0

]
,

H33 =
r

1 + r
E0

[
(∇α∗w |θ0)2

w0
− r(∇α∗w |θ0)2

η0

]
=

r

1 + r
E0

[
(∇α∗w |θ0)2

w0η0

]
,

H34 = HT
43 =

r

1 + r
E0

[
∇α∗w |θ0∇βTw |θ0

w0
−
r∇α∗w |θ0∇βTw |θ0

η0

]
=

r

1 + r
E0

[
∇α∗w |θ0∇βTw |θ0

w0η0

]
,

H35 = HT
53 = E0

[
∇α∗ψT |θ0 −

r(∇α∗w |θ0)ψT
0

η0

]
,

H44 =
r

1 + r
E0

[
∇βw |θ0∇βTw |θ0

w0
−
r∇βw |θ0∇βTw |θ0

η0

]
=

r

1 + r
E0

[
∇βw |θ0∇βTw |θ0

w0η0

]
,

H45 = HT
54 = E0

[
∇βψ

T |θ0 −
r(∇βw |θ0)ψT

0

η0

]
,

H55 = (1 + r)E0
ψ0ψ

T
0

η0
.

证明 仅以 H25 为例说明, 其他类似可得. 类似于引理 A.5 的证明, 利用引理 A.3 的结论, 以及

样本中病例组和对照组样本量的关系, 可以得到

− 1

n
E
∂2ℓ(θ0, ξ0, 0)

∂λ∗∂tT
= E

(
1

n
(1 + r)

n∑
i=1

ηi∇λ∗ψT
i − r∇λ∗wiψ

T
i

η2i

) ∣∣∣∣
θ=θ0
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= E0

[
η0∇λ∗ψT |θ0 − r∇λ∗w |θ0ψT

0

η0

]
= E0

[
∇λ∗ψT |θ0 −

r∇λ∗w |θ0ψT
0

η0

]
.

证毕.

引理 A.7 令 (0, ST
n ) :=

∂ℓ(θ,ξ,t)
∂c |θ0,0,ξ0 = (0, Sn2, Sn3, S

T
n4, S

T
n5)

T, 可以验证

E(Sn) = 0,

并且有
1

n
var(Sn) = V − (1 + r)2

r
vvT,

其中

v =

(
r

1 + r
E0

(
∇λ∗w |θ0

η0

)
,

r

1 + r
E0

(
∇α∗w |θ0

η0

)
,

r

1 + r
E0

(
∇βw |θ0
η0

)T

,E0

(
ψ0

η0

)T)T

,

V =


H22 H23 H24 0

H32 H33 H34 0

H42 H43 H44 0

0 0 0 H55

 . (A.11)

证明 由引理 A.3 可以轻易得到 E(Sn) = 0. 下面以 var(Sn5) 为例给出证明:

var(Sn5) = (1 + r)2E0
[n1w0 + n0]ψ0ψ

T
0

η0
− (1 + r)2E0

[
n1

1

r2
+ n0

]
E0
ψ0

η0
E0
ψT
0

η0

= (1 + r)nE0
ψ0ψ

T
0

η0
− (1 + r)2

r
nE0

ψ0

η0
E0
ψT
0

η0

= H55 −
(1 + r)2

r
E0
ψ0

η0
E0
ψT
0

η0
.

证毕.

接下来继续定理 2.2 的证明. 我们已经证明了 θ̂ = θ0 + Op(n
−1/3), t̂ = Op(n

−1/3) 以及 Lagrange

乘子 t̂ 满足
∂ℓ(θ̂, ξ̂, t̂)

∂c
= 0.

由 ξ̂ = ξ0, 可以得到
∂ℓ(θ̂, ξ0, t̂)

∂c
= 0.

在 c0 处对
1
n
∂ℓ(θ̂,ξ0,t̂)

∂c 进行 Taylor 展开, 可以得到

0 =
1

n

∂ℓ(θ0, ξ0, 0)

∂c
+

1

n

∂2ℓ(θ0, ξ0, 0)

∂c∂cT
(c− c0) + op(δn),

其中 δn = ∥θ̂ − θ∥+ ∥t̂∥. 由大数定理可以得到

1

n

∂2ℓ(θ0, ξ0, 0)

∂c∂cT
p→ E

{
∂2ℓ(θ0, ξ0, 0)

∂c∂cT

}
,

1

n

∂ℓ(θ0, ξ0, 0)

∂c
= Op(n

−1/2).
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由此可以得到 δn = Op(n
−1/2), 即 ∥θ̂ − θ∥ = ∥t̂∥ = Op(n

−1/2). 故而可以得到

− 1

n



0

Sn2

Sn3

Sn4

Sn5


=



0 0 0 0 −H15

0 −H22 −H23 −H24 −H25

0 −H32 −H33 −H34 −H35

0 −H42 −H43 −H44 −H45

−H51 −H52 −H53 −H54 H55


 θ̂ − θ0

t̂− t

+ op(n
−1/2). (A.12)

由 (A.12), 可以得到
0 0 0 0

0 −H22 −H23 −H24

0 −H32 −H33 −H34

0 −H42 −H43 −H44

 (θ̂ − θ0)−


H15

H25

H35

H45

 t̂ = − 1

n


0

Sn2

Sn3

Sn4

+ op(n
−1/2), (A.13)

以及

−(H51,H52,H53,H54)(θ̂ − θ0) +H55t̂ = − 1

n
Sn5 + op(n

−1/2).

故而可以得到

t̂ = H−1
55 (H51,H52, H53, H54)(θ̂ − θ0)−H−1

55

Sn5
n

+ op(n
−1/2). (A.14)

令

U =


0 0 0 H15

H22 H23 H24 H25

H32 H33 H34 H35

H42 H43 H44 H45

 , (A.15)

以及 J = UV −1UT. 将 (A.14) 代入 (A.13) 可以得到

J(θ̂ − θ0) = UV −1

(
1

n
Sn

)
+ op(n

−1/2). (A.16)

故而可以得到 n1/2(θ̂ − θ0) → N(0,Σ), 其中

Σ = J−1 − (1 + r)2

r
WWT,

并且有 W = J−1UV −1v. 另外, 注意到

v = (−λ∗0H22 +H32,−λ∗0H23 +H33,−λ∗0H24 +H34,−λ∗0H25 +H35 − k0H15)
T.

因此,

UV −1v =


−k0H15H

−1
55 H51 − λ∗0H15H

−1
55 H52 +H15H

−1
55 H53

−λ∗0H22 +H23 − k0H25H
−1
55 H51 − λ∗0H25H

−1
55 H52 +H25H

−1
55 H53

−λ∗0H32 +H33 − k0H35H
−1
55 H51 − λ∗0H35H

−1
55 H52 +H35H

−1
55 H53

−λ∗0H42 +H43 − k0H45H
−1
55 H51 − λ∗0H45H

−1
55 H52 +H45H

−1
55 H53

 = J


−k0

−λ∗0
1

0p

 .

532



中国科学 : 数学 第 51 卷 第 3 期

故而渐近方差的表达式可以简化为

Σ = J−1 − (1 + r)2

r
(−k0,−λ∗0, 1,0T

p )
T(−k0,−λ∗0, 1,0T

p ).

由此定理 2.2 证毕.

附录 A.3 推论 2.1 的证明

由 θ̃2 的定义可以得到 θ̃2 = argmaxθ2 ℓ2(θ2). 在 θ20 处进行 Taylor 展开可以得到

0 =
1

n

∂ℓ2(θ20, ξ0)

∂θ
+

1

n

∂2ℓ2(θ20, ξ0)

∂θ∂θT
(θ − θ0) + op(δ

T
n ).

注意到

∂ℓ2(θ20, ξ0)

∂θ
=
∂ℓ(θ0, ξ0, 0)

∂θ
,

∂2ℓ2(θ20, ξ0)

∂θ∂θT
=
∂2ℓ(θ0, ξ0, 0)

∂θ∂θT
.

类似于之前的证明可以得到 δTn = Op(n
−1/2), 并且有

− 1

n


Sn2

Sn3

Sn4

 =


−H22 −H23 −H24

−H32 −H33 −H34

−H42 −H43 −H44

 (θ̃2 − θ20) + op(n
−1/2).

当 L = 1 时, U 为方阵. 故而, (A.16) 可以简化为

UT(θ̂ − θ0) =

(
1

n
Sn

)
+ op(n

−1/2).

由 U、Sn 和 θ = (k, θT2 )
T 的定义可以得到

1

n


Sn2

Sn3

Sn4

 =


H22 H23 H24

H32 H33 H34

H42 H43 H44

 (θ̂2 − θ20) + op(n
−1/2).

故而,
√
n(θ̂2 − θ20) 和

√
n(θ̃2 − θ20) 的渐近方差相同. 对于推论剩下的部分, 令 Um、Vm、Jm、Σm 和

vm 表示由 ψ(Z | θ) 的前 m 个估计方程得到的 U、V、J、Σ 和 v, 1 < m 6 L. 故而只需要证明

Σm 6 Σm−1.

由文献 [21], 可以得到

V −1
m >

V −1
m−1 0

0 0

 .

由此可得

Jm = UmV
−1
m UT

m > (Um−1, um)

V −1
m−1 0

0 0

 (Um−1, um)T = Um−1V
−1
m−1U

T
m−1 = Jm−1.
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故而,

Σm 6 Σm−1.

由此推论 2.1 证毕.
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Abstract This paper studies how to integrate auxiliary information into the estimation procedure to improve
the stability and efficiency of estimators for default forecast and introduces a log-transformation logic model to
characterize different default probability curves. In this paper, we establish the consistency and asymptotic nor-
mality of the estimators and prove the efficiency of the proposed estimators with auxiliary information. Simulation
results show that the proposed method can improve the efficiency of estimation and the influence of auxiliary
information is discussed. We apply the proposed method to the data of ST (special treatment) stocks, and the
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