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摘要 本文概述泛函空间理论的研究工作, 包括无穷矩阵方法、(op) 型空间的刻画、不变性、非线性

开映射定理、非线性闭图像定理、泛线性等度连续定理、泛线性对偶理论和泛线性广义函数理论等.
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1 无穷矩阵收敛定理与一致收敛原理

20 世纪 50 年代末, Mikusinski 和 Sikorski [1, 2] 建立了一个分布的序列理论. 为了证明该理论与

Schwartz [3] 基于泛函分析的分布论等价, Mikusinski 注意到有必要发展一个非拓扑方法去取代泛函分

析中广泛应用的 Baire纲方法. Mikusinski提出了一个取值于 Banach空间的无穷矩阵对角定理 [4],该

定理就是要寻找的工具. 20 世纪 80 年代, Antosik 证明了一个新的无穷矩阵对角定理. 自从 Antosik

定理出现以来, 无穷矩阵方法取得了巨大进展. Antosik 和 Swartz [5]、Swartz [6] 系统地应用该定理处

理了测度论和泛函分析中的一系列问题. 现在, 称这个定理为 Antosik-Mikusinski 定理, 它陈述为: 设

(G, τ) 是一个 Abel 拓扑群, 对 i, j ∈ N, xij ∈ G. 如果

(1) 对每个 j ∈ N, limi xij = xj 存在;

(2)对每个严格递增的正整数序列 {mj},存在一个子序列 {nj}使得 {
∑

j xinj}∞i=1是一个 τ -Cauchy

序列,

那么 limi xij = xj 关于 j ∈ N 一致成立. 特别地, limi xii = 0.
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但是,当人们研究具有符号 -弱滑脊性序列空间的 β-对偶空间的弱序列完备性时, Antosik-Miku-

sinski 定理不再适用. 为此, Stuart [7, 8] 证明了如下的符号 Antosik-Mikusinski 定理和等距 Antosik-

Mikusinski 定理:

符号 Antosik-Mikusinski 定理 设 (G, τ) 是一个 Abel 拓扑群, 对 i, j ∈ N, xij ∈ G. 如果

(1) 对每个 j ∈ N, limi xij = xj 存在;

(2) 对每个严格递增的正整数序列 {mj}, 存在一个子序列 {nj} 和一个符号序列 {θj} ⊆ {1,−1}
使得 {

∑∞
j=1 θjxinj}∞i=1 是一个 τ -Cauchy 序列,

那么 limi xij = xj 关于 j ∈ N 一致成立. 特别地, limi xii = 0.

设 G 是一个 Abel 群. G 上的一个函数 P 称为是一个拟范, 如果对任何 x, y ∈ G, P (0) = 0,

P (−x) = P (x) 并且 P (x + y) 6 P (x) + P (y). 如果 (G, τ) 是一个 Abel 拓扑群, 那么拓扑 τ 能由 G 上

的一族拟范所生成 [9].

设 (G,P ) 是一个 Abel 拟范群. 称 s : (G,P ) → (G,P ) 是一个可加等距, 如果对任何 x, y ∈ G, 有

s(x + y) = s(x) + s(y), 并且 P (s(x)) = P (x).

等距 Antosik-Mikusinski 定理 设 (G,P ) 是一个 Abel 拟范群, 对 i, j ∈ N, xij ∈ G. 如果

(1) 对每个 j ∈ N, limi xij = xj 存在;

(2)对每个严格递增的正整数序列 {mj},存在一个子序列 {nj}和一个可加等距序列 {sj} : (G,P )

→ (G,P ) 使得 {
∑∞

j=1 sj(xinj )}∞i=1 是一个 P -Cauchy 序列,

那么 limi xij = xj 关于 j ∈ N 一致成立. 特别地, limi xii = 0.

文献 [6–8,10,11]给出了符号 Antosik-Mikusinski定理和等距 Antosik-Mikusinski定理一些有趣的

应用.

设 Ω 是一个非空集, (G,P ) 是一个 Abel 拟范群, F 是一族定义在 Ω 上取值于 (G,P ) 的函数. 称

F 中函数列 {fk} 是关于 F 逐点等距 K- 收敛的, 如果对 {fk} 的每个子列 {fmk
}, 存在 {fmk

} 的一个
子列 {fnk

}、一列可加等距 {sk} 和一个函数 f ∈ F 使得对每个 t ∈ Ω,
∑∞

k=1 sk(fnk
(t)) = f(t).

如果 (G, τ) 是一个 Abel 拓扑群, F 是一族定义在 Ω 上取值于 (G,P ) 的函数. 称 F 中函数列
{fk} 关于 F 逐点符号 K- 收敛, 如果对 {fk} 的每个子列 {fmk

}, 存在 {fmk
} 的一个子列 {fnk

}、一列
符号序列 {θk} ⊆ {1,−1} 和一个函数 f ∈ F 使得对每个 t ∈ Ω,

∑∞
k=1 θkfnk

(t) = f(t).

称 B ⊆ Ω 是 F 序列条件紧集, 如果对每个序列 {tj} ⊆ B, 存在 {tj} 的一个子列 {tnj}, 使得对每

个 f ∈ F , limj f(tnj ) 存在.

设 (Ω, τ1) 是一个 Hausdorff 拓扑空间. 记 CG(Ω) 是连续函数 f : (Ω, τ1) → (G,P ) 全体.

Swartz [6] 证明了下面的一致收敛原理:

一致收敛原理 I 设 (Ω, τ1) 是一个序列紧 Hausdorff 拓扑空间, (G, τ) 是一个 Abel 拓扑群, F ⊆
CG(Ω). 如果 {fj} 关于 F 逐点 K- 收敛, 那么 {fj} 在 Ω 上一致收敛于 0.

一致收敛原理 II 设 (Ω, τ1) 是一个紧 Hausdorff 拓扑空间, (G,P ) 是一个 Abel 拟范群, F =

CG(Ω). 如果 {fj} 关于 F 逐点 K- 收敛, 那么 {fj} 在 Ω 上一致收敛于 0.

一致收敛原理 III 设 Ω 是一个非空集, (G,P ) 是一个 Abel 拟范群, F 是一族定义在 Ω 上取值

于 (G,P )的函数, Ω是 F 序列条件紧集. 如果 {fj}关于 F 逐点 K-收敛,那么 {fj}在 Ω上一致收敛

于 0.

Li [12] 建立了一个比一致收敛原理 I 强的收敛原理. 应用该收敛原理, Li 等 [13] 研究了一类无穷

矩阵的求和问题. Qu 和 Wu [14] 指出了 Li 等的一致收敛原理等价于 Antosik-Mikusinski 无穷矩阵收

敛定理.
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Wu 等 [15] 证明了下面定理:

定理 1.1 设 (G,P ) 是一个 Abel 拟范群. 下列陈述等价并且都成立:

(I) 如果对 i, j ∈ N, zij ∈ G, 并且

(1) limi zij = 0 对每个 j ∈ N 成立;

(2) 对每个严格递增的正整数序列 {mj}, 存在 {mj} 的一个子序列 {nj} 和一列可加等距 {sj} :

(G,P ) → (G,P ) 使得 limi

∑∞
j=1 sj(zinj

) = 0,

那么 limi zii = 0.

(II) (等距 Antosik-Mikusinski 定理) 如果对 i, j ∈ N, xij ∈ G, 并且

(3) limi xij = xj 对每个 j ∈ N 存在;

(4) 对每个严格递增的正整数序列 {mj}, 存在 {mj} 的一个子序列 {nj} 和一列可加等距 {sj} :

(G,P ) → (G,P ) 使得 {
∑∞

j=1 sj(xinj )}∞i=1 是 Cauchy 序列,

那么 limi xij = xj 关于 j ∈ N 一致成立. 特别地, limi xii = 0.

(III) 设 Ω 是一个非空集, (G,P ) 是一个 Abel 拟范群, F 是一族定义在 Ω 上取值于 (G,P ) 的函

数. 如果 F 中函数列 {fk} 关于 F 逐点等距 K- 收敛, 并且 Ω 是 F 序列条件紧集, 那么 {fi} 在 Ω 上

一致收敛于 0.

(IV) 设 (Ω, τ1) 是一个序列紧 Hausdorff 拓扑空间, (G,P ) 是一个 Abel 拟范群, F ⊆ CG(Ω). 如果

F 中函数列 {fj} 关于 F 逐点等距 K- 收敛, 那么 {fj} 在 Ω 上一致收敛于 0.

(V) 设 (Ω, τ1) 是一个可数紧 Hausdorff 拓扑空间, (G,P ) 是一个 Abel 拟范群, F ⊆ CG(Ω). 如果

F 中函数列 {fj} 关于 F 逐点等距 K- 收敛, 那么 {fj} 在 Ω 上一致收敛于 0.

(VI)设 (Ω, τ1)是一个紧 Hausdorff拓扑空间, (G,P )是一个 Abel拟范群, F ⊆ CG(Ω). 如果 F 中
函数列 {fj} 关于 F 逐点等距 K- 收敛, 那么 {fj} 在 Ω 上一致收敛于 0.

由于Abel拓扑群的拓扑可由一族拟范生成,所以可以得到Antosik-Mikusinski定理和符号Antosik-

Mikusinski 定理的等价形式.

定理 1.1 表明, 20 世纪 70 年代的 Thomas 定理 [16] 非常接近于 80 年代的 Antosik-Mikusinski

定理.

2 不含 c0c0c0 的局部凸空间

有的 Banach 空间 X 具有性质 (a0): 凡有界线性算子 T : c0 → X 都是紧算子. 这类空间中已知

的有 lp, 1 6 p < ∞. 若把 c0 换成 c 而称为性质 (a), 则序列弱完备的 Banach 空间具有性质 (a), 从而

也具有性质 (a0). 现在研究一类重要的局部凸空间如下:

定义 2.1 [17] 若一个 Banach 空间不含有与 c0 拓扑同构的子空间, 那么称它为 (op) 型空间.

Jiang 和 Zou [17] 研究了 (op) 型空间的一些有趣性质和它上的谱型算子. (op) 型空间是谱型算子

理论中, 许多人关心的事实得以成立的最佳可能空间 (参见文献 [17]). 因此给出这类空间的刻画是空

间理论研究的一个重要问题. Li 从 20 世纪 80 年代开始, 对这类空间给出了一系列鲜明的刻画 (参见

文献 [18–20]). 现在介绍 Li 给出的刻画.

设 X 是一个 Banach 空间, X∗ 是 X 的对偶空间. 由 Alaoglu 定理知, X∗ 的闭单位球 UX∗ 依

X∗ 上弱 ∗ 拓扑的相对拓扑构成紧 Hausdorff 空间. 对 x ∈ X, 记 x(x∗) = x∗(x), ∀x∗ ∈ UX∗ , 则映射

x → x(·)是从 X 到 C(UX∗)的等距同构嵌入. 所以,对 x, y ∈ X,可令 x = x(·), xy = x(·)y(·), x = x(·),
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再令 {X = x : x ∈ X}, e 是代数 C(UX∗) 的乘法单位.

引理 2.1 如下形式的多项式在 C(UX∗) 中稠:

xa1
1 xa2

2 · · ·xak

k + · · · + zr11 zr22 · · · zrmm + te, (2.1)

式中的加项为有限个, xi, zj ∈ X ∪X, ai 和 rj 是正整数, t 是复数.

证明 两 (2.1) 型多项式的和显然是 (2.1) 型多项式. 对复数 λ, 若 x ∈ X, 则 λx ∈ X; 若

x = y ∈ X, 则 λx = λy = λy(·) = λy(·) = λy ∈ X. 所以, 由 λ(xa1
1 xa2

2 · · ·xak

k ) = (λx1)1xa1−1
1 xa2

2 · · ·xak

k

易知 (2.1) 型多项式乘以标量仍得 (2.1) 型多项式, 从而可知两 (2.1) 型多项式的积仍是 (2.1) 型多

项式.

令 A = {f ∈ C(UX∗) :有一串 (2.1) 型多项式收敛到 f}. 设 fn ∈ A, fn → f . 对 fn, 有 (2.1) 型多

项式 pn, 使得 ∥fn − pn∥ < 1
n , 从而, ∥f − pn∥ 6 ∥f − fn∥ + 1

n → 0, 所以, A 闭于 C(UX∗).

再设 f, g ∈ A, λ 是复数. 取 (2.1) 型多项式序列 {pn} 和 {Qn}, 使得 pn → f , Qn → g. 于是由

∥f + λg − (pn + λQn)∥ 6 ∥f − pn∥ + |λ|∥g −Qn∥ → 0

知 f + λg ∈ A. 注意 ∥g −Qn∥ → 0 ⇒ ∥Qn∥ → ∥g∥, 从而不妨认为 ∥Qn∥ 6 ∥g∥ + 1, n = 1, 2, . . . , 有

∥fg − pnQn∥ = sup
x∗∈UX∗

|f(x∗)g(x∗) − pn(x∗)Qn(x∗)|

6 sup
x∗∈UX∗

{|f(x∗)g(x∗) − f(x∗)Qn(x∗)| + |f(x∗)Qn(x∗) − pn(x∗)Qn(x∗)|}

6 ∥f∥∥g −Qn∥ + (∥g∥ + 1)∥f − pn∥ → 0,

所以 f g ∈ A. 至此已证得 A 是 C(UX∗) 的闭子代数, 并且 e ∈ A, X ⊆ A.

易知 (2.1) 型多项式的复数共轭仍是 (2.1) 型多项式, 所以由等式

∥f − pn∥ = sup
UX∗

|f(·) − pn(·)| = sup
UX∗

|f(·) − pn(·)| = ∥f − pn∥

易知 f ∈ A ⇒ f ∈ A. 又若 x∗, y∗ ∈ Ux∗ , 则有 x ∈ X ⊆ A 使得 x(x∗) ̸= x(y∗) (当x∗ ̸= y∗ 时). 于是由

Stone-Weierstrass 定理使得 A = C(UX∗). 证毕.

所得引理有一些重要应用, 其中本文需要的是下面的引理:

引理 2.2 X 是可分空间, {un}于 X 中稠.于是 C(UX∗)也可分,并且如下形式的多项式全体是

C(UX∗) 中的可数稠密集:

aa1
1 aa2

2 · · · aak

k + · · · + Cr1
1 Cr2

2 · · ·Crm
m + λe, (2.2)

式中的加项为有限个, ai, Cj ∈ {un} ∪ {un}, ai 和 rj 是正整数, 复数 λ 的实部和虚部都是有理数.

证明 若对 x ∈ X 有 unk
→ x,则因 ∥x−unk

∥ = ∥x−unk
∥,故有 unk

→ x. 又对 x, y ∈ X ∪X,若

{un} 或 {un} 的子列 {νn} 和 {ωn} 分别收敛于 x 和 y, 则通过类似前面的计算可知 ∥xy− νnωn∥ → 0.

于是注意 (2.1) 型多项式里只出现有限多个文字, 可知 (2.1) 型多项式可用 (2.2) 型多项式序列逼近.

由引理 2.1 知, (2.2) 型多项式于 C(UX∗) 中稠.

现在令

D =
∞∪

n=0

(Dn ∪Dn),

1894



中国科学 : 数学 第 50 卷 第 12 期

其中 D0 是复平面上有理坐标点全体, D0 = ϕ; Dn = {un, un, . . .} 和 Dn = {un, un, . . .} 是常值序列,

n = 1, 2, . . .

D 是一列可数集的并, 因而也是可数集. 但 (2.2) 型多项式全体的势显然不大于集

F ∪ (F × F ) ∪ (F × F × F ) ∪ · · ·

的势, 其中 F 是 D 的有穷子集全体. 于是易知 (2.2) 型多项式的全体可数. 证毕.

引理 2.3 X 是 Banach 空间, T̃ : C(Uc0) → X 是弱紧算子. 于是, T̃ 在 c0 上的限制 T = T̃ | c0
是紧算子.

证明 因 c∗0 = l1, 所以, c0 是 C(Ul1) 的闭线性子空间, 再由 T̃ 的弱紧性知 T 将 c0 的有界集映

成 X 的弱列紧集, 所以 T 是弱紧的. 由熟知的 Gelfand 定理知, T ∗ 也是弱紧的, 从而将 X∗ 的有界集

映成 c∗0 = l1 中的弱列紧集, 但 l1 中强列收敛与弱列收敛一致, 所以, T ∗UX∗ 的强闭包是紧集. 这说明

T ∗ 是紧算子. 于是由 Schauder 定理知 T 是紧算子. 证毕.

定理 2.1 Banach 空间 X 是 (op) 型空间当且仅当每个有界线性算子 T : c0 → X 都是紧算子.

证明 c0 是 C(Ul1) 的可分闭线性子空间. 由引理 2.2 知, C(Ul1) 可分. 再由 Sobczyk 定理 [21] 有

射影算子 P : C(Ul1) → c0 使得 PC(Ul1) = c0 且 ∥P∥ 6 2.

今设 X 不含 c0, T : c0 → X 是任一有界线性算子. 若令 T̃ = T ◦ P , 则 T̃ : C(Ul1) → X 是有界线

性算子, 从而由 Pelczynski-Rosenthal 定理 [22,23] 可知 T̃ 是弱紧的. 于是, 注意 T̃ | c0 = T , 由引理 2.3

得知 T 是紧算子.

次设 X 含有拓扑同构于 c0 的子空间 Y , T : c0 → Y 是拓扑同构映射. 于是, T 是一对一的

有界线性算子并且 T−1 : Y → c0 也是有界线性算子 [24]. 令 {en} 是 c0 的单位向量基底, 是有界

序列: ∥en∥ = 1, n = 1, 2, . . . 若 T 是紧算子, 则 {Ten} 有收敛子列 {Tenk
} 是 Cauchy 序列, 从而

{enk
} = {T−1(Tenk

)} 也是 Cauchy 序列:

∥enl
− enm∥ = ∥T−1(Tenl

− Tenm)∥ 6 ∥T−1∥∥Tenl
− Tenm∥ → 0 (m, l → ∞).

这与 ∥enl
− enm∥ = 1 (l ̸= m) 矛盾. 于是有界线性算子便不是紧算子 T : c0 → X (Tc0 = Y ). 证毕.

Bu [25] 进一步研究了这类空间.

3 全程不变性

设 [X,Y ] 是一个对偶对, X 上的局部凸拓扑 T 是 X 上关于对偶对 [X,Y ] 的相容拓扑. 相容拓扑

中最弱者为 σ(X,Y ), 而最强者为 Mackey 拓扑 τ(X,Y ). 设 A 是 Y 中的一族 σ(Y,X) 有界集, 如果在

A 中集上一致收敛的拓扑 TA 使得 σ(X,Y ) ⊆ TA, 那么称 TA 是 X 上关于对偶对 [X,Y ] 的可允许极

拓扑. 可允许极拓扑中最弱者为 σ(X,Y ), 最强者为 β(X,Y ). 一般地, σ(X,Y ) ⊆ τ(X,Y ) ⊆ β(X,Y ).

若某种性质 P 对某个可允许极拓扑成立蕴涵 P 关于所有其他可允许极拓扑都成立, 则称该性质

为可允许极拓扑全体上的不变性, 简称为全程不变性; 若某性质 P 的不变范围只是由弱拓扑 σ(X,Y )

到 Mackey拓扑 τ(X,Y ), 则称 P 为对偶不变性. 关于对偶不变性的研究已有许多重要的结果,是泛函

分析空间理论的核心内容之一. 而最引人关注的重要问题是寻找非平凡的全程不变性.
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设 ω 是所有数值序列空间. 一个非零序列 {z(n)} ∈ ω 称为是一个块序列, 如果存在一个严格递增

的正整数序列 {kn}, 使得 k0 = 0 并且

z(n) = (0, 0, . . . , 0, z
(n)
kn−1+1, . . . , z

(n)
kn

, 0, . . .).

一个标量值序列空间 λ 称为有符号 - 弱滑脊性, 如果给定 t = (ti) ∈ λ 和任何块序列 {t(k)}, 使得

在逐点和的意义下有 t =
∑∞

k=1 t
(k), 并且对每个指标序列 {mk}, 有一个子列 {nk} 和符号序列 {sk},

其中 sk = 1 或 sk = −1 (k ∈ N), 使得在逐点和的意义下有 t̃ =
∑∞

k=1 skt
(nk) ∈ λ (参见文献 [26]).

设 m0 是所有如下序列 x = (xi), 其中 {xi : i ∈ N} 是一个有限集 [27].

一个标量值序列空间 λ 称为是单调的, 如果对每个 x ∈ m0 和 y ∈ λ, x · y = (xiyi) ∈ λ. 显然, 每

个单调序列空间都有符号 - 弱滑脊性, 反之不然 [26].

(X, τ1)中级数
∑

i xi称为是子级数 τ1-收敛,如果对每个严格递增的正整数序列 {ni},级数
∑

i xni

都是 τ1- 收敛.

(X, τ1) 中级数
∑

i xi 称为是 λ- 数乘 τ1- 收敛, 如果对每个 t = (ti) ∈ λ, 级数
∑

i tixi 都是 τ1-

收敛.

熟知的 c0-数乘收敛、l∞-数乘收敛和 lp-数乘收敛 (1 6 p)等在泛函分析与向量测度理论中有重

要应用. 早在 20世纪 50年代开始, Bessaga和 Pe lczyński [28] 及 Schwartz [29] 对此进行过详细研究.著

名的 Orlicz-Pettis 定理表明子级数收敛性具有对偶不变性 [30,31].

1998 年, Li 等 [32] 证明了如下重要结论: 如果 λ = c0 或 λ = lp (1 6 p < ∞), 那么 λ- 数乘级数的

收敛性具有全程不变性.

随后不久, Wu 和 Li [33] 用无穷矩阵方法证明了, 如果 0 < p < 1, 那么 lp- 数乘级数的收敛性也具

有全程不变性. 进一步地, Wu 等 [34] 给出了 λ- 数乘级数的收敛性具有全程不变性的刻画.

设 c00 是仅有有限个非零坐标的标量序列全体. 序列空间 λ 的 β- 对偶空间定义为 λβ = {u =

(ui) ∈ ω :
∑

i uiti 对每个 (ti) ∈ λ 收敛}. 如果 c00 ⊆ λ, 那么 λ 和 λβ 关于双线性泛函 ⟨t, u⟩ =
∑

i uiti

(t = (ti) ∈ λ, u = (ui) ∈ λβ) 是一个分离的对偶对. λ 关于这个对偶对的弱拓扑记为 σ(λ, λβ). 相似地,

我们能记 λβ 关于这个对偶对的弱拓扑.

称 ω 中序列 {t(n)}∞n=1 坐标收敛于 t(0) ∈ ω, 如果对每个 i ∈ N, {t(n)i }∞n=1 收敛于 t
(0)
i .

引理 3.1 设 c00 ⊆ λ 和 M ⊆ λβ . 下列陈述等价:

(1) M 是 σ(λβ , λ)- 紧集;

(2) M 是 σ(λβ , λ)- 序列紧集;

(3) M 是 σ(λβ , λ)- 有界集, 并对 ω 中的序列 {t(n)} ⊆ M , 如果该序列坐标收敛到 t(0) ∈ λ, 那么

{t(n)} 关于拓扑 σ(λβ , λ) 一定也收敛到 t(0) 并且 t(0) ∈ M .

设 (X, τ1) 和 (Y, τ2) 是 Hausdorff 局部凸空间. 一个算子 T ∈ L(X,Y ) 称为是紧算子, 如果对每个

(X, τ1) 的有界集 A, T (A) 是 (Y, τ2) 的相对紧子集. 记 K(X,Y ) 是 L(X,Y ) 中的所有紧算子全体.

设WOT (weak operator topology)、SOT (strong operator topology)和 UOT (uniform convergence

operator topology)是K(X,Y )上的弱算子拓扑、强算子拓扑和一致收敛算子拓扑,也就是说, limα Tα =

0 关于 WOT ⇔ 对每个 x ∈ X, y′ ∈ Y ∗, limα y′(Tαx) = 0; limα Tα = 0 关于 SOT ⇔ 对每个 x ∈ X,

limα Tα(x) = 0; limα Tα = 0 关于 UOT ⇔ 对 X 的每个有界子集 A, limα Tαx = 0 关于 x ∈ A 一致

成立.

引理 3.2 设 c00 ⊆ λ, λ有符号 -弱滑脊性, A ⊆ λβ 是 σ(λβ , λ)-相对紧集,那么对每个 t = (ti) ∈
λ, 级数

∑
i tiui 关于 u = (ui) ∈ A 一致收敛.
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Wu 和 Lu [11] 证明了下面的 λ- 数乘收敛紧算子级数的全程不变性:

定理 3.1 设 (X, τ1) 和 (Y, τ2) 是 Hausdorff 局部凸拓扑空间, Y ̸= {0}, c00 ⊆ λ, λ 有符号 - 弱滑

脊性, 则 K(X,Y )中每个 λ-数乘 WOT-收敛级数
∑

i Ti 关于 WOT和 UOT之间的所有拓扑都是 λ-

数乘收敛级数的充分必要条件是每个连续线性算子 T : (X, τ1) → (λβ , σ(λβ , λ)) 是紧算子.

Kalton [35] 证明了下面著名的 Orlicz-Pettis 定理:

设 (E, ∥ · ∥) 和 (F, ∥ · ∥) 是 Banach 空间, (E∗, ∥ · ∥) 不拓扑同胚地包含 l∞. 如果 K(X,Y ) 中级数∑
i Ti 是子级数 WOT- 收敛, 那么

∑
i Ti 是范数拓扑子级数收敛.

因为 m0 是一个单调空间, 所以 m0 有符号 - 弱滑脊性. 不难证明 (m0)β = l1. 由著名的 Schur 引

理 (参见文献 [36, 定理 1.3.2 和注记 15.2.3]), 有 (l1, σ(l1,m0))、(l1, σ(l1, l∞)) 和 (l1, ∥ · ∥) 有相同的相

对序列紧集, 由引理 3.1知, (l1, σ(l1,m0))、(l1, σ(l1, l∞))和 (l1, ∥ · ∥)有相同的相对紧集. 这样, 有下面

的定理:

定理 3.2 设 (X, τ2)和 (Y, τ2)是 Hausdorff局部凸拓扑空间, Y ̸= {0},则 K(X,Y )中每个WOT-

子级数收敛的级数
∑

i Ti 是 UOT-子级数收敛级数的充分必要条件是每个连续线性算子 T : (X, τ1) →
(l1, ∥ · ∥) 是紧算子.

定理 3.3 设 (X, τ2) 和 (Y, τ2) 是 Hausdorff 局部凸拓扑空间, Y ̸= {0}, 则 K(X,Y ) 中每个

WOT- 有界数乘收敛级数
∑

i Ti 是 UOT- 有界数乘收敛级数的充分必要条件是每个连续线性算子

T : (X, τ1) → (l1, ∥ · ∥) 是紧算子.

Wu 和 Li [37] 证明了, 如果 (X, τ1) 是一个桶型局部凸空间, 那么 (X∗, β(X∗, X)) 不拓扑同胚地包

含 (l∞, ∥ · ∥) 的充分必要条件是每个连续线性算子 T : (X, τ1) → (l1, ∥ · ∥) 是紧算子. 由这个结论和定

理 3.1, 有下面的定理:

定理 3.4 设 (X, τ2) 和 (Y, τ2) 是 Hausdorff 局部凸拓扑空间, (X, τ1) 是一个桶型空间, Y ̸=
{0}, 则 K(X,Y ) 中每个 WOT- 子级数收敛的级数

∑
i Ti 是 UOT- 子级数收敛级数充分必要条件是

(X∗, β(X∗, X)) 不拓扑同胚地包含 (l∞, ∥ · ∥).

定理 3.4 表明 Kalton 的 Orlicz-Pettis 定理的逆定理也成立.

4 开映射定理

自从 21世纪初开始, 李容录和钟书慧等通过弱化空间结构和线性映射的要求, 将开映射定理、闭

图像定理和等度连续性定理实质性地提升到了非线性情形,以此为工具建立了相应的非线性对偶理论,

特别是将著名的 Schwartz 基于对偶理论所建立的分布理论提升到了一大类非线性水平. 这些工作已

较完整地发表在文献 [38–45]. 现在介绍这些工作.

经典的开映射定理如下:

Banach 开映射定理 设 X 和 Y 是 Banach 空间. 如果 f : X → Y 是连续线性满射, 则 f 是开

映射. 更一般地, 若 X 和 Y 是 Fréchet 空间, f : X → Y 是连续线性满射, 则 f 是开映射.

定义 4.1 设 (X, ∥ · ∥) 是 Hausdorff 准范空间, Y 是拓扑线性空间.

(pℓ1) 对任意的 x ∈ X 和 ε > 0 有 δ > 0 使得 f(x) + f(Uδ) ⊂ f(x + Uε);

(pℓ2) 对任意的 δ > 0 和 n ∈ N 有 m ∈ N 使得 f(nUδ) ⊂ mf(Uδ);

(pℓ3) 对任意的 δ > 0 有 η(δ) > 0 使得 −f(Uδ) ⊂ f(Uη(δ)), 且 limδ→0 η(δ) = 0.

记 pℓ(X,Y ) = {f ∈ Y X : f(0) = 0 且 f 满足条件 (pℓ1)、(pℓ2) 和 (pℓ3)}.
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(pℓ4) 有常数 C > 0 使得对任意的 {xi} ⊂ X,
∑∞

i=1 ∥xi∥ < +∞ 且
∑∞

i=1 f(xi) 收敛, 有 {ui} ⊂ X

使得 ∥ui∥ 6 C∥xi∥, ∀ i ∈ N, 且
∑∞

i=1 f(xi) = f(
∑∞

i=1 ui).

进一步, 记 PL(X,Y ) = {f ∈ pℓ(X,Y ) : f 满足条件 (pℓ4)}.

显然, pℓ(X,Y ) 包括从 X 到 Y 的所有线性映射. 下面定理指出 PL(X,Y ) (X 是 Banach 空间, Y

是拓扑线性空间) 含有很多从 X 到 Y 的非线性映射.

定理 4.1 设 X 是 Banach 空间, Y 是拓扑线性空间. 如果 T 是从 X 到 Rn 的连续线性算子且

f ∈ PL(Rn, Y ), 则 f ◦ T ∈ PL(X,Y ). 进而, PL(X,Y ) 包含与连续线性算子一样多的非线性映射.

我们给出了不需要线性和连续条件的新的开映射定理:

定理 4.2 设 X 和 Y 是 Fréchet 空间. 如果 f ∈ pℓ(X,Y ) 且是满射, 则 f 是开映射.

对于几乎开的映射, 我们也给出了相应的新开映射定理.

定义 4.2 若映射 f : X → Y 满足对每个 U ∈ N (X) 都有 f(U) ∈ N (Y ), 则称其为在 0 ∈ X 处

是几乎开的.

定理 4.3 设 X 和 Y 是可分离的准范空间 (即距离线性空间). 如果 f : X → Y 满足条件 (pℓ1)

和 (pℓ4) 且 f 在 0 ∈ X 处是几乎开的, 则 f 是开映射.

推论 4.1 设 X 和 Y 是可分离的准范空间, 则线性映射 f : X → Y 是开映射当且仅当 f 满足

条件 (pℓ4) 且 f 在 0 ∈ X 处是几乎开的.

5 闭图像定理

经典的闭图像定理如下:

Banach 闭图像定理 设 X 和 Y 是 Banach 空间. 如果映射 f : X → Y 是线性的且具有闭图像,

则 f 是连续的. 更一般地, 若 X 和 Y 是 Fréchet 空间, 映射 f : X → Y 是线性的且具有闭图像, 则 f

是连续的.

定义 5.1 设 X 是线性空间, Y 是拓扑线性空间. 映射 f : X → Y 被称为是拟线性的, 若对任意

的 x, u, xn, un ∈ X 和 n ∈ N, 成立

(1) 若 f(xn) → 0 并且 f(un) → 0, 则 f(xn + un) → 0;

(2) 若 f(xn − x) → 0 并且在数域 K 中 tn → t, 则 f(tnxn − tx) → 0;

(3) f(xn) → f(u) 当且仅当 f(xn − u) → 0.

记 ql(X,Y ) = {f : X → Y | f 是拟线性的}, 可以看出, 线性算子全体 ⊂ ql(X,Y ). 我们给出了从

R 到 R 的拟线性映射的刻画, 构造了从 lp 到 RN 的不是线性的拟线性映射, 特别指出了对于 X 和 Y

是赋范空间, 存在很多从 X 到 Y 的不是线性的拟线性映射.

定理 5.1 一个非零的映射 φ : R → R 是拟线性的当且仅当
(1) φ(0) = 0;

(2) φ 连续且严格单调.

定理 5.2 设 p ∈ (0,∞] 且 (φn)n ⊂ ql(R,R),

φ1(t) =

t, t 6 0,

2t, t > 0.

定义 f : ℓp → RN 为

f((tn)n) = (φn(tn))n, ∀ (tn)n ∈ ℓp.
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显然, f 不是线性的但满足定义 5.1(1)–5.1(3), 所以, f ∈ ql(ℓp,RN). 因为 ℓp 上的通常拓扑强于坐

标收敛拓扑, 所以, 由 φn 的连续性知 f 是连续的.

定理 5.3 设 φ : [0,+∞) → (0,+∞) 是严格单调增的连续函数并且满足

0 < µ = inf
t>0

φ(t) 6 sup
t>0

φ(t) = M < +∞.

设 X 和 Y 是赋范空间, T : X → Y 是线性同胚嵌入. 定义 f : X → Y 为

f(x) = φ(∥x∥)T (x), ∀x ∈ X,

则 f 是拟线性的, 并且除了平凡情形, f 都是非线性的.

基于拟线性映射, 有下面的闭图像定理:

定理 5.4 设 X 和 Y 是 Fréchet 空间. 如果映射 f : X → Y 是拟线性的, 并且 f 具有闭图像,

则 f 是连续的.

进一步地, 我们可以弱化定义 5.1(3), 引入弱拟线性映射:

定义 5.2 设 X 和 Y 是拓扑线性空间. 映射 f : X → Y 被称为是弱拟线性的, 若对任意的

x, u, xn, un ∈ X 和 n ∈ N, 成立

(1) 若 f(xn) → 0 并且 f(un) → 0, 则 f(xn + un) → 0;

(2) 若 f(xn − x) → 0 并且在数域 K 中 tn → t, 则 f(tnxn − tx) → 0;

(3′) 若 xn − u → 0, 则 f(xn) → f(u) 当且仅当 f(xn − u) → 0.

记 wql(X,Y ) = {f : X → Y | f 是弱拟线性的}. 显然, 线性算子全体 ⊂ ql(X,Y ) ⊂ wql(X,Y ). 我

们也给出了从 R 到 R 的弱拟线性映射的刻画, 并指出了存在很多不是线性、甚至不是拟线性的弱拟

线性映射.

定理 5.5 一个非零的映射 φ : R → R 是弱拟线性的当且仅当
(1) φ(0) = 0;

(2) φ 连续, x ̸= 0 时 φ(x) ̸= 0, xn → ∞ 时 φ(xn) 9 0.

定理 5.6 设 (X, ∥ · ∥) 是不平凡的准范空间, φ ∈ wql(R,R). 定义映射 f : X → R 为

f(x) = φ(∥x∥), ∀x ∈ X,

则 f ∈ wql(X,R), 即 f 是弱拟线性的. 但除了平凡情形之外, f 不是拟线性的.

定理 5.7 设 φ : [0,+∞) → (0,+∞) 连续并且满足

0 < µ = inf
t>0

φ(t) 6 sup
t>0

φ(t) = M < +∞.

设 X 和 Y 是赋范空间, T : X → Y 是线性同胚嵌入. 定义 f : X → Y 为

f(x) = φ(∥x∥)T (x), ∀x ∈ X,

则 f ∈ wql(X,Y ), 即 f : X → Y 是弱拟线性的.

定理 5.8 设 X 和 Y 是 Fréchet 空间. 如果映射 f : X → Y 是弱拟线性的并且具有闭图像, 则

f 是连续的.

定理 5.9 设 (X, T ) 和 (Y, I) 是 Fréchet 空间, τ 是 Y 上 Hausdorff 拓扑, 弱于 I. 如果映射

f : X → (Y, I) 是弱拟线性的并且 T - τ 连续, 则 f 是 T - I 连续的.
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6 等度连续定理

1927 年, Banach 和 Steinhaus [6] 提出了 Banach 空间上的 Banach-Steinhaus 等度连续定理, 随后,

该结果被推广到如下拓扑线性空间上:

等度连续定理 设 X 是第二纲的拓扑线性空间, Y 是拓扑线性空间, Γ ⊂ L(X,Y ). 如果对每个

x ∈ X, {f(x) : f ∈ Γ} 是有界的, 则 Γ 在 X 上等度连续.

一致有界原理 设 X 是第二纲的拓扑线性空间, Y 是拓扑线性空间, Γ ⊂ L(X,Y ). 如果对每个

x ∈ X, {f(x) : f ∈ Γ} 是有界的, 则 Γ 在有界集上一致有界.

现在引入泛线性映射和弱泛线性映射, 建立新的等度连续定理和一致有界原理.

设 X 和 Y 是数域 K 上的向量空间, 每个线性算子 T : X → Y 有解剖性质:

T (x + tu) = T (x) + tT (u)

对所有的 x, u ∈ X 和 t ∈ K 成立. 如果 X 非零并且 ∥ · ∥ : X → R 是一个非零范数, 那么 ∥ · ∥ 非线性
但有下面的解剖性质: 如果 x, u ∈ X 并且 t ∈ K, 则

∥x + tu∥ = ∥x∥ + s∥u∥

对某个 s ∈ [−|t|, |t|] 成立.

进一步地, 很多非线性函数 f ∈ RR 有某种局部解剖性质, 如

f ∈
{

sinx, ex − 1,
x√

1 + |x|

}
,

那么对每个 x ∈ R 和 u, t ∈ [−1, 1], 存在 r, s ∈ R 使得 |r − 1| 6 10|t|, |s| 6 10|t| 并且

f(x + tu) = rf(x) + sf(u).

定义 6.1 设 C > 1 并且 δ > 0.

(1) 记 LC,δ(R,R) 是下面函数全体:

(i) f : R → R;

(ii) f(0) = 0;

(iii) 对所有的 x, u, t ∈ R, |u| 6 δ, |t| 6 1 存在 r, s ∈ R 满足 |r − 1| 6 C|t|, |s| 6 C|t| 和

f(x + tu) = rf(x) + sf(u).

(2) 记 KC,δ(R,R) 是下面函数全体:

(i) f : R → R;

(ii) f(0) = 0;

(iii) 对所有的 x, u, t ∈ R, |u| 6 δ, |t| 6 1 存在 s ∈ R 使得 |s| 6 C|t| 并且

f(x + tu) = f(x) + sf(u).

显然对所有的 C > 1, δ > 0, 有

线性泛函全体 ⊂ KC,δ(R,R) ⊂ LC,δ(R,R).
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引理 6.1 每个 f ∈ LC,δ(R,R) 是连续的.

证明 如果 xn → x 在 R 中, 那么对充分大的 n ∈ N, |xn − x|/δ < 1 并且

f(xn) = f

(
x +

xn − x

δ
δ

)
= rnf(x) + snf(δ),

其中 |rn − 1| 6 C|xn − x|/δ 和 |sn| 6 C|xn − x|/δ. 这样有 f(xn) → f(x). 证毕.

引理 6.2 如果 f ∈ LC,δ(R,R), f ̸= 0, 那么 f(u) ̸= 0 对每个 0 < |u| 6 δ 成立.

证明 假设 0 < |u| 6 δ 和 f(u) = 0. 对非零 x ∈ R, 取 n ∈ N 满足 |x/(nu)| 6 1, 则

f(x) = f

(
n

x

nu
u

)
= f

[
(n− 1)

x

nu
u +

x

nu
u

]
= r1f

[
(n− 1)

x

nu
u

]
+ s1f(u) = r1f

[
(n− 2)

x

nu
u +

x

nu
u

]
= r1r2f

[
(n− 2)

x

nu
u

]
= · · ·

= r1r2 · · · rn−1f

(
x

nu
u

)
= r1r2 · · · rn−1f

(
0 +

x

nu
u

)
= r1r2 · · · rn−1rnf(0) + r1r2 · · · rn−1snf(u) = 0,

其中 |ri − 1| 6 C|x/(nu)|, |si| 6 C|x/(nu)|, i = 1, 2, . . . , n. 这样, 对每个 x ∈ R 有 f(x) = 0. 证毕.

定理 6.1 设 f : R → R 是一个满足 f(0) = 0 和 f ′(x0) ̸= 0 (对某个 x0 ∈ R) 的函数, 又设 δ > 0,

则 f ∈ KC,δ(R,R) 对某个 C > 1 成立的充分必要条件是

(1) f 连续;

(2) f(u) ̸= 0 对每个 0 < |u| 6 δ;

(3) inf0<|u|6δ |f(u)/u| > 0;

(4) supx,u∈R, 0<|u|6δ |(f(x + u) − f(x))/u| < +∞.

证明 假设 f ∈KC,δ(R,R),其中 C>1. 由引理 6.1和 6.2知, (1)和 (2)成立. 由 inf0<|u|6δ |f(u)/u|
= 0 知, 存在一列 {un} ⊂ [−δ, δ] \ {0} 使得 f(un)/un → 0. 不妨假定 un → u0 ∈ [−δ, δ ]. 如果 u0 ̸= 0,

那么由 (1) 和 (2), 有 f(un)/un → f(u0)/u0 ̸= 0. 所以, u0 = 0 并且 un → 0.

因为 f ∈ KC,δ(R,R), 对所有的 n ∈ N, 有 f(x0 + un) = f(x0) + snf(un), 其中 |sn| 6 C|1| = C. 这

样由 (2) 得

f(x0 + un) = f(x0) + f(x0 + un) − f(x0)

= f(x0) +
[f(x0 + un) − f(x0)]/un

f(un)/un
f(un),

但是
f(x0 + un) − f(x0)

un
→ f ′(x0) ̸= 0

和 f(un)/un → 0, 所以,

sn =
[f(x0 + un) − f(x0)]/un

f(un)/un
→ ∞.

这是一个矛盾, 所以对函数 f , (3) 成立.
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设 x, u ∈ R, 0 < |u| 6 δ. 因为 f(u) = f(u
δ δ) = sf(δ), 其中 |s| 6 C|u/δ| = (C/δ)|u| 和 f(x + u)

= f(x) + s1f(u), 其中 |s1| 6 C|1| = C, |f(u)| 6 (C/δ)|f(δ)u| 和∣∣∣∣f(x + u) − f(x)

u

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣s1f(u)

u

∣∣∣∣ 6 C2

δ
|f(δ)|.

这样对 f , (4) 成立.

反之,对 f ,假设 (1)–(4)成立. 因为 f(0) = 0和 inf0<|u|6δ |f(u)/u| = inf0<|u|6δ |(f(0+u)−f(0))/u|,
所以,

C =
supx,u∈R, 0<|u|6δ |

f(x+u)−f(x)
u |

inf0<|u|6δ | f(u)u |
> 1.

那么对 x, u, t ∈ R, 0 < |u| 6 δ, 0 < |t| 6 1, 由 (2) 知, f(u) ̸= 0 并且

f(x + tu) = f(x) + f(x + tu) − f(x) = f(x) +

[
f(x + tu) − f(x)

tu

u

f(u)
t

]
f(u),

其中 ∣∣∣∣f(x + tu) − f(x)

tu

u

f(u)
t

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ f(x+tu)−f(x)
tu

f(u)
u

∣∣∣∣|t| 6 C|t|.

这样, f ∈ KC,δ(R,R). 证毕.

记 C(0) = {γ ∈ CC : limt→0 γ(t) = γ(0) = 0, |γ(t)| > |t|, ∀ |t| 6 1}.

定义 6.2 设 X 和 Y 是拓扑线性空间, 映射 f : X → Y 被称为是泛线性的, 若 f(0) = 0 且有

γ ∈ C(0) 和 U ∈ N (X) 满足: 对任意的 x ∈ X, u ∈ U 及 |t| 6 1, 都有 r, s ∈ C 使得

f(x + tu) = rf(x) + sf(u), 其中 |r − 1| 6 |γ(t)|, |s| 6 |γ(t)|.

记 Lγ,U (X,Y ) 为由 γ ∈ C(0) 和 U ∈ N (X) 确定的从拓扑线性空间 X 到拓扑线性空间 Y 的泛

线性映射全体.

定义 6.3 设 X 是拓扑线性空间, Y 是局部凸空间, Y ∗ 是 Y 的对偶. 称映射 f : X → Y 为弱泛

线性的, 若 f(0) = 0 且有 γ ∈ C(0) 和 U ∈ N (X) 使得 y′ ◦ f ∈ Lγ,U (X,C), ∀ y′ ∈ Y ∗.

记 Wγ,U (X,Y ) = {f ∈ Y X : f(0) = 0, y′ ◦ f ∈ Lγ,U (X,C), ∀ y′ ∈ Y ∗}. 显然, 线性算子族 ⊂
Lγ,U (X,Y ) ⊂ Wγ,U (X,Y ). 我们证明了 Lγ,U (X,Y ) 包含很多非线性映射 (X 是范数空间), 且存在不

是泛线性的弱泛线性映射.

定理 6.2 设 X 是不平凡的赋范空间, Y 是不平凡的线性空间, γ(t) = Ct (C > 1), δ > 0,

U = {u ∈ X : ∥u∥ 6 δ}, 则 Lγ,U (X,Y ) 中非线性映射全体不可数. 特别地, 每个非零线性算子

T : X → Y 都可产生不可数多的 Lγ,U (X,Y ) 中的非线性映射.

定理 6.3 设 X 和 Y 是拓扑线性空间且 X 是第二纲的, Γ ⊂ Lγ,U (X,Y )且每个 f ∈ Γ连续.若

Γ 是逐点有界的: 如果对每个 x ∈ X, {f(x) : f ∈ Γ} 是有界的, 则 Γ 在 X 上等度连续.

定理 6.4 设 X 和 Y 是拓扑线性空间且 X 是第二纲的, Γ ⊂ Lγ,U (X,Y )且每个 f ∈ Γ连续.若

Γ 是逐点有界的, 则 Γ 在有界集上一致有界: 对每个有界集 B ⊂ X, {f(x) : f ∈ Γ, x ∈ B} 有界.

定理 6.5 设 X 和 Y 是拓扑线性空间且 X 是第二纲的, {fn} ⊂ Lγ,U (X,Y ) 是连续映射序列.

若 limn fn(x) = f(x) 存在, ∀x ∈ X, 则 f ∈ Lγ,U (X,Y ) 并且 f 连续.

由此, 我们还得到了 Lγ,U (X,Y ) 中映射连续与有界等价的结论.
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引理 6.3 设 X 和 Y 是拓扑线性空间. 若 f ∈ Lγ,U (X,Y ) 连续, 则 f 有界.

引理 6.4 设 X 和 Y 是拓扑线性空间并且 X 是可度量化的, f ∈ Lγ,U (X,Y ), 则 f 连续当且仅

当 f 有界.

定理 6.6 设 X 和 Y 是拓扑线性空间并且 X 是第二纲的和可度量化的, Γ ⊂ Lγ,U (X,Y ) 是一

族有界映射. 若 Γ 逐点有界, 则 Γ 在有界集上一致有界.

基于弱泛线性映射, 我们进一步获得了新的等度连续定理和一致有界原理.

定理 6.7 设 X 是第二纲的拓扑线性空间, Y 是局部凸空间, Y ∗是 Y 的对偶. 若 Γ ⊂ Wγ,U (X,Y )

是逐点有界的并且 y′ ◦ f : X → C 连续 ,∀ y′ ∈ Y ∗, f ∈ Γ, 则 Γ 在 X 上等度连续, 特别是每个 f ∈ Γ

连续.

定理 6.8 设 X 是第二纲的拓扑线性空间, Y 是局部凸空间, Y ∗是 Y 的对偶. 若 Γ ⊂ Wγ,U (X,Y )

是逐点有界的并且对每个 y′ ∈ Y ∗ 及 f ∈ Γ, y′ ◦ f : X → C 连续, 则 Γ 在有界集上一致有界.

定理 6.9 设 X 是第二纲的和可度量化的拓扑线性空间, Y 是局部凸空间, Y ∗ 是 Y 的对偶. 若

Γ ⊂ Wγ,U (X,Y ) 是逐点有界的并且 y′ ◦ f : X → C 有界, ∀ y′ ∈ Y ∗, f ∈ Γ, 则 Γ 在有界集上一致有界.

定理 6.10 设X 是第二纲的拓扑线性空间, Y 是局部凸空间, Y ∗是 Y 的对偶, {fn}⊂Wγ,U (X,Y )

使得 y′ ◦ fn : X → C 连续, ∀ y′ ∈ Y ∗, n ∈ N. 若 limn fn(x) = f(x) 存在, ∀x ∈ X, 则 f ∈ Wγ,U (X,Y )

并且 f 连续.

7 泛线性对偶

基于泛线性映射,在获得等度连续定理的基础上,我们于 2011年给出了新的对偶理论,称为泛线性

对偶.

对拓扑线性空间 X, 称 X∗ = {x′ ∈ CX : x′ 线性且连续} 为 X 的 (线性) 对偶, 记 X(γ,U) = {f ∈
Lγ,U (X,C) : f 连续}. 显然, 线性对偶 X∗ ⊂ X(γ,U), 特别地, 若 (X, ∥ · ∥) 是不平凡的赋范空间, 则必

有 X∗ $ X(γ,U), ∀ γ ∈ C(0), U ∈ N (X), 称 X(γ,U) 为 X 的一个由 γ ∈ C(0) 和 U ∈ N (X) 确定的泛线

性对偶.

基于拥有不平凡泛线性对偶的空间, 我们推广了关于对偶对 (X,X∗) 的对偶理论结果, 获得了一

系列关于泛线性对偶对 (X,X(γ,U)) 的理论结果, 特别获得了 Alaoglu-Bourbaki 定理等结论.

设 (X,X(γ,U)) 是泛线性对偶对, 对 A ⊂ X, 记 A• = {f ∈ X(γ,U) : |f(x)| 6 1, ∀x ∈ A} 为 A 的极,

对 S ⊂ X(γ,U), 记 S• = {x ∈ X : |f(x)| 6 1, ∀ f ∈ S} 为 S 的极.

定理 7.1 设 S ⊂ X(γ,U), 则下列条件等价:

(1) S 在 X 上等度连续, 即 S 在每个 x ∈ X 处等度连续;

(2) S 在 0 处等度连续;

(3) S• ∈ N (X), 即 S• 是 X 中 0 点的邻域.

推论 7.1 若 U, V ∈ N (X), γ ∈ C(0), 则 V • = {f ∈ X(γ,U) : |f(x)| 6 1, ∀x ∈ V } 在 X 上等度

连续.

推论 7.2 若 X 是第二纲的, S ⊂ X(γ,U) 在 X 上逐点有界, 则 S• ∈ N (X).

推论 7.3 若 X 是局部凸空间, S ⊂ X(φ,U),则 S 在 X 上等度连续当且仅当存在 X 上的连续半

范 ∥ · ∥1, ∥ · ∥2, . . . , ∥ · ∥n (n < +∞), 使得

sup
f∈S

sup
∥x∥i61,∀ 16i6n

|f(x)| < +∞.
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我们知道 KX 上有弱 ∗ 拓扑使 fα
弱 ∗−→ f 当且仅当 fα(x) → f(x), ∀x ∈ X. 对 A ⊂ X(γ,U), 若 A

是 (KX ,弱 ∗) 中的紧集, 则称 A 是弱 ∗ 紧的. 若 A 在 (KX ,弱 ∗) 中的闭包 A
w∗
是 (KX ,弱 ∗) 中的紧

集并且 A
w∗ ⊂ X(φ,U), 则称 A 是相对弱 ∗ 紧的. 由此, 我们给出了基于泛线性对偶对 (X,X(γ,U)) 的

如下 Alaoglu-Bourbaki 定理和 Banach-Alaoglu 定理, 使得诸多原有对偶理论结果成了特例.

定理 7.2 若 V ∈ N (X), γ ∈ C(0), 则 V • = {f ∈ X(γ,U) : |f(x)| 6 1,∀x ∈ V } 是弱 ∗ 紧集; 若

S ⊂ X(γ,U) 在 X 上等度连续, 则 S 是相对弱 ∗ 紧集.

定理 7.3 设 (X, ∥ · ∥) 是半范空间, M > 0, 则 S = {f ∈ X(γ,U) : sup∥x∥61 |f(x)| 6 M} 是弱 ∗
紧集.

定理 7.4 若 X 是可分的拓扑线性空间, V ∈ N (X), K ⊂ X(γ,U) 是弱 ∗ 紧, S ⊂ X(γ,U) 在 X 上

等度连续, 则 (S,弱 ∗) 可度量化, 并且 (K,弱 ∗) 和 (V •,弱 ∗) 都是紧度量空间.

定理 7.5 设 X 是可分的拓扑线性空间, 如果 S ⊂ X(γ,U) 是等度连续的, 则每个 {fn} ⊂ S 含有

子序列 {fnk
} 使得对每个 x ∈ X, 极限 limk fnk

(x) = f(x) 存在, 并且 f ∈ X(γ,U) 是连续的.

定理 7.6 设 X 和 Y 是拓扑线性空间且 X 是第二纲的, Γ ⊂ Lγ,U (X,Y )且每个 f ∈ Γ连续.若

存在 V ∈ N (X) 使得 Γ 在 V 上是逐点有界的, 则 Γ 在 X 上等度连续且 Γ 在 X 的每个有界集上一

致有界.

定理 7.7 设 X 是 Hausdorff 拓扑线性空间, 如果 S ⊂ X(γ,U) 是等度连续的且 Ω ⊂ X 是紧的,

则每个 {fn} ⊂ S 含有子序列 {fnk
} 使得 limk fnk

(x) = f(x) ∈ K 关于 x ∈ Ω 是一致收敛的, 并且

f : Ω → K 是连续的.

8 泛线性广义函数

基于泛线性映射, 在获得等度连续定理和泛线性对偶的基础上, 我们又给出了新的分布理论, 称

为泛线性分布理论. 至此, 关于泛线性映射的等度连续定理、对偶理论和分布理论统称为泛线性分析.

取定 n ∈ N. 对 a > 0, 记 Da = {ξ ∈ CRn

: ξ 任意次可微, 当 ∥x∥ > a 时 ξ(x) = 0}, Da 上依

通常方式赋有局部凸 Fréchet 拓扑, D =
∪∞

m=1 Dm 为 {Dm} 的严格归纳极限. 又记 S = {ξ ∈ CRn

:

ξ 任意次可微, ξ 速降}, S 上也依通常方式赋有局部凸 Fréchet 拓扑. 当 n = 1 时, 记 D(R) = D ∩RR,

Da(R) = Da ∩ RR, S (R) = S ∩ RR.

定义 8.1 E ∈ {Da,D ,S }. 称 f : E → C 为泛线性广义函数, 若 f 连续并且有 γ ∈ C(0) 和

U ∈ N (E) 使得 f ∈ Lγ,U (E,C). 记 E(γ,U) 为这类泛线性广义函数全体.

通常的广义函数都是泛线性广义函数, 但许多泛线性广义函数却不是通常的广义函数, 即不是线

性泛函. 我们指出了泛线性广义函数中不是通常广义函数的不少于是通常广义函数的.

关于泛线性广义函数, 我们获得了如下一些基本结论:

定理 8.1 设 fk, f ∈ E(γ,U), 则 fk → f 当且仅当 fk
w∗−→ f .

定理 8.2 设 γ ∈ C(0), U ∈ N (Da) 且 V ∈ N (S ), 则 D
(γ,U)
a 和 S (γ,V ) 都是序列完备的.

对 E ∈ {D ,S } 和 G ⊂ Rn, 记 EG = {ξ ∈ E : supp ξ ⊂ G}. 对每个 f ∈ E(γ,U), 令 f |EG
: EG → C

为 f |EG
(ξ) = f(ξ), ∀ ξ ∈ EG. 显然, E∅ = {0} 并且 f |E∅ = 0, ∀ f ∈ E(γ,U).

对 E = D 和 f ∈ E(γ,U), 记 supp f = Rn\ [
∪
{G ⊂ Rn : G是开集, f |EG

= 0}].

定理 8.3 设 E = D , f ∈ E(γ,U), 则存在 G0 ⊂ Rn 使得 f |EG0
= 0 且 supp f = Rn\G0.

定理 8.4 设 E = D , f ∈ E(γ,U), 则 f = 0 当且仅当 supp f = ∅.
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定理 8.5 设 f, g ∈ E(γ,U),则 f = g当且仅当对每个 x ∈ Rn存在 x的邻域 G使得 f |EG = g |EG .

同时, 我们给出了泛线性广义函数的微分定义, 并获得了在泛线性广义函数的情形下方程 y′ = 0

有许多解不是通常广义函数, 即不是常数广义函数的结论. 注意, 在原有分布理论中, 方程 y′ = 0 只有

常数 (广义函数) 解.

设 E ∈ {Da,D ,S }, 记 [E(γ,U)] = {有限和
∑

tkfk : tk ∈ C, fk ∈ E(γ,U)}.

定义 8.2 设 f =
∑m

k=1 αkfk ∈ [E(γ,U)], 其中 αk ∈ C, fk ∈ E(γ,U). 注意, ξ ∈ E 是定义在 Rn 上

的函数. 对 j ∈ {1, 2, . . . , n}, 定义 ∂f
∂xj

: E → C 为

∂f

∂xj
(ξ) = f

(
− ∂ξ

∂xj

)
, ξ ∈ E.

对多重指标 α = (α1, . . . , αn), 记 |α| = α1 + · · · + αn 和 Dα = ∂|α|

∂x
α1
1 ···∂xαn

n
. 对 f ∈ [E(γ,U)] 和

α = (α1, . . . , αn), 记 (Dαf)(ξ) = f((−1)|α|Dαξ), ∀ ξ ∈ E.

若 f ∈ E(γ,U) 是泛线性广义函数, 则对任一多重指标 α, Dαf 也是泛线性广义函数, 即存在

V ∈ N (E) 使得 Dαf ∈ E(φ,V ).

定义 8.3 称 ζ : Rn → C 为 E 中的乘子, 如果对每个 ξ ∈ E, 有乘积 ζξ ∈ E 且当 ξk → 0 时

ζξk → 0. 设 ζ 是 E 中的乘子且 f ∈ [E(γ,U)], 定义 ζf : E → C 为 (ζf)(ξ) = f(ζξ), ∀ ξ ∈ E.

定理 8.6 设 ζ 是 E 中的乘子, 则对每个 U ∈ N (E), 都有 V ∈ N (E) 使得

{ζf : f ∈ E(γ,U)} ⊂ E(γ,V ), ∀ γ ∈ C(0),

{ζf : f ∈ [E(γ,U)]} ⊂ [E(γ,V )], ∀ γ ∈ C(0).

定理 8.7 设 E ∈ {Da(R),D(R),S (R)}, U ∈ N (E), γ ∈ C(0). 任给 ξ0 ∈ E 和 f0 ∈ E(γ,U) 并且

令 f(ξ) = f0[(
∫∞
−∞ ξ(x) dx)ξ0], ξ ∈ E,则有 V ∈ N (E)使 f ∈ E(γ,V ) 是泛线性广义函数且是方程 y′ = 0

的解, 即 f ′ = 0. 若 f0 ∈ E∗ 是通常广义函数, 则此解 f 给出的是常数广义函数.

注意, 若上述定理中的 f0 ∈ E(γ,U)\E∗ 即 f0 不是通常的广义函数, 则定理所给出的 f ∈ E(γ,V )

往往不是通常广义函数, 所以不是常数广义函数, 但 f ′ = 0.

进一步, 我们通过下面定理指出了对 f ∈ E(γ,U), 方程 y′ = f 有同样丰富的泛线性广义函数解.

定理 8.8 设 E ∈ {Da(R),D(R)}, E1 = {ξ ∈ E :
∫∞
−∞ ξ(x) dx = 1}, U ∈ N (E), γ ∈ C(0). 对任意

f ∈ E(γ,U), 及每个 ζ ∈ E1, 有 Uζ ∈ N (E) 和 yζ ∈ E(γ,Uζ) 使得 y′ζ = f , 且

yζ(ξ) = f

(
−
∫ x

−∞

[
ξ(τ) −

(∫ ∞

−∞
ξ(s) ds

)
ζ(τ)

]
dτ

)
, ∀ ξ ∈ E.

定理 8.9 设 E ∈ {Da(R),D(R)}, f ∈ E(γ,U). 对每个 ξ0 ∈ E, f0 ∈ E(γ,U), ζ ∈ E, 其中∫∞
−∞ ζ(x) dx ̸= 0, 令

g(ξ) = f0

[(∫ ∞

−∞
ξ(x) dx

)
ξ0

]
+ f

(
−
∫ x

−∞

[
ξ(τ) −

∫∞
−∞ ξ(s) ds∫∞
−∞ ζ(s) ds

ζ(τ)

]
dτ

)
, ∀ ξ ∈ E,

则存在 W ∈ N (E) 使得 g ∈ [E(γ,W )] 并且 g′ = f .

我们还给出了泛线性广义函数的 Fourier 变换和卷积的概念, 得到了一系列相关结论, 推广了原

有分布理论.
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定义 8.4 设 E ∈ {Da,D ,S }, U ∈ N (E), γ ∈ C(0). 对每个 f ∈ E(γ,U), 定义 f̂ : F (E) → C 为
f̂(ζ) = (2π)nf(F−1(ζ)), ∀ ζ ∈ F (E). 记 f̂ = F (f), 则有

F (f)(F (ξ)) = (2π)nf(ξ), ∀ f ∈ E(γ,U), ξ ∈ E.

定理 8.10 F (E(γ,U)) = (F (E))(γ,F (U)).

记 [(F (E))(γ,F (U))] = {有限和
∑

tkfk : tk ∈ C, fk ∈ (F (E))(γ,F (U))}.

定义 8.5 对每个 f ∈ [E(γ,U)], 定义 F (f) : F (E) → C 为

F (f)(F (ξ)) = (2π)nf(ξ), ∀ ξ ∈ E.

定理 8.11 如果 f =
∑m

k=1 αkfk, 其中 αk ∈ C, fk ∈ E(γ,E), 则有 F (f) =
∑m

k=1 αkF (fk) ∈
[(F (E))(γ,F (U))] 并且

F ([E(γ,U)]) = [(F (E))(γ,F (U))].

进一步, F : [E(γ,U)] → [(F (E))(γ,F (U))] 是线性的并且 w∗-w∗ 连续.

定理 8.12 设 U ∈ N (S (R)), γ ∈ C(0). 任取 f0 ∈ (S (R))(γ,U) 和 ξ0 ∈ S (R), 令

f(ξ) = f0

[(∫ ∞

−∞
ξ(t)dt

)
ξ0

]
, ∀ ξ ∈ S (R),

则存在 V ∈ N (S (R)) 使得 f ∈ (S (R))(γ,V ), 并且 F (f) ∈ (S (R))(γ,F (V )) 满足

F (f)(iσζ(σ)) = 0, ∀ ζ ∈ S (R).

定义 8.6 对每个卷积乘子 f0 ∈ E∗ 和 f ∈ [E(γ,U)], 定义卷积 f0 ∗ f : E → C 为

(f0 ∗ f)(ξ) = f(f0 ∗ ξ), ∀ ξ ∈ E.

定理 8.13 设 f0 ∈ E∗ 是卷积乘子, 则对每个 U ∈ N (E), 存在 V ∈ N (E) 使得

f0 ∗ f ∈ E(γ,V ), ∀ f ∈ E(γ,U),

f0 ∗ f ∈ [E(γ,V )], ∀ f ∈ [E(γ,U)].

定理 8.14 如果 f0 ∈ E∗ 是卷积乘子, α 是多重指标, 则 Dα(f0 ∗ ξ) = f0 ∗Dαξ, ξ ∈ E, 并且

Dα(f0 ∗ f) = (Dαf0) ∗ f = f0 ∗Dαf, ∀ f ∈ [E(γ,U)].

定理 8.15 如果 {fk} ⊂ E′ 满足 fk
w∗−→ f , 即 fk(ξ) → f(ξ), ∀ ξ ∈ E (注意 f ∈ E∗), 并且有有界

集 F ⊂ Rn 使得 supp fk ⊆ F, ∀ k ∈ N, 则对每个 g ∈ [E(γ,U)] 和有界集 B ⊂ E,

lim
k

(fk ∗ g)(ξ) = (f ∗ g)(ξ) 关于 ξ ∈ B 是一致的.

定理 8.16 设 {fk} ⊂ E′ 使得 fk
w∗−→ f , 并且有有界集 F ⊂ Rn 使得 supp fk ⊆ F, ∀ k ∈ N. 如

果 g, gk ∈ E(γ,U), ∀ k, 并且 gk
w∗−→ g, 则对每个有界集 B ⊂ E, limk,m→+∞(fk ∗ gm)(ξ) = (f ∗ g)(ξ)关于

ξ ∈ B 一致成立. 特别地, limk(fk ∗ gk)(ξ) = (f ∗ g)(ξ) 关于 ξ ∈ B 一致成立, 并且当在 E 中 ξk → ξ 时,

(fk ∗ gk)(ξk) → (f ∗ g)(ξ).
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28 Bessaga C, Pe lczyński A. On bases and unconditional convergence of series in Banach spaces. Studia Math, 1958, 17:

151–164

29 Schwartz L. Un theorem de la convergence dans les. Comp Rend Acad Paris, 1969, 268: 704–706

30 Kalton N J. The Orlicz-Pettis theorem. Contemp Math, 1980, 2: 91–100

31 Wu J, Lu S J. A general Orlicz-Pettis theorem. Taiwanese J Math, 2002, 6: 433–440

32 Li R L, Cui C R, Cho M. An invariant with respect to all admissible (E,E)-polar topologies (in Chinese). Chinese

Ann Math Ser A, 1998, 19: 289–294

33 Wu J D, Li R L. An Orlicz-Pettis theorem with applications to A-spaces. Studia Sci Math Hungar, 1999, 35: 353–358

34 武俊德, 曲文波, 崔成日. 关于 λ- 数乘收敛级数的不变性. 数学进展, 2002, 31: 279–283

35 Kalton N J. Spaces of compact operators. Math Ann, 1974, 208: 267–278

36 Wilansky A. Modern Methods in Topological Vector Spaces. New York: McGraw-Hill, 1978

37 Wu J D, Li R L. Unconditional convergent series on locally convex spaces. Taiwanese J Math, 2000, 4: 253–259

38 Li R L, Zhong S H, Swartz C. An open mapping theorem without continuity and linearity. Topology Appl, 2010, 157:

1907

https://doi.org/10.1006/jmaa.2000.7260
https://doi.org/10.1016/S0022-247X(02)00077-X
https://doi.org/10.1007/BF02877019
https://doi.org/10.1090/S0002-9939-02-06475-4
https://doi.org/10.1007/s10114-004-0481-5
https://doi.org/10.5802/aif.352
https://doi.org/10.1006/jmaa.1993.1017
https://doi.org/10.4064/sm-37-1-13-36
https://doi.org/10.4064/sm-37-1-13-36
https://doi.org/10.1016/S0022-1236(03)00098-3
https://doi.org/10.1515/crll.1974.266.49
https://doi.org/10.4064/sm-17-2-151-164
https://doi.org/10.11650/twjm/1500558309
https://doi.org/10.1007/BF01432152
https://doi.org/10.11650/twjm/1500407230
https://doi.org/10.1016/j.topol.2010.05.004


武俊德等: 无穷矩阵方法、(op) 型空间、不变性及泛线性分析

2086–2093

39 Zhong S H, Li R L. Continuity of mappings between Fréchet spaces. J Math Anal Appl, 2005, 311: 736–743
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