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摘要 本文考虑平面折射系统的极限环个数问题. 根据左、右子系统的动力学性态, 可以将其分为如

下 6 种类型: 焦点 - 焦点、焦点 - 鞍点、焦点 - 结点、鞍点 - 鞍点、鞍点 - 结点和结点 - 结点. 利用

Poincaré 映射, 本文证明折射系统为焦点 - 结点情形时最多存在 1 个极限环.
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1 引言

极限环分支问题是平面定性理论中的热点和难点问题 (参见文献 [1]). 著名的 Hilbert第十六问题

就是考虑平面多项式微分系统的极限环个数及其分布. 一百多年来, 许多数学家对 Hilbert 第十六问

题进行了大量的研究 (参见文献 [2, 3]), 但这些工作离解决这个问题还十分遥远.

近年来, 随着人们对现实世界认识的日益深刻, 越来越多的学者开始关注分段光滑微分系统的动

力学行为 (参见文献 [4, 5]). 关于分段光滑微分系统的研究, 迄今为止还没有建立一般的理论和方法.

学者们主要是按照 “遇到一类, 研究一类, 解决一类” 的思路进行探讨, 如 Hopf 分支问题 [6, 7]、中心和

等时中心问题 [8, 9]、极限环分支问题 [10–13] 和全局动力学分析 [14,15].

考虑平面分段光滑向量场

X (p) =

X−(p), 当 h(p) < 0,

X+(p), 当 h(p) > 0,
(1.1)

其中切换流形

Σ , {p ∈ R2 | h(p) = 0} (1.2)

将平面分成两部分 Σ+ , {p ∈ R2 | h(p) > 0} 和 Σ− , {p ∈ R2 | h(p) < 0}.
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定义 1.1 记 X±h(p) = ⟨∇h(p), X±(p)⟩. 根据向量场在切换流形上的方向, 可以将 Σ 分为如下

三类:

(i) 穿越区域 Σc = {p ∈ Σ | X+h(p)X−h(p) > 0}, 如图 1(a) 所示;

(ii) 吸引区域 Σa = {p ∈ Σ | X+h(p) > 0, X−h(p) < 0}, 如图 1(b) 所示;

(iii) 逃离区域 Σe = {p ∈ Σ | X+h(p) < 0, X−h(p) > 0}, 如图 1(c) 所示.

这些区域的端点 Σt = {p ∈ Σ | X+h(p)X−h(p) = 0} 称为 Σ- 切点.

值得注意的是, 系统 (1.1) 的轨线在吸引区域和逃离区域会发生滑动, 此外逃离区域在反时间变

换下则为吸引区域,因此将吸引区域和逃离区域统称为滑动区域.在滑动区域中,我们需要对向量场进

行重新定义 (参见文献 [16]).

定义 1.2 若系统 (1.1) 满足 X+h(p) = X−h(p), p ∈ Σ, 则称为折射系统.

显然, 折射系统仅存在穿越区域, 它在电气工程和自动控制领域有着十分广泛的应用 (参见文

献 [17, 18]).

分段线性微分系统具有丰富的动力学性态, 它几乎涵盖了所有非线性微分系统的分支现象. 下面

介绍最简单的分段线性微分系统:

ẋ

ẏ

 =



a−1,1 a−1,2

a−2,1 a−2,2

x

y

+

b−1

b−2

 , 当 x < 0,

a+1,1 a+1,2

a+2,1 a+2,2

x

y

+

b+1

b+2

 , 当 x > 0,

(1.3)

其中 ẋ = dx
dt . 方便起见,称系统 (1.3)当 x < 0 (x > 0)时为左 (右)子系统.系统 (1.3)含有 12个参数,

因此给我们分析带来了极大的困难.

系统 (1.3)的左、右子系统均为线性系统,其存在极限环的必要条件为 a+1,2a
−
1,2 > 0. 2012年, Freire

等 [19] 利用拓扑等价变换, 推导出系统 (1.3) 满足必要条件 a+1,2a
−
1,2 > 0 的 Liénard 标准型为

ẋ

ẏ

 =



T− −1

D− 0

x

y

−

 0

a−

 , 当 x < 0,

T+ −1

D+ 0

x

y

−

−b

a+

 , 当 x > 0,

(1.4)

其中 T± 和 D± 分别表示左 (右)子系统的迹和行列式. 值得指出的是, 该标准型 (1.4)仅含 7个参数.

Σa ΣeΣc

(a) (b) (c)

图 1 切换流形 Σ 的类型. (a) 穿越区域; (b) 吸引区域; (c) 逃离区域

606



中国科学 : 数学 第 51 卷 第 4 期

表 1 不连续线性系统 (1.4) 极限环个数的下界, 其中 F、S 和 N 分别表示焦点、鞍点和结点

F S N

F 3 3 3

S 2 2

N 2

当 b = 0 和 a− = a+ 时, 系统 (1.4) 为连续线性系统. 1990 年, Lum 和 Chua [20] 提出如下猜想:

猜想 1.1 连续线性系统 (1.4) 至多存在 1 个极限环.

1998 年, Freire 等 [21] 通过对连续线性系统 (1.4) 进行详细的定性分析, 证明了该猜想是正确的.

对于一般的不连续线性系统 (1.4), 大部分研究都是关于极限环个数的下界估计 (参见文献 [22]).

根据系统 (1.4) 左 (右) 子系统奇点的类型, 可以将其分成如表 1 所示的 6 大类型.

由表 1 自然会有如下猜测:

猜想 1.2 不连续线性系统 (1.4) 至多存在 3 个极限环.

关于猜想 1.2, 目前仅有部分研究结果. 文献 [23] 证明了当 a+a− = 0, 即系统 (1.4) 左子系统或右

子系统的奇点在切换直线 x = 0 上时至多存在 2 个极限环. 最近, 文献 [24] 证明了当系统 (1.4) 存在

中心型奇点时最多存在 2 个极限环.

2 主要结果

本文讨论当 b = 0 时, 系统 (1.4) 极限环的最大个数问题. 在此条件下, 系统 (1.4) 可写为

ẋ

ẏ

 =



T− −1

D− 0

x

y

−

 0

a−

 , 当 x < 0,T+ −1

D+ 0

x

y

−

 0

a+

 , 当 x > 0.

(2.1)

根据定义 1.2 可知, 系统 (2.1) 为折射系统.

直接计算得折射系统 (2.1) 左、右子系统的奇点分别为

PL =

(
a−

D− ,
a−T−

D−

)
, PR =

(
a+

D+
,
a+T+

D+

)
. (2.2)

定义 2.1 若折射系统 (2.1) 的奇点 PL (PR) 位于左 (右) 半平面, 则称其为实奇点; 若奇点 PL

(PR) 位于右 (左) 半平面, 则称其为虚奇点; 若奇点 PL (PR) 位于切换流形 x = 0 上, 则称 PL (PR) 为

边界点.

目前已有结果表明, 折射系统 (2.1) 属于 FS、SS、SN、NN 和 FF 5 种情形时最多存在 1 个极限

环, 其中 F 代表焦点 (focus), S 代表鞍点 (saddle), N 代表结点 (node). 更加具体地说:

• FS 情形参见文献 [25, 定理 1], 或 [26, 定理 3.1];

• SS 情形参见文献 [27, 定理 3.4 和 3.5];

• SN 情形参见文献 [28, 定理 3.1];

• NN 情形参见文献 [29, 定理 3.1];
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表 2 折射系统 (2.1) 极限环个数的上界

F S N

F ? 1 1

S 1 1

N 1

• FF 情形参见文献 [30]. 该文献的结果表明, 当折射系统 (2.1) 具有 2 个虚焦点或 1 个虚焦点时,

极限环是唯一的 (参见文献 [30, 定理 1 和 2]). 当折射系统 (2.1) 存在 2 个实焦点时, 大量数值模拟表

明, 最多存在 1 个极限环, 因此, 文献 [30] 提出如下猜想:

猜想 2.1 折射系统 (2.1) 具有 2 个实焦点时最多存在 1 个极限环.

据我们所知, 当折射系统 (2.1) 属于 FN 情形时, 极限环的最大个数问题还未解决. 本文的主要结

果如下:

定理 2.1 折射系统 (2.1) 属于 FN 情形时最多存在 1 个极限环.

我们得到了关于折射系统 (2.1) 极限环最大个数的最新结果如表 2 所示. 因此, 猜想 2.1 可以改

写为如下猜想:

猜想 2.2 折射系统 (2.1) 最多存在 1 个极限环.

3 预备知识

折射系统 (2.1) 的动力学性态与

∆± = (T±)2 − 4D± (3.1)

密切相关. 引入模态参数

m± =


i, 若 ∆± < 0,

0, 若 ∆± = 0,

1, 若 ∆± > 0,

(3.2)

其中 i2 = −1, 我们进一步将折射系统 (2.1) 转化为仅含 4 个参数的标准型 (参见文献 [31]):

ẋ

ẏ

 =



 2γL −1

(γL)
2 − (m−)2 0

x

y

−

 0

αL

 , 当 x < 0, 2γR −1

(γR)
2 − (m+)2 0

x

y

−

 0

αR

 , 当 x > 0,

(3.3)

其中

α{R,L} =


2a±√
|∆±|

, 若 ∆± ̸= 0,

2a±, 若 ∆± = 0,

(3.4)
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Σ

Σ−

Σ+

p

图 2 Σ- 型单值奇点

γ{R,L} =


T±√
|∆±|

, 若 ∆± ̸= 0,

T±, 若 ∆± = 0.

(3.5)

注 3.1 系统 (3.3) 的奇点当 m = i 时为焦点; 当 m = 0 时为退化结点; 当 m = 1 和 |γ| > 1 时

为结点; 当 m = 1 和 |γ| < 1 时为鞍点.

下面介绍文献 [32] 中的结果. 考虑折射系统

ẋ

ẏ

 =



µ−
1 µ−

2

1 0

x

y

+

µ−
0

0

 , 当 y < 0,µ+
1 µ+

2

1 0

x

y

+

µ+
0

0

 , 当 y > 0.

(3.6)

定义 3.1 若 p 为 Σ- 切点或边界点, 即 X+h(p)X−h(p) = 0 ∪X+(p)X−(p) = 0, 且在 p 的某一

邻域内, 系统的解绕 p 旋转, 则称 p 为系统 (3.6) 的 Σ- 型单值奇点, 如图 2 所示.

利用广义 Rolle 定理, 文献 [32] 得到了具有 Σ- 型单值奇点的折射系统极限环的存在和唯一性

定理.

定理 3.1 设折射系统 (3.6) 仅含有 Σ- 型单值奇点. 若 µ+
1 µ

−
1 > 0, 则系统 (3.6) 没有极限环; 若

µ+
1 µ

−
1 < 0, 则系统 (3.6) 最多存在 1 个极限环.

4 定理 2.1 的证明

不失一般性, 假设折射系统 (2.1) 的左 (右) 子系统分别为焦 (结) 点情形. 方便起见, 我们利用标

准型 (3.3) 进行讨论. 利用文献 [19, 命题 3.7], 并注意到 b = 0 和 γR ̸= 0, 容易得到折射系统 (3.3) 存

在极限环的必要条件为

γLγR < 0. (4.1)

不妨假设 γL > 0, γR < 0, 否则作变换 X = x, Y = −y, T = −t 可将 γL < 0, γR > 0 转化为前

一种情形. 因此, 折射系统 (3.3) 的左子系统奇点为不稳定焦点, 右子系统奇点为稳定虚结点, 如图 3

所示.

由注 3.1知,折射系统 (3.3)右子系统的结点又可分为结点 (即 m+ = 1)和退化结点 (即 m+ = 0).

下面分两种情形分别进行证明.
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N

y

F

z

P
R
(z)

P
L
(y)

图 3 折射系统 (2.1) 为 FN 情形

4.1 m+ = 1m+ = 1m+ = 1 情形

将 m+ = 1 和 m− = i 代入折射系统 (3.3) 得

ẋ

ẏ

 =



 2γL −1

γ2
L + 1 0

x

y

−

 0

αL

 , 当 x < 0,

 2γR −1

γ2
R − 1 0

x

y

−

 0

αR

 , 当 x > 0.

(4.2)

由前面的分析知, 折射系统 (4.2) 存在极限环的必要条件为

αR < 0, γL > 0, γR < −1. (4.3)

首先考虑 αL > 0, 即折射系统 (4.2) 左子系统的焦点为虚奇点或边界点. 作变换X = 2γLx− y, Y = x, 当 x < 0,

X = 2γRx− y, Y = x, 当 x > 0.
(4.4)

系统 (4.2) 变为

Ẋ

Ẏ

 =



2γL −(γ2
L + 1)

1 0

X

Y

+

αL

0

 , 当 Y < 0,

2γR −(γ2
R − 1)

1 0

X

Y

+

αR

0

 , 当 Y > 0.

(4.5)

命题 4.1 假设折射系统 (4.2) 满足 (4.3), 当 αL > 0 时至多存在 1 个极限环.

证明 在系统 (4.5)中, h(X,Y ) = Y . 当 αL > 0和 αR > 0时,由定义 3.1知,系统 (4.5)在切换流

形 {Y = 0}上仅含有唯一的 Σ-单值奇点 (0, 0). 由定理 3.1可知, 折射系统 (4.2)当 αL > 0、αR > 0、

γL > 0 和 γR < −1 时至多存在 1 个极限环. 证毕.
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下面考虑 αL < 0,即折射系统 (4.2)左子系统的焦点为实奇点. 由 X±h(p) = 0得 p = (0, 0). 由定

义 3.1 知, (0, 0) 不属于 Σ- 单值奇点, 因此不能利用定理 3.1 进行证明. 接下来对折射系统 (4.2) 的左

(右) 子系统分别建立如下的左 (右) 半 Poincaré 映射.

折射系统 (4.2)的左子系统为不稳定的焦点. 当 y > 0时,由 (0, y)出发的轨线必与 y 轴再次交于

(0, PL(y)) (如图 3 所示). 称

PL : y > 0 (4.6)

为折射系统 (4.2) 的左半 Poincaré 映射. 由文献 [31, 命题 6] 可知下面的引理:

引理 4.1 折射系统 (4.2) 的左半 Poincaré 映射 PL : y > 0 的参数表达式为

y = αL
1− eγLt(cos t− γL sin t)

(1 + γ2
L)e

γLt sin t
, PL(y) = −αL

1− e−γLt(cos t+ γL sin t)

(1 + γ2
L)e

−γLt sin t
, (4.7)

其中 π < t < 2π.

它满足下面 3 条性质 (如图 4(a) 所示):

(i) limy→0+ P ′
L(y) = 0, limy→+∞ P ′

L(y) = −eπγL ;

(ii) P ′
L(y) < 0, P ′′

L(y) < 0;

(iii) PL(y) 以 AL(y) = −eπγLy + 2αLγL

1+γ2
L
(1 + eπγL) 为渐进线.

折射系统 (4.2)的右子系统为稳定的虚结点. 当 z 6 0时, 由 (0, z)出发的轨线必与 y 轴再次交于

(0, PR(z)) (如图 3 所示). 由文献 [31, 命题 7] 可得下面的引理:

引理 4.2 折射系统 (4.2) 的右半 Poincaré 映射 PR : z 6 0 为

z = αR
e−γRt − cosh t+ γR sinh t

(γ2
R − 1) sinh t

, PR(z) = −αR
eγRt − cosh t− γR sinh t

(γ2
R − 1) sinh t

, (4.8)

其中 t > 0. 它满足以下 3 条性质 (如图 4(b) 所示):

(i) limz→−∞ PR(z) = z1 = αR

γR−1 , limz→0− P ′
R(z) = −1, limz→−∞ P ′

R(z) = 0;

(ii) P ′
R(z) < 0, P ′′

R(z) < 0;

(iii) z = z1 为 PR(z) 的水平渐进线.

根据引理 4.1 和 4.2, 可以得到如下的命题:

命题 4.2 假设折射系统 (4.2) 满足 (4.3), 当 αL < 0 时至多存在 1 个极限环.

证明 易知折射系统 (4.2) 的极限环对应 Poincaré 映射 PR ◦ PL(y) 的不动点, 因此, 我们进而讨

论 PL(y) = P−1
R (y) 的根.

记 (y∗,−eπγLy∗) 为 z = P−1
R (y) 与过原点的直线 z = −eπγLy 的交点 (如图 5 所示), 则在该点有

(P−1
R )′(y∗) < −eπγL . (4.9)

显然, 若 PL 与 P−1
R 存在交点 (y, PL(y)), 则由引理 4.1 和 4.2 知, y∗ < y < z1.

下面用反证法证明 PL(y) 与 P−1
R (y) 最多存在一个交点. 假设 PL(y) 与 P−1

R (y) 分别交于两点

(y1, PL(y1)) 和 (y2, PL(y2)), 其中 y∗ < y1 < y2 < z1, 即 PL(y1) = P−1
R (y1), PL(y2) = P−1

R (y2). 由 Rolle

定理可知, 必存在 y ∈ (y1, y2), 使得 P ′
L(y) = (P−1

R )′(y). 上述结论是不可能成立的. 一方面, −eπγL

< P ′
L(y) < 0, y > 0. 另一方面, 由 (4.9) 和引理 4.2 知, (P−1

R )′(y) < (P−1
R )′(y∗) < −eπγL . 矛盾.

由命题 4.1 和 4.2, 我们证明了折射系统 (4.2) 最多存在 1 个极限环.
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图 4 折射系统 (4.2) 的左、右半 Poincaré 映射. (a) 左半 Poincaré 映射; (b) 右半 Poincaré 映射

z

z
1

A
L
(y)

P
L
(y)

y
y*

P
R
(z)

图 5 折射系统 (4.2) 的 PL(y) 与 P−1
R (y) 的交点

4.2 m+ = 0m+ = 0m+ = 0 情形

将 m+ = 0 和 m− = i 代入标准型 (3.3) 得

ẋ

ẏ

 =



 2γL −1

γ2
L + 1 0

x

y

−

 0

αL

 , 当 x < 0,

2γR −1

γ2
R 0

x

y

−

 0

αR

 , 当 x > 0.

(4.10)

折射系统 (4.10) 的右子系统为虚的退化结点. 由文献 [31, 命题 7] 可得如下引理:

引理 4.3 折射系统 (4.10) 的右半 Poincaré 映射 PR(z) : z 6 0 为

z = αR
e−γRt − 1 + γRt

γ2
Rt

, PR(z) = −αR
eγRt − 1− γRt

γ2
Rt

, (4.11)

它满足以下性质:

(i) limz→−∞ PR(z) = z2 = αR

γR
, limz→0− P ′

R(z) = −1, limz→−∞ P ′
R(z) = 0;

(ii) P ′
R(z) < 0, P ′′

R(z) < 0;
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(iii) z = z2 为 PR(z) 的水平渐进线.

证明 (i) 利用 (4.11) 可得

lim
z→−∞

PR(z) = lim
t→+∞

−αR
eγRt − 1− γRt

γ2
Rt

=
αR

γR
.

直接计算可得 P ′
R(z) = −e2γRt e

−γRt−1+γRt
eγRt−1−γRt

, 因此,

lim
z→0−

P ′
R(z) = lim

t→0+
−e2γRt e

−γRt − 1 + γRt

eγRt − 1− γRt
= −1, lim

z→−∞
P ′
R(z) = lim

t→+∞
−e2γRt e

−γRt − 1 + γRt

eγRt − 1− γRt
= 0.

(ii) 易知

P ′
R(z) = e2γRt z

PR(z)
, P ′′

R(z) = −e3γRtγ2
Rt

2 γRt− sinh(γRt)

PR(z)
.

注意到 z 6 0, PR(z) > 0, γR < 0, t > 0, 我们很容易得到结论 (ii).

命题 4.3 折射系统 (4.10) 最多存在 1 个极限环.

证明 证明过程与 m+ = 1 的情形完全类似, 略.
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