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摘要 Alexandrov-Fenchel 不等式是凸几何中的重要不等式之一, 它的特殊形式可以看作是高阶均质

积分之间的等周型不等式. 近年来, 带自由边界或毛细边界超曲面获得了很多关注. 本文从微分几何

角度研究球体内或半空间中带有自由边界或毛细边界凸超曲面上的一类相对 Alexandrov-Fenchel 型

不等式, 并综述它的最新进展. 首先, 介绍单位球体或半空间中毛细边界超曲面的高阶 Minkowski 型

积分公式. 从第一变分角度给出单位球体或半空间中毛细边界超曲面的均质积分的定义. 然后, 本文

利用 Minkowski 型公式构造局部限制型的超曲面曲率流, 通过分析流的长时间存在性和收敛性, 证明

单位球体和半空间中的一类相对 Alexandrov-Fenchel 型不等式.

关键词 相对均质积分 相对 Alexandrov-Fenchel 型不等式 限制型超曲面曲率流 毛细边界

MSC (2020) 主题分类 53E40, 53C24, 53E10

1 Alexandrov-Fenchel 等周型不等式

给定 Σ 为 Rn+1 中嵌入的闭超曲面, Σ̂ 为 Σ 在 Rn+1 中所围成的有界区域, 经典的等周不等式

给出

|Σ|
ωn

>
(

|Σ̂|
bn+1

) n
n+1

, (1.1)

并且等号成立当且仅当 Σ 是一个球面, 其中

bn+1 = |Bn+1| 和 ωn = (n+ 1)bn+1 = |Sn|.
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经典等周不等式的一个自然推广是 Alexandrov-Fenchel 不等式: 如果 Σ ⊂ Rn+1 是一个 C2 光滑凸的

闭超曲面, 则

Vl(Σ̂)

bn+1
>

(
Vk(Σ̂)

bn+1

) n+1−l
n+1−k

, 0 6 k < l 6 n, (1.2)

并且等号成立当且仅当 Σ 是一个球面, 其中 Vk+1(Σ̂) 称为关于 Σ̂ 的均质积分 (quermassintegral), 定

义为

Vk+1(Σ̂) :=
1

n+ 1

∫
Σ

Hk dA, 0 6 k 6 n, V0(Σ̂) = |Σ̂|, (1.3)

其中 Hk 定义为关于 Σ ⊂ Rn+1 的归一化 k 阶平均曲率, 即

Hk :=
1(
n
k

)σk, 1 6 k 6 n,

其中 σk 定义为取值在 Σ 的主曲率上的 k 阶基本对称多项式函数, 本文采用约定

σ0 = H0 = 1, σn+1 = Hn+1 = 0.

易见, Alexandrov-Fenchel不等式 (1.2)包括了经典的等周不等式 (k = 0, l = 1)和Minkowski不等

式 (k = 1, l = 2). 在凸几何中,描述均质积分 Vk 和 Vl 之间关系的 Alexandrov-Fenchel不等式 (1.2)扮

演着重要的角色.事实上,文献 [3,4,36]还研究了一类更广的关于混合体积的几何不等式. 此外,最近 30

年来, 人们关心能否利用超曲面曲率流方法来重证不等式 (1.2). 一方面, 期望减弱以前的关于区域的

限制性几何条件 (如凸性);另一方面,希望用来证明一些已知或未知的几何不等式. 事实上, McCoy [29]

通过引进一类归一化的非线性曲率流重新证明了凸区域上的 (1.2),并且这套技术被用来研究关于一般

的各向异性均质曲率积分的几何不等式情形, 如文献 [44,47] 等; Guan 和 Li [18] 利用逆曲率流将 (1.2)

的凸性条件减弱为区域只要是 l- 凸和星形即可, 他们引进的流方程形如

∂tx =
Hl−1

Hl
ν. (1.4)

这个流等价于重整化的流方程

∂tx =

(
Hl−1

Hl
− ⟨x, ν⟩

)
ν, (1.5)

其中一个重要的观察是 l- 凸和星形性沿着这个流是保持的. 进一步的相关研究可参见文献 [20, 21].

此外, 还有很多对于更一般的外蕴空间中 Alexandrov-Fenchel 型不等式的研究, 例如, 双曲空间的相

关结果可以参见文献 [5, 6, 14, 16, 23, 24, 26, 35, 40] 和脚注 1) 等, 球空间形式中的结果可以参见文献

[12, 13,28,43] 等.

为了说明 Guan 和 Li [18] 的证明思想, 需要如下的关于均质积分 Vk(Σ̂) 的第一变分公式, 具体证

明参见文献 [32].

定理 1.1 [32] 假设 x : M × [0, T ) → Rn+1 为一族闭的嵌入超曲面, 且满足

∂tx = fν,

1) Brendle S, Guan P F, Li J F. An inverse curvature type hypersurface flow in space forms. Private communication
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则

d

dt
Vk+1(Σ̂t) =

n− k

n+ 1

∫
Σt

Hk+1fdAt, (1.6)

其中 Σt := x(M, t).

Euclid 空间中闭超曲面上的 Minkowski 积分公式如下: 给定光滑闭超曲面 Σ ⊂ Rn+1, 其由等距

浸入 x : Mn → Rn+1 参数化, 其中 M 是一个 n 维光滑闭流形, 则∫
Σ

HkdA =

∫
Σ

Hk+1⟨x, ν⟩dA, 0 6 k 6 n− 1, (1.7)

其中 ν 是 Σ 的单位外法向. 关于 Minkowski 公式 (1.7) 的研究历史和证明可参见文献 [9, 22,42]. 在不

引起记号歧义的地方, 本文不区分 M 和 Σ.

结合 Euclid 空间中闭超曲面上的 Minkowski 积分公式, Guan 和 Li [18] 观察到如下关于均质积分

Vk 的单调性质.

命题 1.1 [18] 假设流方程 (1.5) 的解存在且 Σt 保持 l- 凸性, 则对于任意 1 6 k < l 6 n, Vl(Σ̂t)

随着时间保持不变, 而 Vk(Σ̂t) 随着时间单调递增.

证明 由定理 1.1 可知

∂tVl(Σ̂t) =
n+ 1− l

n+ 1

∫
Σt

fHldAt

=
n+ 1− l

n+ 1

∫
Σt

(Hl−1 −Hl⟨x, ν⟩)dAt

= 0,

其中最后一个等号利用了 (1.7). 对 1 6 k < l 6 n, 再用定理 1.1, 可得

∂tVk(Σ̂t) =
n+ 1− k

n+ 1

∫
Σt

fHkdAt

=
n+ 1− k

n+ 1

∫
Σt

(
Hk

Hl−1

Hl
−Hk⟨x, ν⟩

)
dAt

> n+ 1− k

n+ 1

∫
Σt

(Hk−1 −Hk⟨x, ν⟩)dAt

= 0,

其中最后两行分别利用了 Newton-MacLaurin 不等式 Hk

Hk−1
> Hl

Hl−1
和 Minkowski 公式 (1.7).

另一方面, Gerhardt [17] 和 Urbas [37] 证明了流方程 (1.5) 解的长时间存在性和收敛性. 即如果初

始闭超曲面是 l- 凸和星形的, 则当 t → +∞ 时, 流方程 (1.5) 的解收敛到一个标准球面. 结合单调性

(命题 1.1), Guan 和 Li [18] 证明了 l- 凸的星形闭超曲上的 Alexandrov-Fenchel 不等式 (1.2).

能否去掉超曲面的星形限制条件? 目前仍是个公开问题, 即只假定 l- 凸性条件下, 能否证明

Alexandrov-Fenchel 不等式 (1.2) 成立? 最近, Agostiniani 等 [1] 从非线性位势理论的角度解决了 l = 2

且 k = 0 的情形.

2 单位球内相对 Alexandrov-Fenchel 型不等式

相对等周问题是等周问题的一个限制版本, 考虑的是, 给定 Rn+1 中一个区域 Ω, 寻找区域内超

曲面 Σ, 它在 Ω 内围成一个有限给定体积的区域 Ω1, 并且该超曲面在所有这样的超曲面中面积最小
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(参见文献 [11]). 如果 Ω 是有界区域, 则相对等周问题也称为分块 (partitioning)问题 (参见文献 [30]).

当给定的区域 Ω 是 Euclid 球体时, 相对等周问题由 Burago 和 Maz’ya [10] 及 Bokowski 和 Sperner [8]

通过对称化方法给出分类结果. 稳定的常平均曲率超曲面的分类问题最近由 Wang 和 Xia 解决 (参见

文献 [31, 33,41] 等).

一个自然的问题是, 在这个框架下, 如何定义均质积分以及相应的 Alexandrov-Fenchel 型不等式?

我们分别称之为 “相对均质积分” 和 “相对 Alexandrov-Fenchel 型不等式”. 本节以及下一节将阐述这

个问题.

为了叙述方便, 首先讨论 Ω = Bn+1, 即单位球体内的相关问题. 此时 Σ := x(M) 为 B̄n+1 中的光

滑嵌入超曲面, 其中 M 是 n 维可定向的光滑带边流形, 并且满足

int(Σ) ⊂ Bn+1, ∂Σ ⊂ Sn.

记 Σ̂ 为 Σ 和球面 ∂Bn+1 所围成的两个有界区域中的一个, 且 ∂(Σ̂) = Σ ∪ ∂̂Σ, 其中 ∂̂Σ ⊂ Sn. 为了后
文需要,假定 ∂Σ和 Sn := ∂Bn+1 相交于一个固定的常值夹角 θ ∈ (0, π), θ 在很多文献中被称为 “接触

角”, 这类超曲面被统称为带毛细边界的超曲面. 特别地, 当 θ = π
2 时, 称其为带自由边界的超曲面.

正如前面所说, 球体中的相对等周问题由 Burago和 Maz’ya [10] 及 Bokowski和 Sperner [8] 给出了

分类, 带自由边界的球冠是体积固定时的面积最小解. 此外, 除了研究经典的体积和面积泛函之间关

系, 在这类背景下还有一个更有趣的能量泛函:

|Σ| − cos θ|∂̂Σ|, (2.1)

其中 θ ∈ (0, π)是某个固定的常夹角, |∂̂Σ|称为湿润能量 (wetting area). (2.1)自然出现在毛细现象中,

更多的物理背景介绍参见文献 [15], 此时一个自然的相对等周问题是, 固定体积的所有单位球体内的

超曲面中, 是否存在能量泛函 (2.1) 的最小解? 最近, Wang 和 Xia [41] 给出了这类相对等周问题的局

部最小解的分类, 即它是带毛细边界的球冠.

为了定义 Σ上的相对均质积分和研究相对 Alexandrov-Fenchel型不等式,需要引入一类新的关于

带边超曲面的 Minkowski 型积分公式. 给定单位向量 e ∈ Rn+1, 令

Xe := ⟨x, e⟩x− 1

2
(|x|2 + 1)e. (2.2)

事实上, Xe 是一个共形 Killing 向量场 (参见文献 [41, 命题 3.1]), 它满足

LXe
δ = ⟨x, e⟩δ, (2.3)

以及在 Sn 上成立
⟨Xe, N̄⟩ = 0,

其中 N̄ 是 Sn ⊂ B̄n+1的单位外法向量. 利用Xe的这种性质,文献 [41,命题 3.2]证明如下的Minkowski

型积分公式:

n

∫
Σ

(
⟨x, e⟩+ cos θ⟨ν, e⟩

)
dA =

∫
Σ

H⟨Xe, ν⟩dA. (2.4)

这类 Minkowski积分公式的优点在于没有边界项出现,这给进一步从曲率流方程的角度研究等周型不

等式或高阶几何不等式提供了可能性.
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更进一步地, (2.4)可以推广到更一般的带自由边界 (θ = π
2 , 参见文献 [41])或毛细边界 (k = 2, 参

见文献 [38]; 3 6 k 6 n, 参见文献 [45]) 超曲面的高阶平均曲率情形, 即如下的高阶 Minkowski 型积分

公式.

命题 2.1 [38,41,45] 假设 Σ := x(M) ⊂ Bn+1
是一个光滑浸入带有毛细边界的超曲面, 对所有的

1 6 k 6 n, 成立 ∫
Σ

Hk−1(⟨x, e⟩+ cos θ⟨ν, e⟩)dA =

∫
Σ

Hk⟨Xe, ν⟩dA, (2.5)

其中 dA 是 Σ 关于单位球中的诱导度量 g 的面积元.

证明 令 {ei}ni=1 为 Σ 上标准正交标架, 定义向量场

Pe := ⟨ν, e⟩x− ⟨x, ν⟩e.

记 XT
e 和 PT

e 分别为 Xe 和 Pe 在 Σ 上的切向投影向量场. 由 (2.3) 知

1

2
(∇i(X

T
e )j +∇j(X

T
e )i) = ⟨x, e⟩gij − hij⟨Xe, ν⟩. (2.6)

另一方面, 由于 ⟨Pe, ν⟩ = 0, 直接计算可得

∇i(P
T
e )j = Di(Pe)j = ⟨ν, e⟩gij + hil⟨e, el⟩⟨x, ej⟩ − hil⟨x, el⟩⟨e, ej⟩. (2.7)

在等式 (2.6) 和 (2.7) 两边同时乘上 σij
k−1 := ∂σk

∂hj
i

, 进行线性组合得到

σij
k−1∇i(X

T
e + cos θPT

e )j = (n− k + 1)σk−1(⟨x, e⟩+ cos θ⟨ν, e⟩)− kσk⟨Xe, ν⟩.

下面只需要证明 ∫
Σ

σij
k−1∇i(X

T
e + cos θPT

e )jdA = 0.

事实上, 由于 ∇iσ
ij
k−1 = 0 以及 µ 是 ∂Σ 在 Σ 中的单位外余法向, 同时 µ 也是主方向, 再结合分部积

分公式, 可得 ∫
Σ

σij
k−1∇i(X

T
e + cos θPT

e )jdA =

∫
∂Σ

σµµ
k−1⟨Xe + cos θPe, µ⟩ds.

注意到在 ∂Σ 上成立

⟨Xe + cos θPe, µ⟩ = 0,

将此代入上式积分中, 可知命题得证.

当定义带边超曲面的相对均质积分时, 由于超曲面的边界落在球面 Sn := ∂Bn+1 上, 所以会牵扯

到球面上的几何量, 在此先回顾关于球面上的均质积分的定义. 给定凸体 K ⊂ Sn 带有光滑边界 ∂K,

类比 Euclid 空间中的情形, 关于 K 的均质积分 W Sn
k 定义为

W Sn
0 (K) := |K|,

W Sn
1 (K) :=

|∂K|
n

,
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W Sn
k (K) :=

1

n

∫
∂K

HSn
k−1dA+

k − 1

n− k + 2
W Sn

k−2(K), 当 2 6 k 6 n 时,

其中, HSn
k := 1

(n−1
k )

σSn
k , σSn

k 为取值在 ∂K ⊂ Sn 上 n − 1 个主曲率的 k 阶基本对称多项式函数, 这里

采用约定 HSn
0 = 1, HSn

n = 0. 特别地, 由球面上的 Gauss-Bonnet-Chern 定理可知

W Sn
n (K) =

ωn−1

n
.

关于 W Sn
k , 文献 [32, 第 3 节] 证明了如下的第一变分公式 (也可参见文献 [7, 第 4 节]).

命题 2.2 [7, 32] 考虑球面 Sn+1 中一族带光滑边界的凸体 {Kt}, 假设其边界 ∂Kt 沿着法向的演

化速度函数为 f , 则对于任意 0 6 k 6 n, 有

d

dt
W Sn

k (Kt) =
1(
n
k

) ∫
∂Kt

σSn
k fdAt =

n− k

n

∫
∂Kt

HSn
k fdAt. (2.8)

下面将定义单位球体内带自由边界 [34] 和毛细边界 [45] 超曲面上的均质积分.

给定 Σ ⊂ Bn+1
为如本节开始所定义的带毛细边界的超曲面,记 Σ̂为 Σ在 Bn+1 内部所围成的有

界区域, ∂̂Σ ⊂ Sn 为 ∂Σ 在 Sn 上面围成的有界区域, 其中 ∂(Σ̂) = Σ∪ ∂̂Σ. 定义关于 Σ̂ ⊂ Bn+1
的相对

均质积分 Wk,θ 如下:

W0,θ(Σ̂) := |Σ̂|,

W1,θ(Σ̂) :=
1

n+ 1
(|Σ| − cos θ|∂̂Σ|) = 1

n+ 1
(|Σ| − cos θW Sn

0 (∂̂Σ)),

Wn+1,θ(Σ̂) :=
1

n+ 1

{∫
Σ

HndA−
n−1∑
l=0

(−1)n+l

(
n

l

)
cosn−1−l θ sinl θW Sn

l (∂̂Σ)

}
,

以及对所有的 1 6 k 6 n− 1,

Wk+1,θ(Σ̂) :=
1

n+ 1

{∫
Σ

HkdA− cos θ sink θW Sn
k (∂̂Σ)

−
k−1∑
l=0

(−1)k+l

n− l

(
k

l

)
[(n− k) cos2 θ + (k − l)] cosk−1−l θ sinl θW Sn

l (∂̂Σ)

}
.

对于上述定义的相对均质积分 Wk,θ, 它满足如下的第一变分公式.

定理 2.1 [34, 45] 考虑一族带自由边界或毛细边界的光滑超曲面 Σt ⊂ Bn+1
且它们由等距嵌入

x(·, t) : Mn → Bn+1
给出, 并且对某个速度函数 f , 其满足

(∂tx)
⊥ = fν. (2.9)

那么对所有的 0 6 k 6 n− 1, 成立

d

dt
Wk+1,θ(Σ̂t) =

n− k

n+ 1

∫
Σt

Hk+1fdAt (2.10)

和

d

dt
Wn+1,θ(Σ̂t) = 0. (2.11)
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为了研究关于相对均质积分 Wk,θ 的 Alexandrov-Fenchel 型不等式, 引入如下的曲率流方程:∂tx(·, t) = f(·, t)ν(·, t) + T (·, t), 在 M × [0, T ) 内,

⟨ν(·, t), N ◦ x(·, t)⟩ = − cos θ, 在 ∂M × [0, T ) 上,
(2.12)

其中, T (·, t) 是 ∂tx 的切向分量; 对所有的 1 6 l 6 n, 取定

f :=
⟨x+ cos θν, e⟩

Hl

Hl−1

− ⟨Xe, ν⟩.

注意到与闭超曲面 [18, 19] 或者带自由边界 [34] 的曲率流方程对比,当考虑毛细边界时,需要加上一

个切向分量 T , 这是为了保持 x |∂M 限制在边界上时随着时间演化仍然保持在 Sn 内. 特别地, T 满足

fν + T |∂Σt = ∂tx |∂M ∈ TSn.

根据第一变分公式 (2.10) 和 (2.11) 可知, 沿着曲率流方程 (2.12), Wl,θ(Σ̂t) 随着时间保持不变, 而

Wk,θ(Σ̂t) (1 6 k < l 6 n) 随着时间递增.

命题 2.3 [34, 45] 假设曲率流方程 (2.12) 的解存在, 那么对于任意 1 6 k < l 6 n, Wl,θ(Σ̂) 随着时

间保持不变, 而 Wk,θ(Σ̂) 随着时间单调递增.

证明 由定理 2.1 可知

d

dt
Wl,θ(Σ̂t) =

n− l + 1

n+ 1

∫
Σt

[Hl−1(⟨x, e⟩+ cos θ⟨ν, e⟩)−Hl⟨Xe, ν⟩] = 0,

其中最后一行利用了 Minkowski 公式 (2.5).

对于任意 1 6 k < l 6 n, 再由定理 2.1 知

d

dt
Wk,θ(Σ̂t) =

n+ 1− k

n+ 1

∫
Σt

Hk

[
Hl−1

Hl
(⟨x, e⟩+ cos θ⟨ν, e⟩)− ⟨Xe, ν⟩

]
> n+ 1− k

n+ 1

∫
Σt

[Hk−1(⟨x, e⟩+ cos θ⟨ν, e⟩)−Hk⟨Xe, ν⟩]

= 0,

其中最后两步分别利用了 Newton-MacLaurin 不等式和 Minkowski 公式 (2.5).

下面需要选取恰当的单位向量 e ∈ Sn, 使得 (2.12) 是一个抛物型流, 从而得到流方程 (2.12) 的短

时间存在性. 对于严格凸超曲面 Σ ⊂ B̄n+1, 当 θ = π
2 时, 任意选取 e ∈ int(∂̂Σ) 即可 (参见文献 [25]);

当 θ ∈ (0, π
2 ) 时, Weng 和 Xia [45] 给出合适的 e.

命题 2.4 [25, 45] 假设 Σ := x(M) ⊂ Bn+1
是一个带毛细边界的严格凸超曲面, 并且 θ ∈ (0, π

2 ], 那

么存在只依赖于 Σ 的单位向量 e ∈ int(∂̂Σ) 和正常数 δ0 > 0 满足

⟨x+ cos θν, e⟩ > δ0 > 0.

进而, 如果能够证明曲率流方程 (2.12) 解的长时间存在性和收敛性, 从而可以得到关于 Wk,θ 的

Alexandrov-Fenchel 型不等式. 文献 [34, 45] 分别证明了 l = n、θ = π
2 和 l = n、θ ∈ (0, π

2 ) 的情形.

定理 2.2 [34,45] 当 n > 2 时, 假设初始超曲面 Σ0 := x0(M) ⊂ Bn+1
是一个带毛细边界的嵌入的

凸超曲面, 并且夹角满足 θ ∈ (0, π
2 ] 和 l = n, 那么对所有的时间 t ∈ [0,∞), 流方程 (2.12) 总存在一个

光滑解 x(·, t) 满足 x(·, 0) = x0(·). 并且当 t → +∞ 时, x(·, t) 光滑收敛到一个毛细球冠.
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这里的毛细球冠指一族关于某个固定常单位向量 e ∈ Rn+1 且半径为 r ∈ (0,∞) 的球冠, 即满足

Cθ,r(e) := {x ∈ Bn+1
: |x−

√
r2 + 2r cos θ + 1e| = r} (2.13)

或

Cθ,∞(e) := {x ∈ Bn+1
: ⟨x, e⟩ = cos θ}.

定理 2.2 的证明基于先验估计, 需要首先将曲率流方程约化为关于某个数量函数的流方程同时边界满

足 Neumann 边值条件, 具体细节可参见文献 [34, 45].

更进一步地, 结合单调性 (命题 2.3), 证明如下的单位球内带自由边界或毛细边界超曲面上的相

对 Alexandrov-Fenchel 型不等式和 Gauss-Bonnet-Chern 型定理.

定理 2.3 [34, 45] 假设 θ ∈ (0, π
2 ] 和 Σ ⊂ Bn+1

为一个带毛细边界的光滑嵌入的凸超曲面, 那么

Wn+1,θ(Σ̂) =
ωn

2(n+ 1)
Isin2 θ

(
n

2
,
1

2

)
, (2.14)

其中 Is(
n
2 ,

1
2 ) 是一个归一化的 Beta 函数, 定义为

Is

(
n

2
,
1

2

)
:=

∫ s

0
t
n
2 −1(1− t)−

1
2 dt∫ 1

0
t
n
2 −1(1− t)−

1
2 dt

.

对所有的 0 6 k 6 n− 1, 有

Wn,θ(Σ̂) > (fn ◦ f−1
k )(Wk,θ(Σ̂)), (2.15)

其中 fk := fk(r) 是一个严格递增函数, 满足

fk(r) := Wk,θ(Ĉθ,r),

其中 Cθ,r 是如 (2.13) 定义的毛细球冠. (2.15) 中等号成立当且仅当 Σ 是一个毛细球冠.

类比闭曲面上的 Alexandrov-Fenchel 不等式或者 Guan 和 Li [18] 的结果, 自然地期望 (2.15) 在更

一般的情形也成立, 即对于 1 6 l 6 n, θ ∈ (0, π), 以及带毛细边界的星形的 k- 凸超曲面情形 (2.15)

成立.

3 半空间中相对 Alexandrov-Fenchel 型不等式

本节考虑落在半空间 Rn+1

+ 中的带边紧致超曲面上的相对均质积分和相对 Alexandrov-Fenchel型

不等式. 已知 Σ 为 Rn+1

+ 中的光滑嵌入超曲面, 并且满足 int(Σ) ⊂ Rn+1
+ 和 ∂Σ ⊂ ∂Rn+1

+ . 记 Σ̂ 为 Σ

和超平面 ∂Rn+1

+ 所围成的有界区域. 根据经典的等周不等式 (1.1), 易见

|Σ|
|Sn+|

>
(

|Σ̂|
|Bn+1

+ |

) n
n+1

, (3.1)

其中 Bn+1
+ 是上半单位球, Sn+ 是上半单位球面, 并且等号成立当且仅当 Σ 是一个半球. Σ̂ 作为 Rn+1

+

中的有界区域有两部分边界, 分别记为 Σ 和 ∂̂Σ, 其中 ∂̂Σ ⊂ ∂Rn+1

+ , 两者相交的公共边界为 ∂Σ. 假定

Σ 和 ∂R̄n+1
+ 相交于接触角 θ ∈ (0, π), 此时称嵌入超曲面 Σ 是 Rn+1

+ 中带毛细边界的超曲面.
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类似第 2 节的讨论, 自然地研究比面积 |Σ| 更一般的能量泛函

|Σ| − cos θ|∂̂Σ|, (3.2)

对应的相对等周问题如下: 在半空间中体积固定的带边超曲面中, 是否有能量泛函 (3.2) 最小解的分

类? 事实上, 此时有如下的相对等周不等式成立:

|Σ| − cos θ|∂̂Σ|
|Snθ | − cos θ|∂̂Snθ |

>
(

|Σ̂|
|Bn+1

θ |

) n
n+1

, (3.3)

并且等号成立当且仅当 Σ 是一个毛细球冠, 其中,

Snθ = {x ∈ Sn | ⟨x, en+1⟩ > cos θ}, Bn+1
θ = {x ∈ Bn+1 | ⟨x, en+1⟩ > cos θ},

∂̂Snθ = {x ∈ Bn+1 | ⟨x, en+1⟩ = cos θ}.

注意到, 当 θ = π
2 时, 通过对超曲面 Σ 沿着 ∂Rn+1

+ 进行反演得到一个光滑闭超曲面, 再利用闭凸

超曲面的结论 (1.1) 可以直接得到相对等周不等式 (3.1), 但是对于一般的毛细边界, 即 θ ̸= π
2 , 这种方

法不适用. 相对等周不等式 (3.3) 的证明可以通过球面对称化方法完成 (参见文献 [27, 46]).

为了后文叙述方便, 记 e = −en+1, 其中 en+1 是 R̄n+1
+ 中第 n + 1 个取正方向的坐标轴, 令 µ 为

∂Σ 关于 Σ 的单位外法向, ν 为 ∂Σ 关于 ∂Rn+1
+ 的单位外法向, 使得 {ν, µ} 和 {ν,N} 在 ∂Σ ⊂ Rn+1

+

的法丛中具有相同的定向, 由接触角 θ 的定义可知

⟨ν,N⟩ = cos(π − θ).

从而

N = sin θµ− cos θν,

ν = cos θµ+ sin θν,
(3.4)

记 D 为半空间中 Rn+1

+ 关于标准度量 δ 的 Levi-Civita 联络, ∇ 是 Σ 上关于由浸入 x 决定的诱导度

量 g 的 Levi-Civita 联络, x 的第二基本形式 h 定义为

DXY = ∇XY − h(X,Y )ν,

对于任意 X,Y ∈ TΣ, 令 κ = (κ1, κ2, . . . , κn) 为 Σ 的主曲率, 即它是 h 关于诱导度量 g 的特征值. 对

1 6 k 6 n,令 σk = σk(κ)和 Hk = Hk(κ)分别为 Σ的 k 阶平均曲率和归一化的 k 阶平均曲率,并约定

σ0 = H0 = 1, σn+1 = Hn+1 = 0.

更一般地,关于半空间中带毛细边界的超曲面引入了一类更广的几何量 Vk,θ,一方面,它可以视为

能量泛函 (3.2) 的高阶推广; 另一方面, 它可以视为全空间中闭超曲面的均质积分 (1.3) 在半空间中的

自然对应量, 即相对均质积分.

定义 Vk,θ 如下:

V0,θ(Σ̂) := |Σ̂|, V1,θ(Σ̂) :=
1

n+ 1
(|Σ| − cos θ|∂̂Σ|),
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对所有的 1 6 k 6 n, 有

Vk+1,θ(Σ̂) :=
1

n+ 1

(∫
Σ

HkdA− cos θ sink θ

n

∫
∂Σ

HRn

k−1ds

)
, (3.5)

其中 HRn

k−1 是关于 ∂Σ ⊂ Rn 的归一化 k − 1 阶平均曲率. 特别地,

Vn+1,θ(Σ̂) =
1

n+ 1

∫
Σ

HndA− cos θ sinn θ
ωn−1

n(n+ 1)
.

当 θ = π
2 时, 上述相对均质积分 Vk+1,θ 即是经典的均质积分 (1.3).

类似单位球体内的情形, 首先得到半空间中带毛细边界超曲面上高阶 Minkowski 型积分公式.

命题 3.1 [39] Σ := x(M) ⊂ Rn+1

+ 为给定的一个光滑浸入带有毛细边界的超曲面,则对所有 1 6 k

6 n, 成立 ∫
Σ

Hk−1(1 + cos θ⟨ν, e⟩)dA =

∫
Σ

Hk⟨x, ν⟩dA, (3.6)

其中 dA 是 Σ 关于半空间中的诱导度量 g 的面积元.

特别地, 当 k = 1 或 θ = π
2 时, Minkowski 积分公式 (3.6) 是熟知的 (参见文献 [2, 命题 5.1 的证

明] 和 [19, 命题 2.5]). 对于后续的研究, 需要关于一般夹角 θ 的高阶 Minkowski 型公式.

在 (3.5) 中, 定义的相对均质积分 Vk,θ 满足如下的第一变分公式.

定理 3.1 [39] 考虑一族光滑带毛细边界的超曲面 Σt ⊂ Rn+1

+ 且它们由等距嵌入 x(·, t) : M →
Rn+1

+ 给出, 并且对某个速度函数 f , 其满足

(∂tx)
⊥ = fν,

那么对所有的 0 6 k 6 n, 成立

d

dt
Vk,θ(Σ̂t) =

n+ 1− k

n+ 1

∫
Σt

fHkdAt (3.7)

和

d

dt
Vn+1,θ(Σ̂t) = 0. (3.8)

此外, 可以证明一类半空间中带毛细边界的凸超曲面上的 Alexandrov-Fenchel 不等式.

定理 3.2 [39] 当 n > 2时,假设 Σ ⊂ Rn+1

+ 为一个带毛细边界的凸超曲面,并且夹角满足 θ ∈ (0, π
2 ],

那么

Vn,θ(Σ̂)

bθ
>

(
Vk,θ(Σ̂)

bθ

) 1
n+1−k

, ∀ 0 6 k < n, (3.9)

并且等号成立当且仅当 Σ 是半空间中的一个毛细球冠 (即边界和 ∂Rn+1
+ 相交于夹角是 θ 的标准球

冠), 以及

Vn+1,θ(Σ̂) = ωθ = (n+ 1)bθ, (3.10)

其中

bθ := |{x ∈ Bn+1 | ⟨x, en+1⟩ > cos θ}|.
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定理 3.2 中的毛细球冠指

Cr,θ(e) := {x ∈ Rn+1

+ | |x− r cos θe| = r}, r ∈ [0,∞). (3.11)

等式 (3.10) 可直接从 (3.8) 得到, 进一步有∫
Σ

HndA = (n+ 1)ωθ + cos θ sinn θ
ωn−1

n
= |Snθ |,

即得到一个半空间中带毛细边界超曲面上的 Gauss-Bonnet-Chern 型定理.

与定理 2.3 中的结果对比发现, 定理 2.3 中的相对 Alexandrov-Fenchel 型不等式没有一个显式的

表达式; 而对于半空间中的情形, 可以得到一个显式的整洁形式 (3.9).

为了证明定理 3.2, 考虑构造一类限制型完全非线性曲率流 (3.12), 沿着流方程, l 阶均质积分

Vl,θ(Σ̂) 保持不变, 而 k 阶均质积分 Vk,θ(Σ̂) 随着时间单调递增. 如果能够证明这种流方程解的长时间

存在性和收敛性, 即可证明一般形式的 Alexandrov-Fenchel 型不等式.

令M 是一个可定向的光滑带边流形,假设 x0 : M → Rn+1

+ 是一个初始嵌入超曲面,满足 x0(M)在

Rn+1

+ 中是凸的并且边界和 ∂Rn+1

+ 相交于一个常夹角 θ ∈ (0, π). 考虑一族光滑嵌入超曲面 x : M×[0, T )

→ Rn+1

+ , 它满足流方程

∂tx(p, t) = f(p, t)ν + T (·, t), (p, t) ∈ M × [0, T ),

⟨ν(p, t), N ◦ x(p, t)⟩ = cos(π − θ), (p, t) ∈ ∂M × [0, T ),
(3.12)

其中

f :=
1 + cos θ⟨ν, e⟩

F
− ⟨x, ν⟩, (3.13)

这里

F :=
Hl

Hl−1
, 1 6 l 6 n. (3.14)

类似单位球体的毛细边界情形, 流方程 (3.12) 中切向分量 T 是为了确保 x |∂M 保持在 Rn 内, 即选取

T 满足

fν + T |∂Σt = ∂tx |∂M ∈ TRn.

由 Minkowski公式 (3.6)和定理 3.1可知,沿着流方程 (3.12), Vl,θ(Σ̂)随着时间保持不变而 Vk,θ(Σ̂)

单调递增 (其中 1 6 k < l 6 n).

命题 3.2 [39] 假设流方程 (3.12)的解存在且 Σt 是 l-凸的, 那么对于任意 1 6 k < l 6 n, Vl,θ(Σ̂t)

随着时间保持不变, 而 Vk,θ(Σ̂t) 随着时间单调递增.

由于曲率流方程 (3.12)中存在权重因子项,我们只证明了一类特殊情形下流方程 (3.12)解的长时

间存在性和收敛性, 即

F =
Hn

Hn−1
(3.15)

和

θ ∈
(
0,

π

2

]
.
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定理 3.3 [39] 当 n > 2 时, 假设初始超曲面 x0 : M → Rn+1

+ 是一个带毛细边界的凸超曲面, 并且

夹角满足 θ ∈ (0, π
2 ]. 那么对所有的时间 t ∈ [0,+∞), 总存在光滑解 x : M × [0,+∞) → Rn+1

+ 满足流方

程 (3.12) 和 x(M, 0) = x0(M), 其中 F 如 (3.15) 所示. 此外, 当 t → +∞ 时, x(·, t) 光滑收敛到一个毛
细球冠.

类似之前的工作, 根据流方程 (3.12) 解的长时间存在性和光滑收敛性, 再结合单调性 (命题 3.2),

可以证明关于均质积分 Vk,θ 与 Vn,θ 之间的 Alexandov-Fenchel 型不等式 (即定理 3.2), 进一步的细节

参见文献 [39].

如上讨论, 自然地提出如下的猜测:

猜想 3.1 当 n > 2时,假设 Σ ⊂ Rn+1

+ 是一个带毛细边界的嵌入凸超曲面,接触角 θ ∈ (0, π),那

么成立

Vl,θ(Σ̂)

bθ
>

(
Vk,θ(Σ̂)

bθ

) n+1−l
n+1−k

, ∀ 0 6 k < l 6 n, (3.16)

等号成立当且仅当 Σ 是一个毛细球冠.

更进一步地, 我们期望 (3.16) 对带毛细边界的 l- 凸、星形超曲面也成立.
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王国芳等: 相对 Alexandrov-Fenchel 型不等式

The relative Alexandrov-Fenchel type inequalities

Guofang Wang, Liangjun Weng & Chao Xia

Abstract The Alexandrov-Fenchel inequality is one of the important inequalities in convex geometry, and its
special form can be regarded as an isoperimetric inequality between higher-order quermassintegrals. In recent
years, hypersurfaces with free or capillary boundaries have received much attention. In this paper, we will study
a class of relative Alexandrov-Fenchel type inequalities on convex hypersurfaces with free or capillary boundaries
in the unit ball or half-space from the perspective of differential geometry, and review its recent progress. First,
we introduce the higher-order Minkowski-type integral formula for capillary hypersurfaces in the unit ball or
half-space. From the first variational point of view, we give the definition of the quermassintegrals of the capillary
hypersurfaces in the unit ball or half-space. After that, we use the Minkowski-type formula to construct a locally
constrained curvature flow. By analyzing the long-time existence and convergence of the flow, we prove a class of
relative Alexandrov-Fenchel type inequalities in the unit ball and half-space.

Keywords relative quermassintegral, relative Alexandrov-Fenchel type inequality, constrained hypersur-

face curvature flow, capillary boundary
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