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摘要: 给定一个有限群 N 和 H ,满足 GU= N UH 和 GW= N WH , 在互素的前提下, 给出了半直积同构的一个充分必

要条件.由此给出了当算子群是循环群时, 计算半直积同构类个数的一个方法. 作为上述结论的应用, 简明地算出了 24

阶群的完全同构分类.
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  设 N , H 为有限群, U, W: H→Aut ( N )是两个群作

用.记 G U= N UH 和 G W= N WH 为相应的半直积.

研究 GU� GW成立的条件是一个重要课题, 由于这些

条件和群的扩张理论,群的上同调理论等密切相关,因

而也是一个非常难的课题.文献[ 1]曾给出 G UT GW成

立的一个充分条件. 在此基础上,本文采用群作用的观

点,给出一个充分必要条件(下文中的定理 1) . 当 H

是循环群时,在这一特殊的环境中如何选择扩张函数

决定 N 的所有循环扩张,一般的群论教科书(比如说

文献[ 2]定理 3. 9)都有介绍,然而遗憾的是根据已知

文献难于区分这些扩张的同构类, 甚至也不知道有几

个同构类.本文在互素作用的条件下,成功地解决了当

H 是循环群时半直积同构类的个数问题(下文的定理

2) .当群的阶已知时,讨论低阶群的同构分类是一个专

业性很强的课题,文献[ 3]列出了 2 000阶以下各阶群

的同构类数. 对于具体的 2
3 # q 阶群( q 是奇素数) ,特

别是 24阶群,文献[ 4]给出了具体的同构分类, 同时,

文献[ 4] , 687页曾指出,当 p 较大时,讨论过于复杂困

难.本文作为主要定理的应用,以 24阶群为例,简明地

计算出其同构分类及其生成关系; 并指出其他情形的

23 # q 阶群同构分类可以类似简洁地得到. 相关的文

献也请参考文献[ 5] .

1  引理部分

以下大多数结论可以在一般的群论教科书中查

到,比如文献[ 2, 4, 6] .为方便阅读,罗列如下:

引理 1  设 G 是 8阶群. 则其可能的结构及其相

应的自同构群结构如下:

( 1) G=〈a, b, c| a
2
= b

2
= c

2
= 1, [ a, b] = [ b, c] =

[ c, a] = 1〉(初等交换群) , Aut ( G) = GL ( 3, 2) ;

( 2) G=〈a, b| a
4
= b

2
= 1, [ a, b] = 1〉( ( 4, 2)-型交

换群) , Aut( G) = D8 ;

( 3) G=〈a | a
8
= 1〉(循环群) , A ut ( G) = K 4( 4阶初

等交换群) ;

( 4) G= 〈a, b| a
4= b

2 = 1, ab= ba
- 1〉(二面体群) ,

Aut ( G) = D 8 ;

( 5) G =〈a, b | a
4 = 1, a

2 = b
2
, ab= ba

- 1〉(四元数

群) , Aut ( G) = S4 .

定义 1  设 N , H 为有限群, 8 是一个非空集合,

S 8 表示 8 上的对称群.称 U是H 在 8 上的一个作用,

如果 U是H 到 S 8 的群同态; 称 U是 H 在N 上的一

个作用,如果 U是 H 到 A ut ( N )的群同态. 设 A, BI 8

(或者 N ) , h I H .符号 Ah 表示A在 U( h)下的像,集合

{Ah | h I H }称为 8(或 N )的一个 H-轨道.称 A, B同在

一个H-轨道,如果有 x I H 使得A= Bx
.

引理 2  N , H 为有限群, U: H →A ut ( N )是一个

群作用.在笛卡儿集合 N @ H 上规定运算

( n, h) ( m, k) = ( nm
U( h) - 1

, hk ) .

则在该规定下, 笛卡儿集合 N @ H 是群, 其单位元是

( 1N , 1H ) .

上述引理中的群常记为 G= N UH ,称作 N 和H

关于 U的半直积. 在同构意义下,可以把 N , H 当作 G

的子群,并且 N G .

引理 3 ( Schur-Zassenhaus)  设 N 是 G 的正规

H all子群,则 N 在 G 中有补, 且补子群关于 N 共轭

(即若 K , H 都是 N 的补子群, 则有 n I N, 使得 K =

H
n
) .

2  主要定理及其证明

引理 4  设 N , H 为有限群,记 8= H om ( H , Aut



( N ) )为 H 在N 上所有作用构成的集合.

( 1)对于给定的 UI 8, AI Aut ( N ) , BI Aut ( H ) ,

定义

U
(A, B)

: H→Aut( N ) , h|vA
- 1
U( h

B- 1

)A.

则 U
(A, B) I 8.

( 2)设 #= Aut ( N ) @ A ut ( H ) , 则上述定义给出 #

在集合 8 上的一个作用.

证明  ( 1)显然 8 是一个非空集合. 因为 A- 1
,

U( h
B- 1

) , A都是N 的自同构,所以 A- 1U( h
B- 1

)A也是N

的自同构.又容易验证 U(A, B)
( hk ) = U(A, B)

( h) U(A, B)
( k) ,

其中 h, k I H , 所以 U
(A, B) I 8.

( 2)固定 A, B, 容易验证 U|v U
(A, B)
是 8 的一个置

换.用 f ( A, B)表示置换 U|vU
(A, B)

, 以下验证 f : ( A, B) |v

f (A, B)是 #在 8 上的一个作用. 设( A, B) , ( C, K) I #, f

(AC, BK)表示:

U|vU(AC, BK)
: h |v (AC) - 1U( h

(BK) - 1

)AC.

并且 f ( A, B) f ( C, K)表示:

U|v (U
A, B

)
(C, K)

: h|vC
- 1
U

(A, B)
( h

K- 1

) C.

但是 C- 1 U(A, B)
( h

K- 1

) C= C- 1
( A- 1 U( ( h

K- 1

)
B- 1

) A) C=

(AC) - 1U( h
(BK) - 1

)AC.即 f 是同态.

由引理 4( 1)知,对于给定的 UI 8, AI Aut ( N ) , B

I Aut ( H ) ,总有 W= U(A, B)
, 使之满足 W( h

B
) = ( U( h) )

A
,

即下式可交换:

 H
U

Aut ( N )

B↓ ↓( )
A

 H W Aut ( N )

由上交换式可以清楚的看出 U| v U(A, B)是 8 的一个置

换.

定理 1  在引理 4的条件和符号下, 并设( | H | ,

| N | ) = 1.对于两个群作用 U, W: H vAut( N ) ,设 GU=

N UH 和G W= N WH 是对应的两个半直积.则 GUT

GW当且仅当 U, W属于同一个 #-轨道.

证明  ( 1)如果 U, W属于同一个 #-轨道, 即存在

(A, B)时 #使得 W= U
(A, B)

. 设 C: ( n, h) |v ( n
A
, h

B
) ,下证

C就是 GU到 GW的一个同构.

由于 A和B是双射,故 C也是一个双射.

根据引理 2可知:

C( ( n, h) ( m, k) ) = C( nm
U( h

- 1
)
, hk) =

 ( ( nm
U( h

- 1
)
)
A
, ( hk)

B
) = ( n

A
m

U( h
- 1

)A
, h

B
k
B
) ,

且

C( n, h) C( m, k) = ( n
A
, h

B
) ( m

A
, k

B
) =

 ( n
A
( m

A
)
W( hB) - 1

, h
B
k
B
) = ( n

A
m

AW( hB) - 1

, h
B
k
B
) .

注意到 W= U(A, B)以及 U(A, B)的定义, 可知:

W( ( h
B
)

- 1
) = A- 1U( ( ( h

B
)

- 1
)
B- 1

)A= A- 1U( h
- 1

)A,

所以说 C( ( n, h) ( m, k) ) = C( n, h)C( m, k) ,即 C是一个

群同构.

( 2)如果 GUT GW,设 C: GUvG W是一个群同构. 由

于正规 H all子群是特征子群以及题设中的互素条件,

可知 N 是特征子群, 因此 C可以诱导出 N 的一个自

同构.又因为 H
C 也是 N 在 G W的一个补, 由 Schur-

Zassenhaus定理可知, 存在 n时 N , 使得( H
C
)

n = H .

如果把 n视作G 的一个自同构,仍记做 n.由( H
C
)

n
=

H
Cn

= H , 可知 G 的自同构 Cn 不仅可以诱导出 N 的

自同构,而且可以诱导出 H 的自同构. 由此,不妨假定

C可以同时诱导出 N 的自同构和H 的自同构,分别记

为 A, B,则( n, h)
C
= ( n

A
, h

B
) .以下证明 W= U

(A, B)
.

对于 n, m I N , h, k I H ,

( ( n, h) ( m, k) )
C= ( n, h)

C
( m, k)

C=

 ( n
A
, h

B
) ( m

A
, k

B
) = ( n

A
m

AW( ( hB) - 1)
, h

B
k
B
) ,

而又有:

( ( n, h) ( m, k) )
C= ( nm

U( h
- 1

)
, hk)

C=

 ( ( nm
U( h

- 1
)
)
A
, ( hk)

B
) = ( n

A
m

U( h
- 1

)A
, h

B
k
B
) .

这迫使:

U( h
- 1

) A= AW( ( h
B
)

- 1
) ,

即:

A
- 1
U( h

- 1
) A= W( ( h

B
)

- 1
) ,

也即 W= U(A, B)
.

由定理 1的充分性可知, 只要 U, W属于同一个 #-

轨道, 就有 G UT GW.特别地, Aut ( N )忠实地作用在 N

上,则相应的半直积在同构意义下惟一.

推论 1  在定理 1 的条件和符号下, 所有可能的

半直积同构类个数恰好等于 8 的 #-轨道个数.

定义 2  设 H 是 r 阶循环群,互素地作用在有限

群 N 上, A1 , A2 I Aut ( N ) . 在 A ut ( N )定义一个关系,

称 A1 和 A2 是 r-共轭的,如果存在 1 [ i [ r, ( i, r ) = 1,

满足 Ai
1 与 A2 在 A ut ( N )中是共轭的.

显然 r-共轭关系是等价关系, r-共轭关系等价类

是一些通常共轭类的并. 并且也容易说明如果 r 是素

数,满足 r| | Aut( N ) |但 r
2 |/ | Aut( N) | ,则 A ut ( N )中

的 r 阶元全是 r-共轭的.

定理 2  设 H 是 r 阶循环群,互素地作用在有限

群 N 上.则所有可能的半直积同构类个数恰好等于方

程 x
r= 1在 Aut( N )中的解集合在 r-共轭关系下的等

价类个数.

证明  固定 H 的生成元 h, 则群作用 U: H vAut

( N )由 h
U的取值惟一确定,并且该取值可遍历方程 x

r

= 1在 Aut( N )中的解集合. 再设 W: H vAut ( N )是另

一个群作用.由定理 1,可知半直积 GU= N UH 和 G W

= N WH 同构当且仅当存在 AI A ut ( N )和 BI Aut
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( H )满足 W= U
(A, B)

,即有: W( h
B
) = ( U( h) )

A
.

又因为, H 是循环群, B必是方幂形式: h | vh
i
, 其

中 1 [ i [ r , ( i, r ) = 1;并且 B和 i 相互惟一确定.所以

说, G U和 GW同构当且仅当存在 AI Aut ( N )和上述的

i,满足 W( h
i
) = ( U( h) )

A
, 即 W( h)

i = ( U( h) )
A
. 也即 W

( h)和 U( h)是 r-共轭的.再由推论 1可得结论.

推论 2  H 是 r 阶循环群, 互素、忠实地作用在有

限群 N 上.则所有可能的半直积(不含直积)同构类个

数恰好等于方程 x
r= 1在 A ut ( N )中 r 阶元集合在 r-

共轭关系下的等价类个数.

3  定理应用

本节主要讨论 24阶群的同构分类, 并且约定:下

文从结论 1 到结论 4中, G 总是 24阶群, 且总有 P I

Syl2( G) , Q I Syl3( G) .

对于 24阶群 G,按照 P, Q在G 中是否正规,可以

有 4种不同的组合, 以下分别对每个组合讨论.

结论 1  设 P4G, Q 4G,则 G有 5种互不同构类

型,即:

( 1) G =〈a, b, c, d | a
2 = b

2 = c
2 = d

3 = 1, [ a, b] =

[ b, c] = [ c, d] = [ d, a] = 1〉(交换群) ;

( 2) G=〈a, b, c| a
4 = b

2 = c
3 = 1, [ a, b] = [ b, c] =

[ c, d ] = 1〉(交换群) ;

( 3) G=〈a, b| a
8= b

3 = 1, [ a, b] = 1〉(循环群) ;

( 4) G=〈a, b, c| a
4 = b

2= c
3= 1, ab= ba

- 1
, [ a, c] =

[ b, c] = 1〉;

( 5) G=〈a, b| a
4= 1= c

3
, a

2 = b
2
, ab= ba

- 1
,

[ a, c] = [ b, c] = 1〉.

证明  显然 G= P @ Q, G 的结构由 P 完全决定.

当 P 依次取遍引理 1中 5种不同的结构,相应地可得

到 G的结构.

其中情形 1、情形 2和情形 3 是交换幂零群,情形

4和情形 5是非交换幂零群. 以下讨论 24阶非幂零

群,此时西罗 2-子群和西罗 3-子群不能同时正规于

G .

结论 2  设 P4G, Q4/ G,则 G 有两种互不同构类

型,即:  

( 6) G =〈a, b, c | a
3
= b

4
= 1, b

2
= c

2
, c

- 1
bc= b

- 1
,

a
- 1

ba= c, a
- 1

ca= cb〉;

( 7) G=〈a, b, c, d | a
3= b

2 = c
2= d

2= 1, [ b, c] =

[ c, d ] = [ d, b] = 1, a
- 1

ba= c, a
- 1

ca= d , a
- 1

d a= b〉.

证明  设 Q=〈A〉.由于 P4G, Q 4/ G,可知 G = P

Q.对于 8 阶子群 P, 表面上可以取到引理 1中的 5

种情况,但事实上, P 只能是四元数群或者是 8阶初等

交换群.这是因为: 考虑 Q作用在P 上,由于G 是非幂

零群, 该作用不能是平凡作用; 由于 Q是 3 阶群,只能

是忠实作用,即可把 Q 当作 Aut ( P)的子群.再考虑|

Aut ( P ) | ,由引理 1,即可知 P 只能是四元数群或者是

8阶初等交换群. 以下分情况讨论.

当 P= Q8 = 〈b, c | b
4= 1, b

2 = c
2
, c

- 1
bc= b

- 1〉, 则

Aut ( P ) = S4 .注意到 S4 中的 3阶元全部共轭, 自然是

3-共轭,方程 x
r = 1在 Aut ( P )中 3阶元集合在 3-共

轭关系下的等价类个数是 1,由推论 2,可知 G= P Q

仅一个同构类, 而第 6个群满足条件. 即在同构意义

下,只能是第 6个群.

当 P=〈b, c, d | b
2
= c

2
= d

2
= 1, [ b, c] = [ c, d] =

[ d, b] = 1〉,是初等交换群时.则 A ut ( P) = GL ( 3, 2) .

注意到| GL ( 3, 2) | = 168= 23 # 3 # 7, 知 A ut ( P) = GL

( 3, 2)中的 3 阶元全部 3-共轭(事实上是全部共轭) ,

由推论 2可得, 在同构意义下仅有第 7个群满足条件.

两者显然不同构.

注  上述群中 G=〈a, b, c| a
3 = b

4= 1, b
2= c

2
, c

- 1

bc= b
- 1

, a
- 1

ba= c, a
- 1

ca= cb〉T S L ( 2, 3) (可参见文

献[ 6] ,第 245页) .

结论 3  设 P4/ G, Q 4G, 则G 有 7种互不同构类

型,即:

( 8) G=〈a, b, c| a
3
= b

4
= c

2
= 1, c

- 1
bc= b

- 1
,

b
- 1

ab= a, c
- 1

ac= a
- 1〉;

( 9) G=〈a, b, c| a
3 = b

4= c
2= 1, c

- 1
bc= b

- 1
,

b
- 1

ab= a
- 1

, c
- 1

ac= a〉;

( 10) G=〈a, b, c| a
3
= b

4
= 1, b

2
= c

2
, c

- 1
bc= b

- 1
,

b
- 1

ab= a, c
- 1

ac= a
- 1〉;

( 11) G=〈a, b| a
3= b

8= 1, b
- 1

ab= a
- 1〉;

( 12) G=〈a, b, c| a
3
= b

4
= c

2
= 1, c

- 1
bc= b,

b
- 1

ab= a, c
- 1

ac= a
- 1〉;

( 13) G=〈a, b, c| a
3= b

4= c
2= 1, c

- 1
bc= b,

b
- 1

ab= a
- 1

, c
- 1

ac= a〉;

( 14) G=〈a, b, c, d | a
3
= b

2
= c

2
= d

2
= 1, [ b, c] =

[ c, d ] = [ d, b] = 1, b
- 1

ab= a
- 1

, [ a, c] = [ a, d] = 1〉.

证明  设 Q=〈a〉.考虑 P 作用在Q 上(自然是非

平凡作用) . 因为 Aut ( Q) = Z2 是 2阶群, 所以作用核

一定是 4阶群. 容易证明,作用核是循环群的所有作用

都在一个 #-轨道里, 作用核是 4阶非循环群的所有作

用也都在一个 #-轨道里, 其中 #= Aut( Q) @ A ut ( P ) ,

因而上述作用最多两个轨道.考虑到 Q的非平凡自同

构就是求逆自同构以及推论 1,那么可以知道刻画该

作用的本质一是确定作用核,二是确定引起求逆自同

构的元素.设作用核为 K ,以下根据 P 和 K 的具体结

构进行讨论.
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( 1)当 P =〈b, c| b
4
= c

2
= 1, c

- 1
bc= b

- 1
〉是二面体

群时, K 或是循环群, 或是 Klain四元群.

如果 K 循环, 可知必有 K = 〈b〉. 此时, 易知 c引

起求逆自同构, 对应的半直积就是上述第 8个群.

如果 K 非循环, 则 b 引起求逆自同构. 注意到 b
2

I K ,取 K 中的一个非单位元并且X b
2
,设为 b

i
c.再令

c1= b
i
c, 则P =〈b, c 1〉,并且 b

4
= c

2
1= 1, c

- 1
1 bc1 = b

- 1
.因

而适当替换 P 的生成元,可使 K =〈b
2
, c〉,此时对应的

半直积就是上述第 9个群.

这两个群不同构,只要注意到第 8个群中有 12阶

循环子群〈ab〉,而第九个群没有 12 阶循环子群.事实

上,第 8个群就是 24 阶二面体群, 即 G =〈x , y | x
12

=

y
2 = 1, y

- 1
xy= x

- 1〉= D 24 ,其中 x= ab, y= c.

( 2)当 P =〈b, c| b
4
= 1, b

2
= c

2
, c

- 1
bc= b

- 1
〉是四元

数群时,由于 P 仅有一个 2阶元,因而 K 必循环. 不妨

假定 K =〈b〉. 此时,易知 c引起求逆自同构,对应的半

直积就是上述第 10个群.

( 3)当 P =〈b| b
8= 1〉是循环群时, 4阶子群惟一,

即 K =〈b
2〉. 此时, 易知 b 引起求逆自同构,对应的半

直积就是上述第 11个群.

( 4)当 P =〈b, c| b
4
= c

2
= 1, bc= cb〉是( 4, 2)-型交

换群时,类似于 1可知:

如果 K 循环, 可使 K = 〈b〉, 使 c 引起求逆自同

构,对应的半直积就是上述第 12 个群; 如果 K 非循

环,则 b引起求逆自同构, 对应的半直积就是上述第

13个群. 并且, 第 12个群就是广义四元数群,令 x =

ab, y= bc,则 G=〈x , y | x
12

= y
4
= 1, x

6
= y

2
, y

- 1
xy=

x
- 1
〉= Q24 ,它有 12阶元素.由于第 13个群没有 12阶

元素,所以这两个群不同构.

( 5)当 P =〈b, c, d〉b
2 = c

2= d
2 = 1, [ b, c] = [ c, d]

= [ d , b] = 1 时是初等交换群时, K 必非循环,对应的

半直积就是上述第 14个群.

结论 4  设 P 4/ G, Q4/ G,则:

( 15) G T S4 .

证明  由西罗定理可知, G 有 3个西罗 2-子群,

有 4个西罗 3-子群.设 H = N G ( Q)是 Q 的正规化子,

则易知| G: H | = 4, | H | = 6. 首先可以断言 H T S3 (若

否,则 H 必循环. 考虑 G 中元素的阶, 有 8个 3阶元,

至少有 8个 6阶元.这迫使西罗 2-子群惟一, 矛盾) .

其次考虑 G 在H 上的置换表示,则必为忠实表示,即

G可视为 S 4 的子群,这只有 G T S4 .

由于同构的群, 必有同构的西罗子群,并且有相同

的正规性,因此上述 15个 24阶群是彼此不同构的.另

外,上述的生成关系并不是生成元最少的生成关系,有

许多情况可以减少生成元个数(比如第 8个群和第 12

个群) .

对于一般的 23 # q, ( q X 3) 阶群 G, 设 P I Sy l2

( G) , Q I Sy lq ( G ) .容易证明当 q X7 时,总有 Q 4G,因

而只需讨论类似结论 1和 3 两种情况. 当 q= 7时, 如

果Q 4/ G, 必有 P4G,可分3种情况讨论.总之一般地,

2
3 # q( q X3)阶群 G 可以类似地得到其同构分类及其

相应的生成关系.
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A Note on the Isomorphisms of the Semidirect Product

WANG H u-i qun, ZENG J-i w en
*

( School of M athematical Science, X iamen U niv ersit y, X iamen 361005, China)

Abstract: L et GU= N UH and GW= N WH be tw o sem-i dir ect pro ducts of N and H . W e g iv e a sufficient and necessar y co ndition

for GUT G W. T his offer s a w ay t o calculate the number o f different GU( up to iso mor phism) . If H is a cy clic gr oup, w e have another

way to calculate the number o f different GU( up t o isomo rphism) . As a application, w e hav e a simple w ay to calculate the isomo rphic

types o f g roups o f or der 24.
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