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摘要 本文发展了一套适用于分数阶 Laplace 算子的滑动 (sliding) 方法. 首先建立滑动方法中用到

的两个重要定理: 狭窄区域原理和无界区域极值原理. 基于这两个定理, 本文说明了如何利用滑动方

法得到半线性分数阶方程解在有界区域和全空间的单调性, 其中采用了一些新的想法. 第一点是利用

s- 下调和函数的 Poisson 积分表示来建立极大值原理, 第二点是沿着一列极大值点列利用平均值不等

式来估计与分数阶 Laplace 算子相关的奇异积分. 相信这些新的结果可以成为分析分数阶方程的重要

工具.
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1 引言

分数阶 Laplace算子近年来受到了广泛的关注. 它经常出现在反常扩散和准地转流、湍流、水波、

分子动力学及行星相对论量子力学中 (参见文献 [1–4] 及其相关文献), 并且在随机和金融领域 (参见

文献 [5–7]) 也有着广泛的应用. 特别地, 分数阶 Laplace 算子可被当作 Lévy 扩散的无穷维生成元 (参

见文献 [6]). 此外, 它与共形几何也有着密切的关系, 如文献 [8].

分数阶 Laplace 算子是 Rn 中的非局部算子, 形如

(−∆)su(x) = Cn,sPV

∫
Rn

u(x)− u(y)
|x− y|n+2s

dy, (1.1)

其中 s ∈ (0, 1), PV 表示 Cauchy 主值:

Cn,s lim
ϵ→0+

∫
Rn\Bϵ(x)

u(x)− u(y)
|x− y|n+2s

dy.
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为使 (1.1) 右端有意义, 这里要求

u ∈ C1,1
loc ∩ L2s,

其中

L2s :=

{
u ∈ L1

loc

∣∣∣∣ ∫
Rn

|u(x)|
1 + |x|n+2s

dx <∞
}
.

分数阶 Laplace 算子的非局部性使得对其研究变得困难, 为此, Caffarelli 和 Silvestre [9] 引入了延

拓法将非局部问题转化为高一维的局部问题. 另外一种积分方程方法 [10] 是通过建立与分数阶方程等

价的积分方程, 并且利用积分形式的移动平面法或者正则性提升来得到解的对称性和正则性. 这些方

法已经成功用于解决含有分数阶 Laplace 算子的方程, 并且得到了丰硕的结果 (参见文献 [11–16]). 然

而当应用上述两种方法时, 通常需要对解加上一些额外的条件; 当直接考虑拟微分方程时, 这些条件

并非必要的. 这两种方法对一些非线性非局部算子却不适用,如分数阶 p-Laplace算子. 感兴趣的读者

可参见文献 [17, 18]. 因此, 探索其他直接方法是必要的, 从而产生了分数阶 Laplace 算子的直接移动

平面法 [19,20] 和分数阶 p-Laplace 算子的直接移动平面法 [21], 可以用来得到非局部方程解的对称性、

单调性和不存在性.

本文引入分数阶 Laplace 算子的滑动方法. 滑动方法最早由 Berestycki 和 Nirenberg [22–24] 引入,

主要用于研究 (含整数阶 Laplace算子的)偏微分方程解的定性性质, 如解的对称性、单调性和唯一性

等, 其中最重要的工具是极大值原理. 主要思想是比较解在两不同点处值的大小, 其中一点是由另外

一点沿一固定方向滑动区域得到的. 然而对于移动平面法, 其中一点是另外一点的反射点.

下面列举一些滑动方法的相关应用. Berestycki 和 Nirenberg [22] 研究了方程

∆u+ f(x, u,∇u) = 0

在有界柱体区域中解的单调性和唯一性. 对于无界柱体区域, Berestycki和 Nirenberg [23] 及 Berestycki

等 [25] 得到了方程

∆u+ β(x′)un + f(x′, u) = 0

解的单调性和唯一性. 对任意的有界区域, Berestycki和 Nirenberg [24] 及 Berestycki等 [26] 证明了方程

∆u+ f(u) = 0

解的单调性和唯一性, 并将此结果推广至完全非线性方程. 此外, 滑动方法也可以用于解决超定问题,

例如, 文献 [27, 28] 研究了下述超定问题:

(−∆)su(x) = f(u(x), x ∈ Ω,

u(x) > 0, x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ Rn\Ω,

(∂ν)su(x) = const, x ∈ ∂Ω,

其中 (∂ν)su(x) = − limt→0
u(x−tν(x))

ts ; 分别证明了当 Ω 为具有 C2 边界的有界开集时, Ω 为一个球以

及当 Ω 为

Ω := {x = (x′, xn) ∈ Rn | xn > φ(x′)}, x′ = (x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1
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时解的单调性并且证明了 Ω 是半空间, 其中 φ : Rn−1 → R.
本文分别在有界域和全空间考虑如下半线性分数阶方程:

(−∆)su(x) = f(u(x)).

在阐述主要结果之前, 我们先引入一些记号. 记 x = (x′, xn), 其中 x′ = (x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1, τ ∈ R,
令 uτ (x) = u(x′, xn + τ), wτ (x) = uτ (x)− u(x).

与移动平面法类似, 狭窄区域原理为滑动方法滑动区域提供起始位置, 因此, 首先建立如下狭窄

区域原理.

定理 1.1 (狭窄区域原理) 令 D 为 Rn 中的有界狭窄区域, 假设 u ∈ L2s ∩C1,1
loc (D), wτ 在 D 中

下半连续并且满足 (−∆)swτ (x) + c(x)wτ (x) > 0, x ∈ D,

wτ (x) > 0, x ∈ Dc,
(1.2)

其中 c(x) 在 D 中下方有界. 假设 D 在 xn 方向狭窄, 记 dn(D) 为 D 在 xn 方向的宽度, 且满足

dn(D)
∣∣∣ inf

D
c(x)

∣∣∣ 1
2s 6 C, (1.3)

则有

wτ (x) > 0, x ∈ D. (1.4)

更进一步, 可以得到

wτ (x) > 0, x ∈ D 或 wτ (x) ≡ 0, x ∈ Rn. (1.5)

若 Ω 是在 xn 方向的有界凸区域, 令 Ωτ = Ω− τen, 其中 en = (0, . . . , 0, 1), 这是由 Ω 向下滑动 τ

个单位得到的. 显然, 当 τ 充分接近 Ω 在 xn 方向的宽度时, Ω ∩ Ωτ 是一个狭窄区域. u 在 Ω 的余集

内是单调的, 这保证可以使用定理 1.1 得到

wτ (x) > 0, x ∈ Ω ∩ Ωτ . (1.6)

这为第 1步滑动区域 Ωτ 提供起点. 在第 2步中, 继续向上滑动 Ωτ 并且保持 (1.6)滑动至极限位

置时一直成立. 如果可以一直滑动区域至 τ = 0, 那么就推出解在 xn 方向单调递增.

为使上述两步得以进行, 我们需要对 u 加上一些外部条件. 令

u(x) = φ(x), x ∈ Ωc, (1.7)

且设

(H) 任意 3 点 x = (x′, xn)、y = (x′, yn) 和 z = (x′, zn) 位于平行于 xn 轴的直线上, 满足 yn <

xn < zn, 这里 y, z ∈ Ωc, 且有

φ(y) < u(x) < φ(z), 如果 x ∈ Ω, (1.8)

φ(y) 6 φ(x) 6 φ(z), 如果 x ∈ Ωc. (1.9)
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注 1.1 文献 [24] 同样假设了条件 (1.8) 和 (1.9) 成立 (其中 Ωc 改为 ∂Ω).

应用滑动方法, 我们得到了分数阶方程在有界域中解的单调性.

定理 1.2 令 Ω 为 Rn 中在 xn 方向凸的有界区域. 设 u ∈ L2s ∩ C1,1
loc (Ω) 为方程(−∆)su(x) = f(u(x)), x ∈ Ω,

u(x) = φ(x), x ∈ Ωc
(1.10)

的解并且满足条件 (H). 假设 f 是 Lipschitz 连续函数, 则 u 在 Ω 内关于 xn 是单调递增的, 即对于任

意的 τ > 0, 有

u(x′, xn + τ) > u(x′, xn), 对任意的 (x′, xn), (x
′, xn + τ) ∈ Ω.

为了在无界区域中利用滑动方法, 我们需证明下述极大值原理.

定理 1.3 (无界区域极值原理) 令 D 是 Rn 中的开集 (可能无界、不连通), 设

lim
k→∞

|Dc ∩ (B2k+1(q)\B2k(q))|
|B2k+1(q)\B2k(q)|

> 0, (1.11)

其中 q 是 D 中的任意点. 令 u ∈ L2s ∩ C1,1
loc (D) 是上方有界的下半连续函数且满足(−∆)su+ c(x)u(x) 6 0, 在 D 内 u(x) > 0 的点处,

u(x) 6 0, x ∈ Rn\D
(1.12)

和 c(x) > 0, 则有 u(x) 6 0, x ∈ D.
注 1.2 Dipierro 等 [28] 利用文献 [29] 中的增长引理证明了外锥条件 (Dc 含有开的连通无穷锥)

下的极大值原理. 这里利用新的方法来证明,即利用 s下调和函数的 Poisson表示,并将外锥条件减弱

为 (1.11). 为更清晰起见, 下面列出几类满足条件 (1.11) 但不满足外锥条件的区域:

(1) 带形区域 (见图 1): D = {x | 2k < xn < 2k + 1, k = 0,±1,±2, . . .} (不连通);

(2) 环形区域 (见图 2): D = {x | 2k < |x| < 2k + 1, k = 0, 1, 2, . . .} (不连通);

(3) Archimedes 螺线 (见图 3) (连通),

这里 D 为阴影部分区域.

Berestycki 等 [30] 对方程

−∆u = f(u), x ∈ Rn

图 1 带形区域 图 2 环形区域 图 3 Archimedes 螺线
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得到了解的单调性, 其中要求 f 在 [−1,−1 + δ] 和 [1− δ, 1] 上非增. 此外, 还需满足

f = f(u) 在 [−1, 1] 上 Lipschitz 连续并且 f(±1) = 0. (1.13)

当考虑分数阶方程时, 这些关于 f 的假设条件同样也需要 (参见文献 [28]). 下面应用滑动方法所得单

调性结果不需要条件 (1.13).

定理 1.4 设 u ∈ L2s ∩ C1,1
loc (Rn) 是方程

(−∆)su(x) = f(u(x)), x ∈ Rn, (1.14)

|u(x)| 6 1

的解, 满足

u(x′, xn) −→
xn→±∞

±1 关于 x′ = (x1, . . . , xn−1) 一致成立. (1.15)

设 f(·) 是 [−1, 1] 上的连续函数, 且存在 δ > 0 使得

f 在 [−1,−1 + δ] 和 [1− δ, 1] 上非增, (1.16)

则 u(x) 关于 xn 单调增, 并且仅依赖于 xn.

注 1.3 定理 1.4 与 De Giorgi 猜想 [31] 密切相关, 即若 u 是方程

−∆u(x) = u(x)− u3(x), x ∈ Rn (1.17)

的解, 满足

|u(x)| 6 1, lim
xn→±∞

u(x′, xn) = ±1, ∀ x′ ∈ Rn−1,
∂u

∂xn
> 0,

则存在向量 a ∈ Rn−1 和函数 u1 : R→ R 使得

u(x′, xn) = u1(a · x′ + xn), ∀x ∈ Rn.

注意到 f(u) = u − u3 满足条件 (1.16), 定理 1.4 中需要假设当 xn → ±∞ 时 u 一致收敛, 而 De

Giorgi 猜想中的假设仅为逐点收敛.

本文采用新的想法. 传统做法是像文献 [28, 30] 一样沿着一列方程来做估计, 我们的做法是沿着

一列趋于极大值的点列利用

(−∆)su(x)− (−∆)suτ (x)

所定义的奇异积分来做估计.这就削弱了条件 (1.13),因此只需在定理 1.4中假设 f 是连续函数. 在这

一过程中, 下述平均值不等式发挥着至关重要的作用.

引理 1.1 (推广的平均值不等式) 假设 u ∈ L2s ∩C1,1
loc (Rn), x̄ 是 u 在 Rn 中的极大值点, 则对于

任意的 r > 0, 有

C0

Cn,s
r2s(−∆)su(x̄) + C0

∫
Bc

r(x̄)

r2s

|x̄− y|n+2s
u(y)dy > u(x̄),

其中 C0 满足

C0

∫
Bc

r(x̄)

r2s

|x̄− y|n+2s
dy = 1.
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特别地, 当 u 在 x̄ 处是 s 下调和函数时, 上述不等式变为

u(x̄) 6
∫
Bc

r(x̄)

u(y) dµ(y), (1.18)

这里
∫
Bc

r(x̄)
dµ(y) = 1. 不等式 (1.18) 右端的积分实际上是 u 在球 Br(x̄) 外的加权平均. 这一不等式

为证明无界区域极值原理 (定理 1.3) 提供方便, 相信这一平均值不等式将成为分析分数阶方程的重要

工具.

下文内容组织如下: 第 2 节建立狭窄区域原理且应用滑动方法得到解在有界域的单调性, 第 3 节

证明无界区域的极大值原理并给出一些应用, 第 4 节在全空间得到解的严格单调性和仅依赖于 xn 的

性质.

2 狭窄区域极值原理和单调性

定理 1.1 的证明 假设 (1.4) 不成立, 则由 wτ 在 D̄ 的下半连续性可知存在一点 x0 使得

wτ (x0) = min
D̄

wτ (x) < 0. (2.1)

由 (1.2) 和 (1.3) 可得

(−∆)swτ (x0) + c(x0)w
τ (x0)

= Cn,sPV

∫
Rn

wτ (x0)− wτ (y)

|x0 − y|n+2s
dy + c(x0)w

τ (x0)

6 Cn,sw
τ (x0)PV

∫
Dc

1

|x0 − y|n+2s
dy + inf

D
c(x) wτ (x0)

6 wτ (x0)

(
C

d2sn (D)
+ inf

D
c(x)

)
< 0, (2.2)

其中 dn(D) 表示区域 D 在 xn 方向的宽度. 上式中倒数第二个不等号成立采用与文献 [19] 相同的

技巧.

不等式 (2.2) 与 (1.2) 矛盾, 因此,

wτ (x) > 0, x ∈ D.

基于上述结果, 如果在一点 x ∈ D 处满足 wτ (x) = 0, 那么 x 为 wτ 在 D 内的极小点. 如果在 Rn

内 wτ ̸≡ 0, 则有

(−∆)swτ (x) = Cn,sPV

∫
Rn

wτ (x)− wτ (y)

|x− y|n+2s
dy < 0.

这与

(−∆)swτ (x) = (−∆)swτ (x) + c(x)wτ (x) > 0

矛盾. 因此,

wτ (x) > 0, x ∈ D 或 wτ (x) ≡ 0, x ∈ Rn.

这就完成了定理 1.1 的证明.

6
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为了说明如何应用滑动方法, 我们仅对 D 为椭球或矩形的情形加以证明. 当 D 为 Rn 中任意有

界凸区域 (在 xn 方向凸) 时, 证明是类似的.

定理 1.2 的证明 对 τ > 0, 记

uτ (x) = u(x′, xn + τ).

上述函数在 Ωτ = Ω− τen 上有定义, 这一区域是通过沿着与 xn 轴平行的方向将 Ω 向下滑动 τ 个单

位得到的, 其中 en = (0, . . . , 0, 1). 记

Dτ := Ωτ ∩ Ω, τ̃ = sup{τ | τ > 0, Dτ ̸= ∅}

和

wτ (x) = uτ (x)− u(x), x ∈ Dτ .

与 u 在 Ω 内满足方程 (1.10) 一样, uτ 在 Ωτ 内也满足同样的方程 (1.10). 因此, wτ 满足

(−∆)swτ (x) = cτ (x)wτ (x), x ∈ Dτ , (2.3)

其中

cτ (x) =
f(uτ (x))− f(u(x))

uτ (x)− u(x)

是 L∞ 函数, 满足

cτ (x) 6 C, ∀x ∈ Dτ .

本定理旨在证明

wτ (x) > 0, x ∈ Dτ , 对任意的 0 < τ < τ̃ , (2.4)

这表明 u 关于 xn 方向严格单调增.

第 1 步 (见图 4) 由定理 1.1 得

wτ (x) > 0, 当 τ 充分接近于 τ̃ 和 Dτ 狭窄时. (2.5)

第 2 步 (见图 5) 不等式 (2.5) 为滑动过程提供起点. 减小 τ 直至极限位置并保持 (2.5) 成立.

定义

τ0 = inf{τ | wτ (x) > 0, x ∈ Dτ ; 0 < τ < τ̃}.

下面证明

τ0 = 0.

如果上式不成立, 则有 τ0 > 0, 我们将证明 Ωτ 能够继续向上滑动一点点并且仍然有

wτ (x) > 0, x ∈ Dτ , 对任意的 τ0 − ε < τ 6 τ0 (2.6)

成立. 这与 τ0 的定义矛盾.

因为

wτ0(x) > 0, x ∈ Dτ0 ,

7
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x
n

图 4 (网络版彩图) 起始位置. 黑色边框 = ∂Ω, 红色边框 = ∂Ωτ , 阴影部分 = 狭窄区域部分

K

x
n

图 5 (网络版彩图) 终止位置. 黑色边框 = ∂Ω, 红色边框 = ∂Ωτ , 绿色边框 = ∂Ωτ−ε, 蓝色边框 = ∂K, 阴影

区域 = 狭窄区域

且

wτ0(x) > 0, x ∈ Ω ∩ ∂Dτ0 ,

8
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所以,

wτ0(x) ̸≡ 0, x ∈ Dτ0 .

如果存在一点 x 使得 wτ0(x) = 0, 则 x 是极小值点并且

(−∆)swτ0(x) = Cn,sPV

∫
Rn

wτ0(x)− wτ0(y)

|x− y|n+2s
dy < 0.

这与

(−∆)swτ0(x) = f(uτ0(x))− f(u(x)) = 0

矛盾. 因此,

wτ0(x) > 0, x ∈ Dτ0 . (2.7)

现在从 Dτ0 中取一个闭集 K ⊂ Dτ0 使得 Dτ0\K 狭窄. 由 (2.7) 可知,

wτ0(x) > C0 > 0, x ∈ K.

由 wτ 关于 τ 的连续性可得, 存在一个小的 ε > 0, 使得

wτ0−ε(x) > 0, x ∈ K.

此外, 从条件 (H) 可得

wτ0−ε(x) > 0, x ∈ (Dτ0−ε)c.

因为 (Dτ0−ε\K)c = K ∪ (Dτ0−ε)c, 所以,(−∆)swτ0−ε(x)− cτ0−ε(x)wτ0−ε(x) = 0, x ∈ Dτ0−ε\K,

wτ0−ε(x) > 0, x ∈ (Dτ0−ε\K)c.
(2.8)

应用定理 1.1 可得 (2.6) 成立. 因此, 我们得到矛盾并且有

wτ (x) > 0, x ∈ Dτ , 对任意的 0 < τ < τ̃ . (2.9)

因为

wτ (x) ̸≡ 0, x ∈ Dτ , 对任意的 0 < τ < τ̃ ,

所以, 若存在一点 xo 使得 wτ (xo) = 0, 那么 xo 是极小值点并且有

(−∆)swτ (xo) = Cn,sPV

∫
Rn

wτ (xo)− wτ (y)

|xo − y|n+2s
dy < 0.

这与

(−∆)swτ (xo) = f(uτ (xo))− f(u(xo)) = 0

矛盾. 因此, (2.4) 成立.

这就完成了定理 1.2 的证明.

9
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3 无界区域极大值原理及其应用

3.1 定理 1.3 的证明

记

u+ := max{u, 0}, u− := min{u, 0}

和

D+ := {x ∈ D : u(x) > 0}.

下面分 3 步来证明.

第 1 步 这一步证明

(−∆)su+ 6 0, x ∈ D+. (3.1)

事实上, 若 x ∈ D+, 则

(−∆)su+(x) = Cn,sPV

∫
Rn

u+(x)− u+(y)
|x− y|n+2s

dy

= Cn,sPV

∫
D+

u+(x)− u+(y)
|x− y|n+2s

dy + Cn,sPV

∫
Rn\D+

u+(x)− u+(y)
|x− y|n+2s

dy

= Cn,sPV

∫
D+

u(x)− u(y)
|x− y|n+2s

dy + Cn,sPV

∫
Rn\D+

u(x)− u(y)
|x− y|n+2s

dy

+ Cn,sPV

∫
Rn\D+

u−(y)

|x− y|n+2s
dy

= (−∆)su(x) + Cn,sPV

∫
Rn\D+

u−(y)

|x− y|n+2s
dy

6 (−∆)su(x).

从而,

(−∆)su+ + c(x)u+ 6 (−∆)su+ c(x)u 6 0, x ∈ D+.

这就证得 (3.1) 成立.

第 2 步 第 1 步证明了 u+ 是 D+ 中的下调和函数. 这一步将 u+ 与 s- 调和函数 û 比较. 拟证明

u+(x) 6 û(x), x ∈ Br(0), 对任意的 r > 0, (3.2)

其中

û(x) =


∫
|y|>r

Pr(y, x)u
+(y)dy, |x| < r,

u+(x), |x| > r,

(3.3)

这里 Pr(y, x) 为 Poisson 核, 形为

Pr(y, x) =

B(n, s)

(
r2 − |x|2

|y|2 − r2

)s
1

|x− y|n
, |y| > r,

0, |y| < r,

10
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其中

B(n, s) =
Γ(n/2)

π
n
2 +1

sin(πs).

已知 û(x) (参见文献 [20]) 满足

(−∆)sû(x) = 0, |x| < r.

记 v(x) = u+(x)− û(x), 显然, v(x) ≡ 0, x ∈ Bc
r(0). 若 (3.2) 不成立, 则存在一点 x̄ ∈ Br(0) 使得

v(x̄) = sup
Br(0)

v(x) > 0.

若 x̄ ∈ (D+)c, 则有

v(x̄) = u+(x̄)− û(x̄) = −û(x̄) 6 0.

因此, x̄ ∈ D+.

由 (3.1) 可得

(−∆)sv(x̄) = (−∆)su+(x̄)− (−∆)sû(x̄) 6 0.

因为 x̄ 是 v 在 Br(0) 中的极大值点, 直接计算可得

(−∆)sv(x̄) = Cn,sPV

∫
Rn

v(x̄)− v(y)
|x̄− y|n+2s

dy > 0.

自然矛盾. 因此, (3.2) 成立.

第 3 步 基于前两步中 u+ 的性质, 这一步证明

u+(x) ≡ 0, x ∈ D.

如果结论不成立, 由于 u 是上方有界的, 所以,

+∞ > A := sup
Rn

u+ > 0, (3.4)

那么对于任意的 0 < γ < 1, 存在一点 x0 ∈ D 使得

u+(x0) > γA. (3.5)

为了方便, 不妨设 x0 = 0 且包含在 D 内 (经过平移, 只需用 x − x0 来代替 x). 我们将通过证明存在

一个不依赖于 γ 的正常数 C 使得 u+(0) < (1− C)A 得到矛盾.

定义

E(r)2s (x) =


0, |x| < r,

B(n, s)
r2s

(|x|2 − r2)s|x|n
, |x| > r,

则有

(E(r)2s ∗ u+)(x) = B(n, s)

∫
|y−x|>r

r2s

(|y − x|2 − r2)s|x− y|n
u+(y)dy,

11
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其中 ∗ 表示卷积. 根据 (3.3) 中 û 的定义可知,

û(x) = B(n, s)

∫
|y|>r

(r2 − |x|2)s

(|y|2 − r2)s|x− y|n
u+(y)dy, |x| < r.

从而,

û(0) = (E(r)2s ∗ u+)(0).

由 (3.2) 可得

u+(0) 6 û(0).

因此,

u+(0) 6 (E(r)2s ∗ u+)(0). (3.6)

直接计算可得 ∫
|x|>r

E(r)2s (x)dx = B(n, s)

∫
|x|>r

r2s

(|x|2 − r2)s|x|n
dy = 1. (3.7)

因为

u+(y) 6 A, x ∈ D 且 u+(y) = 0, x ∈ Dc,

所以, 从 (1.11) 可得存在 k0 > 0 使得

|Dc ∩ (B2i+1r\B2ir)| >
C0

2
|B2i+1r\B2ir|, 对任意的 i > k0. (3.8)

结合 (3.6)–(3.8), 得到

u+(0) 6 B(n, s)

∫
|y|>r

r2s

(|y|2 − r2)s|y|n
u+(y)dy

= B(n, s)

∫
D∩{|y|>r}

r2s

(|y|2 − r2)s|y|n
u+(y)dy

+AB(n, s)

∫
Dc∩{|y|>r}

r2s

(|y|2 − r2)s|y|n
dy

−AB(n, s)

∫
Dc∩{|y|>r}

r2s

(|y|2 − r2)s|y|n
dy

6 AB(n, s)

∫
{|y|>r}

r2s

(|y|2 − r2)s|y|n
dy

−AB(n, s)

∫
Dc∩{|y|>r}

r2s

(|y|2 − r2)s|y|n
dy

= A−AB(n, s)

∫
Dc∩{|y|>r}

r2s

(|y|2 − r2)s|y|n
dy

6 A−AB(n, s)

∞∑
i=k0

∫
Dc∩(B2i+1r\B2ir)

r2s

(|y|2 − r2)s|y|n
dy

12
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6 A− CA
∞∑

i=k0

r2s

(4i+1r2 − r2)s2n(i+1)rn
|Dc ∩ (B2i+1r\B2ir)|

6 A− CA
∞∑

i=k0

1

(4i+1 − 1)s2n(i+1)
2in

= (1− C1)A, (3.9)

这里 C1 不依赖于 γ 的选取. 在 (3.5) 中选取 γ 使其充分接近于 1 即可得到矛盾. 因此,

u+(x) = 0, x ∈ D,

从而,

u 6 0, x ∈ D.

这就完成了定理 1.3 的证明.

3.2 极大值原理的应用

众所周知, 极大值原理在偏微分理论分析中发挥着重要的作用. 下面两个引理给出简单的应用.

定义

Rn
+ = {x = (x1, . . . , xn) | xn > 0}.

引理 3.1 令 u ∈ L2s ∩ C1,1
loc (Rn

+) ∩ C(Rn
+) 是方程

(−∆)su = f(u), x ∈ Rn
+,

u > 0, x ∈ Rn
+,

u = 0, x /∈ Rn
+

的有界非负解. 函数 f = f(u) 是非增的, 则 u 在 xn 方向严格单调增.

证明 令

D = Rn
+,

uτ (x) = u(x′, xn + τ)

和

Uτ (x) = u(x)− uτ (x).

因为 f(u) 是非增的,

在 D 内 Uτ (x) > 0 的点处 f(u(x))− f(uτ (x)) 6 0,

所以,

在 D 内 Uτ (x) > 0 的点处 (−∆)sUτ (x) 6 0.

此外,

Uτ (x) 6 0, x /∈ Rn
+.

13
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应用定理 1.3 可得

Uτ (x) 6 0, x ∈ Rn
+, 对任意的 τ > 0.

下证

Uτ (x) < 0, x ∈ Rn
+, 对任意的 τ > 0.

如果上式不成立, 那么存在一点 x0 ∈ Rn
+ 使得

Uτ (x0) = 0 = max
Rn

Uτ (x).

因为在 Rn 中 Uτ (x) ̸≡ 0, 所以,

(−∆)sUτ (x0) = Cn,sPV

∫
Rn

0− Uτ (y)

|x0 − y|n+2s
dy < 0,

这与

(−∆)sUτ (x0) = f(u(x0))− f(uτ (x0)) = 0

矛盾. 因此, u 沿着 xn 方向严格单调增.

这就证明了引理 3.1.

引理 3.2 假设 u ∈ L2s ∩ C1,1
loc (Rn) 是方程

(−∆)su(x) = f(u(x)), x ∈ Rn

的解, 且满足

|u(x)| 6 1, ∀x ∈ Rn,

lim
xn→±∞

u(x′, xn) = ±1 一致关于 x′ ∈ Rn−1 成立. (3.10)

设存在 δ > 0 使得

f 在区间 [−1,−1 + δ]和 [1− δ, 1] 上非增, (3.11)

则对充分大的 τ , uτ (x) > u(x) 在 Rn 中成立.

证明 下面应用定理 1.3 (极大值原理) 来证明该引理. 记

Uτ (x) = u(x)− uτ (x), x ∈ Rn.

我们将对充分大的 τ, 证明

Uτ (x) 6 0, x ∈ Rn. (3.12)

如果上述结论不成立, 则

sup
Rn

Uτ (x) =: A > 0. (3.13)

首先, 考虑函数 Uτ (x)− A
2 . 由 (3.10) 可知存在一个常数 a > 0 使得

u(x′, xn) > 1− δ, xn > a

14
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和

u(x′, xn) 6 −1 + δ, xn 6 −a

成立, 且存在正常数 M > a 使得

Uτ (x)− A

2
6 0, x ∈ Rn−1 × [M,+∞). (3.14)

其次, 对任意的 τ > 2a, 无论 x 在什么位置, x 和 x+ (0′, τ) 中总有一个点位于区域 {x : |xn| > a}
之内. 我们有

uτ (x′, xn) > 1− δ (如果 xn > a), (3.15)

或者

u(x′, xn) 6 −1 + δ (如果 xn 6 −a) (3.16)

成立, 这里 f 是非增的. 因此,

f(u(x))− f(uτ (x)) 6 0 在 D = Rn−1 × (−∞,M) 内满足 u(x) > uτ (x) 的点处成立.

从而,

(−∆)s
(
Uτ − A

2

)
6 0 在 D 内满足 Uτ (x)− A

2
> 0 的点处成立.

由 (3.14) 和定理 1.3 可得

Uτ (x)− A

2
6 0, x ∈ Rn.

这与 (3.13) 矛盾, 因此证得 (3.12), 完成了引理 3.2 的证明.

4 RnRnRn 内的单调性

本节主要证明定理 1.4. 下面给出证明概要. 记 x = (x′, xn). 对任意的 τ ∈ R, 定义

uτ (x) = u(x′, xn + τ)

和

Uτ (x) = u(x)− uτ (x).

我们的目的是证明对于任意的 τ > 0, 都有

Uτ (x) < 0, x ∈ Rn.

上式可通过

Uτ (x) 6 0, x ∈ Rn (4.1)

和类似于证明强极大值原理的方法得到.

首先对充分大的 τ 证明不等式 (4.1) 成立, 实际上这可从引理 3.2 直接得到. 这为开始滑动区域

提供起点.

15
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然后减小 τ 至极限位置并且始终保持不等式 (4.1) 成立. 定义

τ0 = inf {τ | Uτ (x) 6 0, x ∈ Rn}.

下证

τ0 = 0.

如果上式不成立, 我们证明 τ0 可以继续减小一点点并且保持不等式 (4.1) 成立, 这与 τ0 的定义矛盾.

由 Uτ 关于 τ 的连续性可知, 如果可以证明

sup
Rn

Uτ0(x) < 0 (4.2)

成立即可. 但是, 显然这是不可能的, 因为

lim
xn→±∞

Uτ0(x) = 0,

所以可以通过证明

sup
|xn|6a

Uτ0(x) < 0 (4.3)

来达到目的. 因为这里不能使用极大值原理 (定理 1.3), 所以需要引入推广的平均值不等式, 在一列相

关函数的极大值点处导出矛盾.

从 (4.3) 立即可得存在小的 ε > 0, 使得

Uτ (x) 6 0, |xn| 6 a, τ ∈ (τ0 − ε, τ0].

因此, 只需证明

Uτ (x) 6 0, |xn| > a, τ ∈ (τ0 − ε, τ0].

上式的证明类似引理 3.2.

下面给出定理 1.4 的证明. 将证明分为 3 步.

第 1 步 由引理 3.2 可得

Uτ (x) 6 0, x ∈ Rn, τ > 2a. (4.4)

第 2 步 不等式 (4.4) 为滑动区域提供起始位置. 从 τ = 2a 开始减小 τ, 并且证明对任意的

0 < τ < 2a, 有

Uτ (x) 6 0, x ∈ Rn. (4.5)

定义

τ0 = inf {τ | Uτ (x) 6 0, x ∈ Rn}.

下证 τ0 = 0. 如果不成立, 我们将证明 τ0 可以继续减小一点点并且保持不等式 (4.5) 成立.

(i) 首先证明

sup
Rn−1×[−a,a]

Uτ0(x) < 0. (4.6)

16
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如果上式不成立, 则有

sup
Rn−1×[−a,a]

Uτ0(x) = 0,

并且存在一列

{xk} ⊂ Rn−1 × [−a, a], k = 1, 2, . . . ,

使得

Uτ0(xk)→ 0, k →∞.

令

η(x) =

ae
1

|x|2−1 , |x| < 1,

0, |x| > 1,
(4.7)

取 a = e 使得

η(0) = max
Rn

η(x) = 1.

记

ψk(x) = η(x− xk),

则存在一列 {εk} → 0 使得

Uτ0(xk) + εkψk(x
k) > 0.

对任意的 x ∈ Rn\B1(x
k), 注意到 Uτ0(x) 6 0 和 ψk(x) = 0, 有

Uτ0(xk) + εkψk(x
k) > Uτ0(x) + εkψk(x), 对任意的 x ∈ Rn\B1(x

k).

因此, 存在一点 x̄k ∈ B1(x
k) 使得

Uτ0(x̄k) + εkψk(x̄
k) = max

Rn
(Uτ0(x) + εkψk(x)) > 0. (4.8)

此外, 从 Uτ0(x̄k) + εkψk(x̄
k) > Uτ0(xk) + εkψk(x

k) 和 ψk(x̄
k) 6 ψk(x

k), 可以看出

0 > Uτ0(x̄k) > Uτ0(xk).

因此,

Uτ0(x̄k)→ 0, k →∞. (4.9)

由 f 的连续性可得

(−∆)s(Uτ0 + εkψk)(x̄
k) = f(u(x̄k))− f(uτ0(x̄k)) + Cεk → 0, k →∞. (4.10)

为了使用极大值原理 (定理 1.3) 来推导矛盾, 注意到极大值原理成立需要用到不等式 (3.6), 对应到这

里, 需要

(−∆)s(Uτ0 + εkψk)
+(x) 6 0, x ∈ Rn.

这是很难实现的. 因此, 下面引入推广的平均值不等式.

17
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引理 4.1 (推广的平均值不等式) 假设 u ∈ L2s ∩C1,1
loc (Rn), x̄ 为 u 在 Rn 内的一个极大值点, 则

对任意的 r > 0, 有

C0

Cn,s
r2s(−∆)su(x̄) + C0

∫
Bc

r(x̄)

r2s

|x̄− y|n+2s
u(y)dy > u(x̄), (4.11)

这里 C0 满足

C0

∫
Bc

r(x̄)

r2s

|x̄− y|n+2s
dy = 1.

证明 由定义可得

(−∆)su(x̄) = Cn,sPV

∫
Rn

u(x̄)− u(y)
|x̄− y|n+2s

dy

> Cn,s

∫
Bc

r(x̄)

u(x̄)− u(y)
|x̄− y|n+2s

dy

= −Cn,s

∫
Bc

r(x̄)

u(y)

|x̄− y|n+2s
dy + Cn,su(x̄)

∫
Bc

r(x̄)

1

|x̄− y|n+2s
dy

= −Cn,s

∫
Bc

r(x̄)

u(y)

|x̄− y|n+2s
dy + Cn,s

∫
Bc

1(0)

1

|y|n+2s
dy
u(x̄)

r2s
.

在上式两端同乘以 C0

Cn,s
r2s 即可得到 (4.11), 这里

C0 =
1∫

Bc
1(0)

1
|y|n+2s dy

.

这就完成了引理 4.1 的证明.

注 4.1 回顾 (3.6) 中 E(r)2s ∗ u+ 的定义,

(E(r)2s ∗ u+)(x) = B(n, s)

∫
Br(x)

r2s

(|y − x|2 − r2)s|x− y|n
u+(y)dy,

极大值原理 (定理 1.3) 的证明是利用积分平均思想, 其中积分核是 r2s

(|y−x|2−r2)s|x−y|n . 类似地, 这里也

采用了积分平均的思想, 这里的积分核是 r2s

|x̄−y|n+2s . 当 |y| 充分大时, 它们都等价于 r2s

|y|n+2s .

下面继续证明定理 1.4.

对函数 Uτ0 + εkψk 应用引理 4.1 可得

C1(−∆)s(Uτ0 + εkψk)(x̄
k) + C2

∫
Bc

2(x̄
k)

(Uτ0 + εkψk)(y)

|x̄k − y|n+2s
dy > (Uτ0 + εkψk)(x̄

k).

结合 (4.9) 和 (4.10), 以及 εk → 0, 可得

0←
∫
Bc

2(x̄
k)

Uτ0(y)

|x̄k − y|n+2s
dy =

∫
Bc

2(0)

Uτ0(z + x̄k)

|z|n+2s
dz, k →∞. (4.12)

记

uk(x) = u(x+ x̄k), Uτ0
k (x) = Uτ0(x+ x̄k).

因为 u(x) 是一致连续的, 利用 Arzelà-Ascoli 定理, 可知存在子列

uk(x)→ u∞(x), x ∈ Rn, 当 k →∞ 时,

18
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又由 (4.12) 可得

Uτ0
k (x)→ 0, x ∈ Bc

2(0), 一致地, 当 k →∞ 时.

因此,

u∞(x)− uτ0∞(x) ≡ 0, x ∈ Bc
2(0).

因为 {x̄kn} 有界, 所以由 (1.15) 可得

u∞(x′, xn) −→
xn→±∞

±1, 一致关于 x′ = (x1, . . . , xn−1) 成立. (4.13)

因此,

u∞(x′, xn) = u∞(x′, xn + τ0) = u∞(x′, xn + 2τ0) = · · · = u∞(x′, xn + kτ0) (4.14)

对任意的 k ∈ N 成立.

在 (4.13)中取 xn 趋近于负无穷使得 u∞(x′, xn)趋近于 −1,然后取 k充分大使得 u∞(x′, xn+kτ0)

趋近于 1, 显然这是不可能的. 因此, (4.6) 必成立.

(ii) 下证存在 ε > 0 使得

Uτ (x) 6 0, ∀x ∈ Rn, ∀ τ ∈ (τ0 − ε, τ0]. (4.15)

首先, (4.6) 说明存在小的 ε > 0 使得

sup
Rn−1×[−a,a]

Uτ (x) < 0, ∀ τ ∈ (τ0 − ε, τ0]. (4.16)

因此, 只需证明

sup
Rn\(Rn−1×[−a,a])

Uτ (x) 6 0, ∀ τ ∈ (τ0 − ε, τ0]. (4.17)

如果上式不成立, 则

sup
Rn\(Rn−1×[−a,a])

Uτ (x) =: A > 0, ∀ τ ∈ (τ0 − ε, τ0]. (4.18)

由渐近条件 (1.15), 不妨设存在 M > a 使得

Uτ (x) 6 A

2
, x ∈ Rn\(Rn−1 × [−M,M ]), ∀ τ ∈ (τ0 − ε, τ0]. (4.19)

记

D1 = (Rn−1 × (a,M)) ∪ (Rn−1 × (−M,−a)),

则

Dc
1 = Rn\(Rn−1 × [−M,M ]) ∪ (Rn−1 × [−a, a]).

考虑函数 Uτ (x)− A
2 . 首先, 由 (4.16) 和 (4.19) 可知,

Uτ (x)− A

2
6 0, x ∈ Dc

1, ∀ τ ∈ (τ0 − ε, τ0]. (4.20)
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其次, 对任意的 τ ∈ (τ0 − ε, τ0], 在 Dc
1 内满足 Uτ (x) − A

2 > 0 的点处有 u(x) > uτ (x). 如果

x ∈ Rn−1 × (a,M), 那么 u(x), uτ (x) > 1 − δ, 且由 f 的单调性知, f(u(x)) 6 f(uτ (x)). 如果 x ∈
Rn−1 × (−M,−a), 那么 −1 + δ > u(x) > uτ (x). 同样由 f 的单调性知, f(u(x)) 6 f(uτ (x)).

因此,

(−∆)s
(
Uτ (x)− A

2

)
= f(u(x))− f(uτ (x)) 6 0, x ∈

{
x ∈ Dc

1

∣∣∣∣Uτ (x) >
A

2

}
. (4.21)

结合 (4.20) 和 (4.21), 应用定理 1.3, 得到

Uτ (x)− A

2
6 0, x ∈ Rn, ∀ τ ∈ (τ0 − ε, τ0].

这与 (4.18) 矛盾. 因此, (4.17) 成立. 这就证得 (4.15), 而这与 τ0 的定义矛盾. 因此, (4.5) 成立.

第 3 步 这一步证明 u 关于 xn 严格单调增并且 u(x) 仅依赖于 xn.

结合前两步, 已有

Uτ (x) 6 0, x ∈ Rn, ∀ τ > 0.

基于此, 如果存在一点 xo ∈ Rn 使得 Uτ (xo) = 0, 那么 xo 是 Uτ 在 Rn 中的一个极大值点并且有

(−∆)sUτ (xo) = f(u(xo))− f(uτ (xo)) = 0.

因为在 Rn 内 Uτ (y) ̸≡ 0, 所以直接计算可得

(−∆)sUτ (xo) = Cn,sPV

∫
Rn

−Uτ (y)

|xo − y|n+2s
dy > 0.

这与 (−∆)sUτ (xo) = 0 矛盾. 因此,

Uτ (x) < 0, x ∈ Rn, ∀ τ > 0.

这表明 u 关于 xn 严格单调增.

下证 u(x) 仅依赖于 xn. 事实上, 从证明过程可以看出, 如果将 uτ (x) 换为 u(x+ τν), 那么结论仍

然成立, 这里 ν = (ν1, . . . , νn), νn > 0. 类似第 1 和 2 步的证明, 对任意的 ν, 可得

u(x+ τν) > u(x), ∀ τ > 0, x ∈ Rn.

令 νn → 0, 由 u 的连续性, 对任意的 ν, νn = 0, 可以得到

u(x+ τν) > u(x).

从而对任意的 ν, νn = 0, 有 u(x+ τν) = u(x), 这表明 u 不依赖于 x′, 从而, u(x) = u(xn).

这就证明了定理 1.4.
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Monotonicity of solutions for fractional equations with De
Giorgi type nonlinearities

Leyun Wu & Wenxiong Chen

Abstract In this paper, we develop a sliding method for the fractional Laplacian. We first obtain the key
ingredients needed in the sliding method either in a bounded domain or in the whole space, such as narrow
region principles and maximum principles in unbounded domains. Then using semi-linear equations involving the
fractional Laplacian in both bounded domains and in the whole space, we illustrate how this new sliding method
can be employed to obtain monotonicity of solutions. Some new ideas are introduced, among which, one is to use
the Poisson integral representation of s-subharmonic functions in deriving the maximum principle, and the other
is to estimate the singular integrals defining the fractional Laplacians along a sequence of approximate maximum
points by using a generalized average inequality. We believe that this new inequality will become a useful tool in
analyzing fractional equations.

Keywords the fractional Laplacian, maximum principle in unbounded domains, narrow region principle,

average inequality, monotonicity, sliding method
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