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摘要 在图的支撑树最优化中,有两个重要的优化指标:伸展度和层叠度.由此提出两个组合最优化问

题: 最小伸展支撑树问题, 求一个图的支撑树, 使得当所有边嵌入到此支撑树时, 这些边的最大伸展距

离为最小; 最小层叠支撑树问题, 求一个图的支撑树, 使得当所有边嵌入到此支撑树时, 每条树边上的

最大重叠边数为最小. 这两个问题确定出两个图论参数: 树展和树层. 本文主要论述树展和树层的基

本结构性质, 包括圈与余圈的对偶性、极值性、上下界、最优性刻画和最优值计算等.
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1 引言

在稀疏矩阵计算、VLSI (very large scale integration) 电路布线、互连网设计和网络通信中提出一

系列图的标号和嵌入问题 (参见文献 [1,2]). 以电路布线为例, 一个嵌入方式的质量优劣有两个衡量指

标: (1) 伸展度 (dilation 或 stretch), 如元件之间的导线长度; (2) 层叠度 (congestion), 如导线之间的重

叠程度. 导线太长会导致信号衰减; 重叠线太多会产生信号干扰. 于是在系统设计中要求这两个指标

尽可能小. 这一纵一横的两个指标成为众多网络嵌入问题的优化度量. 如下的两个一般理论框架概括

了广阔的研究领域.

设 G 是一个简单图, 其顶点集为 V (G), 边集为 E(G), 且 |V (G)| = n. 由伸展度引出如下广义带

宽问题. 图 G 称为客图. 给定另一个主图 H. 客图 G 在主图 H 上的嵌入是指单射 f : V (G) → V (H).

这可解释为电路 G 在底板 H 上的安装. 从 G 到 H 的嵌入 f 的广义带宽定义为

BH(G, f) := max
uv∈E(G)

dH(f(u), f(v)), (1.1)
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其中 dH(x, y) 表示在图 H 中 x 与 y 之间的距离. 进而, 图 G 相对于 H 的广义带宽是

BH(G) := min{BH(G, f) : f是一个嵌入}. (1.2)

确定图的广义带宽就是求这样的嵌入,使得图 G嵌入 H 时,所有边两端的最大距离 (伸展度)为最小.

当主图 H 是 n 顶点路 Pn 时, 这个 BH(G) 就是通常意义的带宽 B(G) (参见文献 [1–4]). 当 H 是圈

Cn 时, BH(G) 称为循环带宽 Bc(G) (参见文献 [5–7]). 当 H 是二维格子图 Pn ×Pn 时, BH(G)称为二

维带宽 B2(G) (参见文献 [8, 9]).

由层叠度引出如下的广义割宽问题. 设 P (H) 为图 H 中所有路的集. 客图 G 在主图 H 上的

嵌入是指一对单射 (f, φ), 其中 f : V (G) → V (H), φ : E(G) → P (H) 使得边 uv ∈ E(G) 对应于

φ(uv) ∈ P (H) 是连接 f(u) 与 f(v) 的路. 从 G 到 H 的嵌入 (f, φ) 的广义割宽定义为

cH(G, f, φ) := max
e∈E(H)

|{uv ∈ E(G) : e ∈ φ(uv)}|, (1.3)

其中 |{uv ∈ E(G) : e ∈ φ(uv)}| 称为边 e ∈ E(H) 的层叠度 (即当 G 的边嵌入 H 时, 在 e 处的重叠边

数). 进而, 图 G 相对于 H 的广义割宽是

cH(G) := min{cH(G, f, φ) : (f, φ)是一个嵌入}. (1.4)

当主图 H 是路 Pn 时, 这个 cH(G) 就是通常意义的割宽 c(G) (参见文献 [1, 2, 10, 11]). 当 H 是圈 Cn

时, cH(G) 称为循环割宽 ccw(G) (参见文献 [12, 13]). 当主图是二分树时, 参见文献 [14].

上述带宽 (伸展)和割宽 (层叠)有多种表现形式,演变出不同的网络优化问题.例如, Peleg和 Ull-

man [15] 从分布系统和通信网络中提出最小伸展支撑树问题 (minimum stretch spanning tree problem)

如下. 设 G 是简单连通图, T 是 G 的一个支撑树. 对边 uv ∈ E(G), 令 dT (u, v) 表示树 T 中 u 与 v 之

间的距离, 即 T 中唯一 u-v- 路的长度. 支撑树 T 的最大伸展定义为

σT (G,T ) := max
uv∈E(G)

dT (u, v). (1.5)

问题是求支撑树 T , 使得 σT (G,T ) 为最小. 设 T 为图 G 的支撑树的集, 则最小值

σT (G) := min{σT (G,T ) : T ∈ T } (1.6)

称为图 G 的树展 (tree stretch). 达到此最小值的支撑树称为最优树. 应用背景可以这样通俗地解释:

在一场大雪之后, 城市街道图 G 中只能把雪清扫出一个极小的连通子图—支撑树 T , 原来每条边的交

通流只能在 T 中绕行. 问应该选择怎样的支撑树 T , 才使绕行的最大距离为最小? 与 (1.1) 定义的广

义带宽相比较, 这里的主图 H 变成支撑树 T , 嵌入 f 是从 V (G) 到 V (T ) 的恒等映射, 边 uv ∈ E(G)

嵌入到 T 中的 u-v- 路. (1.5) 的伸展度 dT (u, v) 与 (1.1) 的伸展度 dH(f(u), f(v)) 是一致的. 所不同的

是, 前者的主图 H 给定, 而嵌入方式 f 变化; 后者的支撑树 T 变化, 嵌入方式随之变化 (其他变形参

见文献 [16]).

相对于层叠度, Ostrovskii [17]提出了最小层叠支撑树问题 (minimum congestion spanning tree prob-

lem) 如下. 对一条树边 e ∈ T , T − e 有两个分支, 设其顶点集分别为 Xe 和 Ye. 令 ∂(Xe) := {uv ∈
E(G) : u ∈ Xe, v ∈ Ye} 表示树边 e 确定的基本边割, 那么 |∂(Xe)| 称为 e 的层叠度, 即当图 G 嵌入树

T 时, 在 e 处的重叠边数. 支撑树 T 的最大层叠定义为

stc(G,T ) := max
e∈T

|∂(Xe)|. (1.7)
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问题是求支撑树 T , 使得 stc(G,T ) 为最小. 其最小值

stc(G) := min{stc(G,T ) : T ∈ T } (1.8)

称为图 G 的树层 (tree congestion). 仍以城市扫雪的例子来说, 问应该选择怎样的支撑树 T , 才使通

过每条树边的最大车流数为最小? 与 (1.3) 定义的广义割宽相比较, 这里的主图 H 是支撑树 T , 当边

uv ∈ E(G) 嵌入到 T 中的 u-v- 路时, 优化指标是在 e 处的重叠边数.

对最小伸展支撑树问题和最小层叠支撑树问题, 这里提出两个新的图论参数: 树展与树层. 优化

问题的目标是求支撑树 T , 使对应的图论参数为最小. 一旦支撑树求出, 其边嵌入也一并确定, 所以,

嵌入方式是自然确定的.

目前, 对最小伸展支撑树问题和最小层叠支撑树问题的研究, 使得图的最优嵌入领域再度活跃起

来. 其主要成果集中于如下几个方面:

(1) NP- 困难性. 最小伸展支撑树问题, 即使对二部弦图或平面图, 也是 NP- 困难的 (参见文

献 [18–21]). 最小层叠支撑树问题, 即使对分裂图或链图, 也是 NP- 困难的 (参见文献 [22]).

(2) 固定参数可解性. 对度有界的图或面度有界的平面图, 并对固定参数 k, 存在多项式时间算法

判定 σT (G) 6 k [21, 23]. 对平面图或度有界或树宽有界的图, 并对固定参数 k, 存在多项式时间算法判

定 stc(G) 6 k [24].

(3)特殊图类的参数计算.例如,已证明了对区间图、分裂图、置换图和凸二部图等具有 σT (G) 6 3

(参见文献 [19, 20, 25, 26]). 对特殊图的树层 stc(G) 有公式表示, 如完全二部图 Km,n 及平面格子图

Pm × Pn
[27,28]、完全 k- 部图 Kn1,n2,...,nk

及环面格子图 Cm × Cn
[28, 29]、柱面格子图 Cm × Cn

[30]、三

角网格图 Tn
[31]、象棋车图 Km ×Kn

[32]、外平面图 [33] 等.

关于图类刻画问题,已知判定 σT (G) 6 2是多项式时间可解的, 而判定 σT (G) 6 k (k > 4)是 NP-

完全的 (参见文献 [18, 34]). 刻画 σT (G) = 3 的图是一个长时间的征解问题 (文献 [18, 21] 等猜测它是

NP- 完全的). 本文给出一个充分必要条件的刻画.

在此基础上, 本文旨在研究两个图论参数树展 σT (G) 和树层 stc(G) 的结构性质, 如对偶性、最优

性刻画、极值性质、上下界和最优值计算等. 特别地有如下主要结果:

• σT (G) 6 3 的图类刻画, 并由此引出一个性质优良的图类—星分离图;

• stc(G) 6 3 的图类刻画, 并由此通向树层与树宽的关系;

• 对树展 σT (G) 最优值计算的对径边方法;

• 对树层 stc(G) 最优值计算的离散等周方法.

本文余下内容的安排如下. 第 2节给出两个图论参数的定义及基本性质,包括一些简单的上下界.

第 3 节讨论 σT (G) 6 3 和 stc(G) 6 3 的图类刻画, 将区间图、分裂图、置换图和凸二部图等概括为星

分离图, 并讨论树宽与树层的关系. 第 4 节论述计算树展 σT (G) 的对径边方法. 第 5 节论述计算树层

stc(G) 的离散等周方法.

2 定义与基本性质

图论术语和记号参见文献 [35]. 设 G 是 n 个顶点的简单连通图, 其顶点集为 V (G) 及边集为

E(G). 对子集 S ⊆ V (G), S 的邻集定义为 NG(S) := {v ∈ V (G) \ S : ∃u ∈ S, uv ∈ E(G)}. 对
顶点 v ∈ V (G), NG({v}) 简记为 NG(v). 对 S ⊆ V (G), G[S] 表示 S 的导出子图 (S,E(S)), 其中
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E(S) := {uv ∈ E(G) : u, v ∈ S}. 对边 e ∈ E(G), G− e 表示从 G 删去边 e 得到的图. 对不属于 E(G)

的边 e, G+ e 表示对 G 添加边 e 得到的图.

设 T 是 G 的一个支撑树. 按照文献 [35] 的习惯, 通常 T 也看作边的集合. T 的余树 T 定义为 T

在 E(G) 中的补集, 即 T = E(G) \ T . 对 e ∈ T , T + e 中的唯一圈称为由余树边 e 确定的基本圈. 最

小伸展支撑树问题等价于: 寻求支撑树 T , 使得它的最大基本圈长度为最小, 其中 σT (G) 等于这个基

本圈长度减 1. 由于支撑树 T 的所有基本圈构成 G 的圈空间的基, 因此, 最小伸展支撑树问题实质上

是圈空间的一个最优基问题.

从对偶的角度看, 对树边 e ∈ T , 设 T − e 的两个分支的顶点集为 Xe 和 Ye, 则它们之间的边割

∂(Xe) := {uv ∈ E(G) : u ∈ Xe, v ∈ Ye} 称为关于树边 e 的基本边割 (基本余圈). 由于支撑树 T 的所

有基本边割构成 G 的余圈 (键) 空间的基, 因此, 最小层叠支撑树问题实质上是余圈空间的一个最优

基问题. 从这个意义上说, 上述两个问题是对偶问题. 一个熟知的对偶性质是, 对 e′ ∈ T , e ∈ T 含于 e′

确定的基本圈当且仅当 e′ 含于 e 确定的基本余圈 ∂(Xe).

设 Pn、Cn 和 Kn 表示 n个顶点的路、圈和完全图. 两个图 G及 H 的 Cartesian乘积 G×H 是这

样的图, 其顶点集为 V (G)× V (H), 而两顶点 (u, v) 和 (u′, v′) 相邻当且仅当 [u = u′且 vv′ ∈ E(H)] 或

[v = v′且uu′ ∈ E(G)]. 两个图 G和 H 的强乘积 G⊗H 是指其顶点集为 V (G)×V (H),而两顶点 (u, v)

和 (u′, v′)相邻当且仅当 [u = u′且 vv′ ∈ E(H)]或 [v = v′且uu′ ∈ E(G)]或 [uu′ ∈ E(G)且 vv′ ∈ E(H)].

例如, Pm × Pn 是平面格子图 (见图 1(a)), Pm ⊗ Pn 称为扩展格子图 (见图 1(b)).

图 G 的块是指不含割点的极大子图. 两个块至多相交于一个顶点 (割点). 由于每一个基本圈含

于一个块中, 因此有如下命题成立.

命题 2.1 若图 G 由块 G1, G2, . . . , Gk 组成, 则

σT (G) = max
16i6k

σT (Gi), stc(G) = max
16i6k

stc(Gi).

因此今后假定 G 本身是一个块且 n > 3, 即 G 是 2- 连通的. 显然, σT (G) = stc(G) = 1 当且仅当

G 是树, 这一平凡情形以后不再详述.

最小伸展支撑树问题与最小直径支撑树问题有密切关系. 后者是求一支撑树 T , 使其直径 (两顶

点间的最大距离) 为最小. 最小值定义为最小支撑树直径

DT (G) := min
{

max
u,v∈V (G)

dT (u, v) : T ∈ T
}
. (2.1)

已知 Hassin 和 Tamir [36] 对此问题得到十分有效的算法. 首先求出图 G 的 1- 绝对中心 x0, 即 G

中这样的点 (包括边中连续变化的点), 它到其他顶点的最大距离为最小. 然后求从 x0 到 V (G) 所有

顶点的最短路树,即为最小直径支撑树 T 0. 这里求 1-绝对中心及求最短路树都是基本的图论算法,总

的运行时间是 O(n3).

另一方面, 图 G 的围长是指其最短圈的长度, 记为 g(G). 由于基本圈的长度至少等于围长, 并将

定义 (1.5) 及 (1.6) 与 (2.1) 相比较, 便得到树展的上下界如下.

命题 2.2 设 g(G) 是图 G 的围长, DT (G) 是最小支撑树直径, T 0 是最小直径支撑树, 则

g(G)− 1 6 σT (G) 6 σT (G,T 0) 6 DT (G).

在此命题中,当上下界相等时便确定出树展的精确值.例如,对完全图Kn (n > 3),围长 g(Kn) = 3,

DT (Kn) = 2 (星是最小直径支撑树), 故 σT (Kn) = 2. 同理, 对轮图 Wn, 有 σT (Wn) = 2. 对完全二部
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(a) (b)

图 1 平面格子图及扩展格子图. (a) P3 × P4; (b) P3 ⊗ P4

图 Km,n (m,n > 2), 围长为 4, 最小支撑树直径为 3, 故 σT (Km,n) = 3. 对圈 Cn (n > 3), 围长为 n,

DT (Cn) = n − 1, 故有 σT (Cn) = n − 1. 对 Petersen 图 G, 有 g(G) = 5. 而对图 2(a) 中的最小直径支

撑树 T 0 (如实线所示), 每一余树边 (如虚线所示) 的基本圈长度为 5, 故 σT (G,T 0) = 4. 从而达到下

界 σT (G) = g(G)− 1 = 4.

关于树层, 也可以得到如下的上下界:

命题 2.3 设 δ(G) 是图 G 的最小度, stc0(G) = stc(G,T 0) 为相对于最小直径支撑树的层叠

度, 则

δ(G) 6 stc(G) 6 stc0(G).

证明 对最优树 T , 设 x 是 T 的悬挂点 (1 度顶点) 且 e = xy 是 x 关联的树边, 则 Xe = {x} 是
T − e 的一个分支, 且 |∂(Xe)| = dG(x) > δ(G). 故有 stc(G) > |∂(Xe)| > δ(G). 另一方面, 由于 T 0 是

特殊的支撑树, 所以, stc(G) 6 stc(G,T 0).

在此命题中, 当上下界相等时便确定出树层的精确值. 如对完全图 Kn (n > 3), 最小度 δ(Kn) =

n − 1, 星是最小直径支撑树 T 0, stc0(Kn) = n − 1, 故 stc(Kn) = n − 1. 对轮图 Wn, δ(Wn) = 3, 而

其中的星是最小直径支撑树 T 0 (如图 2(b) 所示), stc0(Wn) = 3, 故 stc(Wn) = 3. 对圈 Cn (n > 3),

δ(Cn) = 2, 只有 Pn−1 是支撑树 T 0, stc0(Cn) = 2, 故 stc(Cn) = 2. 一般情形的上下界不一定相等, 如

Petersen 图, δ(G) = 3, 而对图 2(a) 中的最小直径支撑树 T 0, stc(G,T 0) = 5.

进而可将上述两个命题的思想结合起来, 得到改进的下界:

命题 2.4 设图 G 的顶点数和边数分别为 n 和 m, 围长为 g(G), 则

stc(G) >
⌈
(m− n+ 1)(g(G)− 1)

n− 1
+ 1

⌉
>

⌈
2m− n+ 1

n− 1

⌉
.

特别对二部图 G (g(G) > 4), 有

stc(G) >
⌈
3m− 2n+ 2

n− 1

⌉
.

证明 对任意支撑树 T , 余树边的数目为 m − n + 1, 而每一余树边的嵌入长度至少为 g(G) − 1.

所以, 全部余树边产生的总层叠度至少为 (m − n + 1)(g(G) − 1), 将其分配到 n − 1 条树边的平均层

叠度至少是 (m− n+ 1)(g(G)− 1)/(n− 1). 再加上层叠度按 1 计算的树边, 便得到上述最大层叠度的

下界.

这个下界对完全图 Kn、圈 Cn 和轮图 Wn 等都是紧的. 对立方体 Q3 (见图 2(c)), 它是一个二部

图, 后一下界是紧的, 因为 ⌈(36 − 16 + 2)/7⌉ = 4, 而对图 2(c) 中的支撑树 T , 有 stc(Q3, T ) = 4. 对

Petersen 图, 下界改进为 ⌈(6× 4)/9 + 1⌉ = 4, 但仍然不是紧的.

对称地, 对树展有如下的下界:
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(a) (b) (c)

e

ê

图 2 具有紧界的图例. (a) Petersen 图; (b) 轮图; (c) 立方体

命题 2.5 设图 G 的顶点数和边数分别为 n 和 m, 最小度为 δ(G), 则

σT (G) >
⌈
(n− 1)(δ(G)− 1)

m− n+ 1

⌉
.

证明 对任意支撑树 T , 树边的数目为 n− 1. 对每一树边 e, 设 |Xe| = k, 则其层叠度 |∂(Xe)| >
kδ(G) − 2(k − 1) > δ(G) (因为对 2- 连通图有 δ(G) > 2), 即所有余树边在 e 上造成的层叠度至少是

δ(G) − 1. 所以, 全部余树边产生的总长度至少为 (n − 1)(δ(G) − 1). 将其分配到 m − n + 1 条余树边

的平均长度至少是 (n− 1)(δ(G)− 1)/(m− n+ 1). 这样便得到最大伸展度的下界.

这个下界对完全图 Kn、圈 Cn 和轮图 Wn 等都是紧的.

命题 2.6 树层 stc(G) 是拓扑不变量, 即它在同胚变换 (对边作剖分运算) 下保持不变.

证明 对图 G的边 uv 作剖分,插入剖分点 x,从而边 uv 变为路 uxv,这样得到图 G′. 设 T 是 G

的支撑树, 其中 uv ∈ T . 令 T 中的边 uv 换成路 uxv, 这样得到的 T ′ 是 G′ 的支撑树. 图 G 相对于树

边 uv 的余圈与图 G′ 相对于树边 ux 的余圈, 除 uv 与 ux 不同之外, 所有余树边是完全相同的. 因此,

在图 G 中 uv 的层叠度与在图 G′ 中 ux 的层叠度相等. 而在 G′ 中 ux 的层叠度与 xv 的层叠度相等.

所以 stc(G) = stc(G′).

3 固定参数图类刻画

3.1 具有 3- 树展的图类刻画

命题 2.2给出下界 σT (G) > g(G)−1. 刻画达到此下界的极图是一个很有意义的课题.当 g(G) = 3

时, 即希望刻画这样的图 G, 它存在一个支撑树 T , 使得所有基本圈都是三角形. Bondy [34] 及 Cai 和

Corneil [18] 给出的下述定理回答了此问题. 在此, 图 G 的一个顶点称为控制顶点, 是指它与其他所有

顶点相邻. 对 2-连通图 G而言, 它的 3-连通分支是指不含 2-顶点割的极大子图. 这里有一个平凡情

形, 就是 K3, 它不含 2- 顶点割, 故可称为 3- 连通分支, 但它本身不是 3- 连通的. 按定义, 至少 4 个顶

点的图才可能是 3- 连通的. 所以, 这里至少 4 个顶点的 3- 连通分支才是 3- 连通的.

定理 3.1 [18, 34] 设 G 是 2- 连通图, 则 G 具有 σT (G) = 2 且 T 是最优支撑树当且仅当

(1) 若 G 不含 2- 顶点割, 则 G 包含一个控制顶点, 且 T 是 G 的支撑星;

(2) 若 G 包含 2- 顶点割 {u, v}, 则 uv ∈ T 且对 G 中包含 {u, v} 的每一个 3- 连通分支 H, 子树

T ∩H 是 H 的支撑星, 且以 u 或 v 为中心.

在一支撑树 T 中, 树边 uv ∈ T 称为外边是指 u 或 v 是悬挂点; 否则称为 T 的内边. 下述刻画等

价于定理 3.1.
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定理 3.2 设 G 是 2- 连通图, 则 G 具有 σT (G) = 2 且 T 是最优支撑树当且仅当下列之一成立:

(1) T 的直径为 2 (T 的所有边都是外边);

(2) 对 T 的每一条内边 uv, {u, v} 都是 G 的 2- 顶点割, 且 NT (u) \ {v} 和 NT (v) \ {u} 分别含于
G− {u, v} 的不同分支之中.

下面结果是定理 3.2 的推广. 直径为 3 的树称为双星, 即由两个星重合一条边所得到的树. 对支

撑树 T 及其中一个顶点 v ∈ V (T ), 子集 S = {v} ∪NT (v) 称为以 v 为中心的星集. 在此星集中, 顶点

u ∈ S \ {v}如果不是 T 的悬挂点,则称之为 S 的接触点. 一个星集 S 称为外星集,是指它至多有一个

接触点; 否则称为内星集. 就是说, 内星集至少有两个接触点与 S 之外的顶点相邻.

定理 3.3 设 G 是 2- 连通图, 则 G 具有 σT (G) 6 3 且 T 是最优支撑树当且仅当下列之一成立:

(I) T 的直径至多为 3 (T 是星或双星, 其中没有内星集);

(II) T 的每一个内星集 S 都是 G 的顶点割, 且对 S 的任意两个接触点 u 和 w, NT (u) \ S 和

NT (w) \ S 分别含于 G− S 的不同分支之中.

证明 先证充分性. 设存在支撑树 T 满足条件 (I)或 (II).若 (I)成立且 T 是支撑星,则如定理 3.1

有 σT (G) = 2. 若 T 是一双星, 则对每一余树边 e ∈ T , 关于 e 的基本圈都是三角形或四边形, 从而

σT (G) 6 3. 否则 T 的直径大于 3, 因而存在内星集. 进而证明: 若条件 (II) 成立, 则对任意余树边

xy ∈ T , 有 dT (x, y) 6 3. 若不然, 假设对某个 xy ∈ T 有 dT (x, y) > 4. 不失一般性, 设 dT (x, y) = 4. 那

么在 T 中连接 x与 y 的路形如 xuvwy,其中 x ∈ NT (u)且 y ∈ NT (w). 取内星集 S = {v}∪NT (v). 由

于 u,w ∈ S 不是 T 的悬挂点, 所以,它们是 S 的接触点. 由条件 (II), G−S 是不连通的, 且 NT (u) \S
和 NT (w) \S 分属于 G−S 的不同分支. 既然 x ∈ NT (u) \S 且 y ∈ NT (w) \S,可知 x与 y 处于 G−S

的不同分支. 然而 xy ∈ T 被包含于 E(G− S), 这便与 S 是 G 的顶点割矛盾. 因此, 我们证明了对任

意 xy ∈ T , 有 dT (x, y) 6 3 成立, 故 σT (G) 6 3.

其次证明必要性. 设 σT (G) 6 3 且 T 是一最优支撑树. 若 T 的直径不超过 3, 则 (I) 成立, 否

则 T 的直径至少为 4. 那么 T 包含内星集. 现设 S 是以 v 为中心的内星集, 且包含接触点 u 和 w.

往证论断 (II). 倘若 S 不是 G 中分离 NT (u) \ S 和 NT (w) \ S 的顶点割, 则可取 x ∈ NT (u) \ S 和

y ∈ NT (w) \ S, 使得 x 和 y 含于 G− S 同一分支的一条路 P 中. 自然 P 不能含于 T 中 (否则 P 和

xuvwy 形成 T 的一个圈). 分如下两种情形讨论.

• 路 P 仅包含 T 的一条边. 设 P = x · · ·x′y′ · · · y, 其中 x′y′ ∈ T 且 P 的其他边均含 T , 那么 T

中连接 x′ 和 y′ 的路就是 x′ · · ·xuvwy · · · y′, 因而 dT (x
′, y′) > 4, 与 σT (G) 6 3 矛盾.

• 路 P 包含 T 多于一条边. 自然 S 是 T 的顶点割, 使得 NT (u) \ S 和 NT (w) \ S 分属于 T − S

的不同分支. 设 Tx 和 Ty 为 T − S 中分别包含 x 和 y 的分支. 已知路 P 至少包含 T 的两条边. 设

x′z′ 是 P 中第一条余树边, 其中 x′ 属于 T − S 的分支 Tx, 而 z′ 属于 T − S 的另一分支 Tz. 设 z 是

Tz 中这样的顶点, 它与某个接触点 t ∈ NT (v) 相邻. 此时, 我们在内星集 S 中用三元组 {u, v, t} 代替
{u, v, w}, 则连接 x ∈ NT (u) \ S 和 z ∈ NT (t) \ S 的路 P ′ 仅含 T 的一条边. 按照前一情形的证明, 可

得 dT (x
′, z′) > 4, 同样导致矛盾. 于是论断 (II) 得证.

这里条件 (II)包括定理 3.2(2)作为退化情形. 根据此定理的充分必要条件,为判定 σT (G) 6 3,只

要寻找满足条件 (I) 或 (II) 的支撑树 T . 为满足条件 (I), 只要运用前述的最小直径支撑树算法, 确定

出是否 DT (G) 6 3 (参见 (2.1)). 否则寻找满足条件 (II) 的支撑树. 对此, 是否存在多项式时间算法,

尚待进一步讨论.

本文的进一步任务是在定理 3.3 基础上, 讨论一个新图类的结构. 对此, 称具有 σT (G) 6 3 的图
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为星分离图 (star-separating graph). 事实上, σT (G) = 1 的图 (树) 被一个顶点 (割点) 所分离, 故可称

为点分离图; σT (G) = 2 的图被一条内边的 2- 顶点割所分离, 故可称为边分离图; 现在 σT (G) 6 3 的

图可被一个顶点邻域的内星集所分离, 故称之为星分离图. 由此连贯起来看, 星分离图依然保留着某

种 “树状” 的可分解结构, 以每个内星集的狭窄处为结合部.

为认识这个图类的结构与范围, 下面列出一些典型的子类.

设 {V1, V2, . . . , Vk} 是 V (G) 的划分, 其中 k > 2, ni = |Vi| (1 6 i 6 k). 完全 k- 部图 Kn1,n2,...,nk

定义为 uv ∈ E(G) 当且仅当 u ∈ Vi, v ∈ Vj , i ̸= j.

推论 3.1 完全 k- 部图是星分离图.

证明 取 x ∈ V1 和 y ∈ V2, 并以 x 和 y 为中心的双星作为支撑树 T , 则定理 3.3(I) 成立.

推论 3.2 任意二部图的补图是星分离图.

证明 以这样的双星作为支撑树: 对其两个团 X 和 Y 取两个星, 其中心之间加连一边, 则定

理 3.3(I) 成立.

一个树 T 称为毛虫树是指当删去其所有悬挂点后,变为一条路 (脊线).毛虫树的星集具有 “路状”

结构. 下面说明区间图具有 “路状” 可分解性.

一个图 G 称为区间图是指它的顶点与直线上一组区间一一对应, 使得两顶点相邻当且仅当对

应的区间相交. 区间图的一个特征刻画如下 (参见文献 [37]): 图 G 是区间图当且仅当它存在标号

f : V (G) → {1, 2, . . . , n} 使得对任意 f(x) < f(y) < f(z), 若 xz ∈ E(G), 则 yz ∈ E(G).

推论 3.3 [20, 25,26] 区间图 G 是星分离图.

证明 设 f 为图 G的上述标号.取 (x1, x2, . . . , xk)是从 f−1(1)到 f−1(n)的最短路,其中 f(x1) =

1, f(xk) = n,且 xixi+1 ∈ E(G) (1 6 i 6 k−1),那么对任意 f(xi) < f(y) < f(xi+1),必有 yxi+1 ∈ E(G).

构造毛虫树 T 如下: 取 (x2, x3, . . . , xk−1) 为脊线, 对 1 6 i 6 k − 1, 取 f(xi) < f(y) < f(xi+1) 的边

yxi+1 ∈ E(G)为悬挂边 (关联于悬挂点 y 的边). 对这样得到的支撑树 T ,脊线端点 x2 和 xk−1 的星集

是外星集,其他 xi (2 < i < k− 1)的星集 {xi}∪NT (xi)都是内星集,有两个接触点 xi−1 和 xi+1. 易知

它是 G 的顶点割, 因为如有跨越它的边, 则与 (x1, x2, . . . , xk) 是最短路矛盾. 故定理 3.3(II) 成立.

所谓分裂图 G 是指它的顶点集 V (G) 可划分为一个团 X 和一个独立集 Y . 分裂图具有 “星状”

可分解性.

推论 3.4 [19] 分裂图 G 是星分离图.

证明 构造这样的支撑树 T : 任取 x0 ∈ X, 作从 x0 到 NG(x0) 的星, 并将每一个 y ∈ Y \NG(x0)

连接到 X 的一个邻点. 在 T 中, 以 x0 为中心的星集是唯一可能的内星集. 如果它不是内星集, 则条

件 (I) 成立. 否则它是 G 的顶点割, 从而条件 (II) 成立.

给定 {1, 2, . . . , n} 的一个置换 π = (π1, π2, . . . , πn), 置换图 G[π] 的顶点集为 {π1, π2, . . . , πn}, 顶
点 πi 与 πj 相邻当且仅当 i < j, πi > πj (即它们之间出现一个逆序). 例如, π = (4, 3, 6, 1, 5, 2), 则

43、41、42、31、32、61、65、62、52是 G[π]的 9 条边. 由逆序的性质可知置换图的特征刻画 [37]: 图 G

是置换图当且仅当它存在标号 f : V (G) → {1, 2, . . . , n} 使得
(i) 传递性: 对任意 f(x) < f(y) < f(z), 若 xy ∈ E(G), yz ∈ E(G), 则 xz ∈ E(G);

(ii) 可比性: 对任意 f(x) < f(y) < f(z), 若 xz ∈ E(G), 则 xy ∈ E(G) 或 yz ∈ E(G).

事实上, (i) 的意思是, 若 x 与 y 存在逆序, y 与 z 存在逆序, 则 x 与 z 存在逆序. (ii) 的意思是,

若 x 与 z 存在逆序, 则或者 x 与 y 存在逆序, 或者 y 与 z 存在逆序. 这里的标号 f 称为置换标号 (只

要把置换 π 中的顶点 πi 标号为 f(πi) = i, 1 6 i 6 n). 置换图与区间图有相似的序列相继性.
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推论 3.5 [25] 置换图 G 是星分离图.

证明 构造一个毛虫树 T 作为支撑树如下. 首先求出从 f−1(1) 到 f−1(n) 的最短路 (x1, x2, . . . ,

xk) 作为脊线, 其中 f(x1) = 1, f(xk) = n. 由最短路性质, 可假定 x2 是 x1 的邻点中标号尽可能大的.

故 f(x3) < f(x2) (否则由 x2x3 ∈ E(G) 和性质 (i) 知 x1x3 ∈ E(G), 从而可选 x3 为 x2). 那么对任意

f(x2i−1) < f(y) < f(x2i)的顶点 y,由性质 (ii)可知 x2i−1y ∈ E(G)或 yx2i ∈ E(G). 若 x2i−1y ∈ E(G),

则令 x2i−1y 为 T 的悬挂边. 若 yx2i ∈ E(G), 则令 yx2i ∈ E(G) 为 T 的悬挂边. 这样得到支撑树 T .

易证其内星集为 G 的顶点割, 故定理 3.3(II) 成立.

设 G 是以 (X,Y ) 为二部划分的二部图. 称 G 为凸二部图是指存在 Y 的顶点排列 y1, y2, . . . , yn

使得每一个 x ∈ X 的邻集 NG(x) 在 Y 中是连续排列的. 不妨设 Y = {1, 2, . . . , n}, 则 xi ∈ X

的邻集 NG(xi) 是一个连续整数集 {ai, ai + 1, . . . , bi}, 可记为区间形式 [ai, bi] (1 6 i 6 m). 假定

X = {x1, x2, . . . , xm} 使得 a1 6 a2 6 · · · 6 am 且 ai = ai+1 ⇒ bi 6 bi+1. 凸二部图是区间图特征在二

部图中的表现.

推论 3.6 [20] 凸二部图 G 是星分离图.

证明 取出所有极大的区间 (即不含于任何其他的区间) [ai1 , bi1 ], [ai2 , bi2 ], . . . , [aik , bik ],其中 i1 <

i2 < · · · < ik, 则 [ai1 , bi1 ] ∪ [ai2 , bi2 ] ∪ · · · ∪ [aik , bik ] = Y , 并且相继两个区间是相交的 (否则 G 不连通).

构造支撑树 T 如下: 令 xi1 与 [ai1 , bi1 ] 连接成一个星, 令 xi2 与 [ai2 , bi2 ] \ [ai1 , bi1−1] 连接成一个星,

直至 xik 与 [aik , bik ] \ [aik−1
, bik−1−1] 连接成一个星; 进而对 i ̸= i1, i2, . . . , ik, 令 xi 与 ai 连一条边. 注

意这里以 xi1 为中心的星与以 xi2 为中心的星有公共的悬挂点 bi1 , 其余类推. 易证每个内星集都是 G

的顶点割, 从而条件 (II) 成立.

3.2 具有 3- 树层的图类刻画

关于最小层叠支撑树问题, 已知判定 stc(G) 6 3 是多项式时间可解的 [24]. 本小节讨论相应的图

类刻画. 根据命题 2.1, 假定 G 是 2- 连通图且 n > 3.

Halin 图是指一个嵌入于平面的树 T , 其中不含 2 度顶点, 加上一个连接所有悬挂点的圈 C, 使之

成为 2- 连通的平面图. 对 Halin 图 G 而言, 其中的树 T 是一个支撑树, 圈 C 由所有余树边组成, 且

构成这个平面图的外部面边界. 例如, 如图 3(a) 所示, 其中虚线表示余树边. 其次, 广义 Halin 图是指

一个嵌入于平面的树 T , 其中不含 2 度顶点, 加上一些悬挂点及其他顶点之间的余树边, 使之成为 2-

连通的平面图, 且所有余树边均含于外部面的边界上, 如图 3(b) 所示.

下面是树层 stc(G) 6 3 的图的刻画.

定理 3.4 设图 G 是 2- 连通图.

(1) stc(G) = 2 当且仅当 G = Cn;

(a) (b)

图 3 (a) Halin 图; (b) 广义 Halin 图
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(2) stc(G) = 3 且每一条树边的层叠度都是 3 当且仅当 G 同胚于 Halin 图.

证明 首先证明 (1). 在命题 2.3 的讨论中, 已知 stc(Cn) = 2. 反之, 若 G 不是圈 Cn, 则必存

在度至少为 3 的顶点 v. 根据命题 2.6, 如果图 G 存在 2 度顶点, 则可进行同胚变换 (剖分运算的逆

变换), 消除这个 2 度顶点, 使得 stc(G) 保持不变. 这样化归为 δ(G) > 3 的情形. 由命题 2.3 得到

stc(G) > δ(G) > 3, 与 stc(G) = 2 矛盾.

其次证明 (2). 若图 G 是 Halin 图 (或其剖分图), 则由 δ(G) = 3 得知 stc(G) > 3. 设 T 是其中

除去外部面边界 C 的树, 则对任意树边 e, ∂(Xe) 包含 C 中两条余树边, 从而 |∂(Xe)| = 3. 由此得到

stc(G,T ) = 3, 且 T 为最优树. 于是有 stc(G) = 3 且每一条树边的层叠度都是 3.

反之, 设 stc(G) = 3, 并设 T 是最优支撑树且每一条树边的层叠度都是 3. 将 T 嵌入于平面. 对

树 T 的每一个悬挂点 v 及其关联的唯一边 (悬挂边) e, 取 Xe = {v}. 由假设可知, ∂(Xe) 包含两条余

树边. 取 T 的所有余树边的集 C 和所有悬挂点的集 V0, 这样构成一个子图 H, 则 H 是一个 2- 因子

(其中每一个顶点的度都是 2). 倘若 H 不是连通图, 它的两个连通分支之间只能通过树 T 的路连接,

从而此路中存在割点, 与 G 是 2- 连通图的假设矛盾. 所以 H 是连通图, 因而 C 是一个圈. 既然图 G

是由一个树 T 加上连接悬挂点之间的圈 C 构成, 那么 G 就是 Halin 图或其剖分图.

推论 3.7 设图 G 是 2- 连通平面图. stc(G) = 3 当且仅当 G 同胚于广义 Halin 图.

证明 设 G 是广义 Halin 图 (或其剖分图), 并设其外部面边界为 C, 则所有余树边均含于 C.

若有树边 e ∈ C ∩ T , 则 ∂(Xe) 只包含外部面的另一条余树边, 从而其层叠度 |∂(Xe)| = 2. 对树边

e ∈ T \ C, ∂(Xe) 包含外部面的两条余树边, 从而其层叠度 |∂(Xe)| = 3. 因此, stc(G) = 3.

反之, 设 stc(G) = 3, 并设 T 是最优支撑树. 将 T 连同所有余树边嵌入于平面, 得到 G 的平面嵌

入. 对 e ∈ T , 由于有可能 |∂(Xe)| = 2, 从而 ∂(Xe) 只包含一条余树边 e′. 此时 e 和 e′ 都处于外部面

的边界上. 这包括 e是 T 的悬挂边, 而 e′ 是它相邻的余树边的情形, 其中 e′ 是悬挂点与其他顶点 (悬

挂或非悬挂顶点)相连的边. 其次,对 T 的悬挂边 e,若 ∂(Xe)包含两条余树边 e′ 和 e′′,则 e′ 和 e′′ 都

处于外部面的边界上. 对 T 的非悬挂边 e, 若 ∂(Xe) 包含两条余树边 e′ 和 e′′ 且它们处于 e 的两侧,

则 e′ 和 e′′ 都处于外部面的边界上. 若两条余树边 e′ 和 e′′ 处于树边 e 的一侧, 则将离 e 较近的余树

边, (如 e′) 变换为 T 的树边, 而 e 变换为 T 的余树边. 这样就归结为上述情形: 两条余树边处于树边

的两侧. 从而, 两条余树边均含于外部面的边界上. 这样一来, 所有余树边均含于外部面的边界树. 故

G 是广义 Halin 图 (或其剖分图).

对非平面图而言,若 stc(G) = 3,则在树边 e的一侧可能有两条交叉的余树边. 在包括非平面图的

刻画中要补充这种情形.

图的树宽 tw(G)、路宽 pw(G) 和割宽 c(G) 是图子式理论中的重要参数. 在此, 简述树宽的一个

等价定义. 设 ω(G) 是图 G 的最大团基数, 则 tw(G) := min{ω(H) − 1 : G ⊆ H,H是弦图} (参见文

献 [38, 39]). 关于树宽与树层的关系, 文献 [24, 29] 证明了不等式 tw(G) 6 max{stc(G),∆(G)(stc(G) −
1)/2}.
对较多的规范图类, 此关系式可以简化改进如下:

推论 3.8 当图 G 满足如下条件之一时, 有 tw(G) 6 stc(G):

(1) stc(G) 6 3 或 tw(G) 6 3;

(2) G 是树宽 4- 临界图;

(3) G 是树宽至多为 k + 1 的 k- 正则图;

(4) G 是 Km,n、Kn1,n2,...,nk
和 Pm × Pn 等;
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(5) G 是弦图.

证明 (1) tw(G) = stc(G) = 1 当且仅当 G 是树, 自不待言. 对 2- 连通图, stc(G) = 2 当且仅当

G = Cn, 此时亦有 tw(G) = 2. 前一推论说, stc(G) = 3 当且仅当图 G 同胚于 Halin 图或广义 Halin

图. 熟知当 G 是 Halin 图时, tw(G) = 3 (参见文献 [38,39]). 当图 G 同胚于广义 Halin 图时, 也类似可

证 tw(G) 6 3. 故有 tw(G) 6 stc(G).

另一方面, 当 tw(G) = 2 时, 不管什么图 (序列平行图或外平面图), 对 2- 连通图都有 stc(G) >
δ(G) > 2. 当 tw(G) = 3 时, 也不管什么图 (包括 Halin 图及其他), 如果存在 2 度顶点, 则进行同胚

变换, 将这个顶点及其关联的两条边变为一条边 (如同将一个剖分点删去), 树宽不变. 于是, stc(G) >
δ(G) > 3 = tw(G).

(2) 设 G 是树宽 4- 临界图, 即 tw(G) = 4, 但对任意子图或子式 G′ 均有 tw(G′) < 4. 已证明树宽

4- 临界图 (即树宽为 3 的障碍集) 是 K5、K2,2,2、Möbius 梯子 M8 和 C5 × P2 (参见文献 [39]), 如图 4

所示. 对 K5 和 K2,2,2, δ(G) = 4, 故由命题 2.3 知 stc(G) > δ(G) = 4. 对 3- 正则图 M8 及 C5 × P2, 任

意支撑树 T 不是星. 故存在树边 e 使得 |Xe| = k > 2, 因而, |∂(Xe)| = 3k − 2(k − 1) = k + 2 > 4. 所

以, stc(G) > 4.

(3) 设 G 是 k- 正则图且 tw(G) 6 k + 1 (包括前一情形的 3- 正则图、4- 正则图和 Petersen 图,

以及下一情形的 Kk,k). 对 n = k + 1, 显然, tw(G) 6 n − 1 = k = δ(G) 6 stc(G). 下设 n > k + 2.

对任意支撑树 T , 任意顶点 v 关联的至多 k 条边中, 必有一边 e 使得 q = |Xe| > ⌈(n − 1)/k⌉. 于
是, |∂(Xe)| = kq − 2(q − 1) = q(k − 2) + 2 > ⌈(k + 1)/k⌉(k − 2) + 2 > 2(k − 2) + 2 > k + 1. 故

stc(G) > |∂(Xe)| > k + 1 > tw(G).

(4) 容易计算出 tw(Km,n) = min{m,n}, tw(Kn1,n2,...,nk
) = n − nk − 1 (2 6 n1 6 n2 6 · · · 6 nk),

tw(Pm × Pn) = min{m,n} (参见文献 [38]). 另一方面, 由第 5 节计算出 stc(Km,n) = m + n − 2,

stc(Kn1,n2,...,nk
) = 2n− nk − nk−1 − 2, stc(Pm × Pn) = min{m,n} 或 min{m,n}+ 1.

(5)已知当 G是弦图时有 tw(G) = ω(G)− 1,其中 ω(G)是图 G的最大团基数 (参见文献 [38,39]).

设 S 是图 G的最大团, |S| = ω. 设 T 0 是图 G关于 stc(G)的最优支撑树,则 stc(G) = maxe∈T 0 |∂(Xe)|,
其中 ∂(Xe)是支撑树 T 0关于树边 e的基本边割. 若存在一树边 e = uv ∈ T 0∩E(S) (其中 E(S)是 G[S]

的边集),则 T 0−e的两个分支的顶点集 Xe 和 Ye 构成 V (G)的一个划分. 设 |S∩Xe| = k (1 6 k < ω),

|S ∩ Ye| = ω − k, 则 |∂(Xe)| > k(ω − k) > ω − 1. 故 stc(G) = maxe∈T 0 |∂(Xe)| > ω − 1 = tw(G). 否则

E(S) 中不含 T 0 的边. 故任意 v ∈ S 都是 T 0 的悬挂点. 现设 v ∈ S 是 T 0 的悬挂点, e = uv ∈ T 0 是

悬挂边, 则 T 0 − e 的一个分支是 Xe = {v}. 因此, |∂(Xe)| > dG(v) > ω − 1 = tw(G).

上述简化关系对弦图的固定参数可解性有特殊意义:

推论 3.9 当图 G 是弦图时, 对给定的 k, 判定 stc(G) 6 k 存在线性算法.

(a) (b) (c) (d)

图 4 树宽 4- 临界图. (a) K5; (b) K2,2,2; (c) M8; (d) C5 × P2
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证明 文献 [24, 引理 3.2] 证明了, 对满足 cG · tw(G) 6 stc(G) 的图类 G (其中 cG 是只依赖于 G
的常数),对固定的 k,判定 stc(G) 6 k 存在线性算法. 由前一推论已证明对弦图有 tw(G) 6 stc(G). 推

论证毕.

然而对一般的图而言, tw(G) 6 stc(G) 是不成立的, 例如, 图 G 是格子图 Pn × Pn 外加一个控制

顶点, stc(G) = 5, 而 tw(G) = n (反例出自文献 [24]). 完全刻画 tw(G) 6 stc(G) 的图值得深入讨论.

4 树展问题的最优值计算

对树展 σT (G) 的最优值计算, 包括如下两个方面:

• 计算 σT (G) 的上界. 例如, 构造一个具有最小直径 DT (G) 的支撑树 T , 则

σT (G) 6 σT (G,T ) 6 DT (G).

• 计算 σT (G) 的下界.

下面引理给出的确定下界方法称为 “对径边方法”.

引理 4.1 对 G 的任意支撑树 T , 寻找一个基本圈 C 包含一对树边 e 及余树边 ê, 使得 e 与 ê

的距离尽可能大, 则 σT (G,T ) > |C| − 1.

这里距离最远的 e ∈ T 和 ê ∈ T 称为对径边. 如果给出的上下界相等, 则确定出最优值 σT (G).

以立方体 Q3 为例 (见图 1(c)), 对其任意支撑树 T , 取处于直径中心位置的树边 e; 在它确定的基本边

割 ∂(Xe) 中取与 e 距离最大的余树边 ê. 这样得到对径边 e 和 ê, 包含它们的基本圈长度为 6. 由此得

到下界 σT (Q3) > 5. 另一方面, 图 1(c) 的支撑树 T 的最大基本圈长度为 6, 达到此下界. 最后作出结

论 σT (Q3) = 5. 这就是计算最优值 σT (G) 的一般途径.

除了前述的简单情形, 如完全图 Kn、圈 Cn、轮 Wn、完全 k- 部图 Kn1,...,nk
以及 σT (G) 6 3 的

区间图、分裂图、置换图和凸二部图等之外, 还有一系列典型图类已经推导出最优值 σT (G) 的计算公

式. 例如, 对下面的简单例子只列出结果, 证明从略.

定理 4.1 对如下的图类, 有最优值 σT (G) 的计算公式:

(1) 平面格子图 Pm × Pn (2 6 m 6 n), σT (Pm × Pn) = 2⌊m/2⌋+ 1;

(2) 柱面格子图 Pm × Cn (m > 2, n > 3), σT (Pm × Cn) = 2⌊n/2⌋+ 1;

(3) 环面格子图 Cm × Cn (3 6 m 6 n),

σT (Cm × Cn) =

m+ n− 1, 若 m 和 n 为偶数,

m+ n− 2, 否则;

(4) 三角网格图 Tn, σT (Tn) = ⌈2n/3⌉+ 1.

在此仅以路与路的强乘积图 G = Pm ⊗ Pn (2 6 m 6 n) 为例, 说明最优值的计算方法. 设

V (G) := {(i, j) : 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n}, 顶点 (i, j) 与 (i′, j′) 相邻当且仅当 |i− i′|+ |j − j′| 6 2. 按照

矩阵下标的次序, 称 Ri := {(i, j) : 1 6 j 6 n} 为第 i 行 (1 6 i 6 m), 称 Qj := {(i, j) : 1 6 i 6 m} 为第
j 列 (1 6 j 6 n). 将此扩展格子图画在平面上 (见图 1(b)), 其中 R1 的边构成上边界, Rm 的边构成下

边界, Q1 的边构成左边界, Qn 的边构成右边界.
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定理 4.2 当 m = 2 时, 若 2 6 n 6 3, 则 σT (P2 ⊗ Pn) = 2; 若 n > 4, 则 σT (P2 ⊗ Pn) = 3. 当

n > m > 3 时,

σT (Pm ⊗ Pn) =

m− 1, 若 m = n 为奇数,

m, 否则.

证明 当 m = 2 时, 若 2 6 n 6 3, 则存在一个控制顶点, 从而由定理 3.1 知 σT (P2 ⊗ Pn) = 2. 若

n > 4, 则由 G 是区间图知 σT (P2 ⊗ Pn) = 3. 以下讨论 m > 3. 首先证明下界. 设格子图的左上角、右

上角、左下角和右下角分别为 u = (1, 1)、v = (1, n)、x = (m, 1) 和 y = (m,n). 对 G 的任意支撑树 T ,

设 PT (v1, v2) 为 T 中连接顶点 v1 和 v2 的唯一路. 分三种情形讨论.

(i) m 为奇数且 m = n. 考虑 4 条路 PT (u, v)、PT (x, y)、PT (u, x) 和 PT (v, y). 可以断言: PT (u, v)

∩PT (x, y) ̸= ∅ 或 PT (u, x) ∩ PT (v, y) ̸= ∅. 若不然, 则这 4 条路构成 T 的一个圈, 导致矛盾. 基于对

称性, 现考虑前一情形, 即 PT (u, v) ∩ PT (x, y) ̸= ∅, 则相交部分 PT (u, v) ∩ PT (x, y) 是一条路 (也可能

退化为一个点). 设 v0 = (i, j) 是这条路的第一个点 (j 尽可能小), 则 i > ⌈m/2⌉ 或 i 6 ⌊m/2⌋. 若
i > ⌈m/2⌉, 则 R1 不可能含于 T (否则 R1 与 PT (u, v) 构成 T 的圈). 若 i 6 ⌊m/2⌋, 则 Rm 不可能含

于 T (否则 Rm 与 PT (x, y) 构成 T 的圈). 现考虑前一情形, 即 R1 ̸⊆ T (若 Rm ̸⊆ T , 则对称地讨论).

于是, R1 中含有余树边. 取 e = v0v1 为路 PT (u, v) 中关联于 v0 的边. 那么 u 和 v 分属于 T − e 的

两个不同分支, 设其顶点集分别为 Xe 和 Ye (其中 u ∈ Xe, v ∈ Ye). 在 R1 中取属于 ∂(Xe) 余树边 ê.

设 C 是包含 e 和 ê 的基本圈. 在圈 C 中, 从 v0 到 ê 的距离至少为 ⌊m/2⌋, 从 v1 到 ê 的距离至少为

⌊m/2⌋ − 1, 故它的长度是 |C| > ⌊m/2⌋+ ⌊m/2⌋+ 1. 由此得到 σT (G,T ) > |C| − 1 > 2⌊m/2⌋ = m− 1.

(ii) m为奇数且 m < n. 按照前一情形的证明, 若有 PT (u, x)∩PT (v, y) ̸= ∅, 则可得到 σT (G,T ) >
2⌊n/2⌋ > m. 故现设 PT (u, x) ∩ PT (v, y) = ∅, PT (u, v) ∩ PT (x, y) ̸= ∅. 仍旧取 e = v0v1 为路 PT (u, v)

中关联于 v0 的边, 其中 v1 = (i′, j + 1), |i− i′| 6 1. 若 i > ⌈m/2⌉ 或 i = ⌈m/2⌉ 而 i′ > i, 则仍然取余

树边 ê 属于 R1. 由此可知基本圈的长度为 |C| > ⌊m/2⌋+ ⌊m/2⌋+ 2 (包括树边 e 和余树边 ê 的长度).

于是, σT (G,T ) > |C| − 1 > 2⌊m/2⌋ + 1 = m. 若 i = ⌈m/2⌉ 而 i′ < i, 则 Rm ̸⊆ T , 可取余树边 ê 属于

Rm. 同样得到 σT (G,T ) > |C| − 1 > 2⌊m/2⌋+ 1 = m.

(iii) m 为偶数. 仿照前面的证明, 仍然考虑 PT (u, v) ∩ PT (x, y) ̸= ∅, 并取 e = v0v1 为路 PT (u, v)

中关联于 v0 的边, 其中 v1 = (i′, j + 1), |i − i′| 6 1. 若 i > m/2 + 1 (i′ > m/2), 则取余树边 ê 属于

R1. 由此可知基本圈的长度为 |C| > m/2 +m/2 + 1. 于是 σT (G,T ) > |C| − 1 = m. 若 i < m/2 + 1

(i′ < m/2), 则 Rm ̸⊆ T , 可取余树边 ê 属于 Rm. 同样得到 σT (G,T ) > |C| − 1 > m/2 +m/2 = m.

总结上述情形得到下界

σT (Pm ⊗ Pn) >

m− 1, 若 m = n 为奇数,

m, 否则.

其次, 为证明上界, 我们构造树展达到上述下界的支撑树 T . 同样分 3 种情形讨论.

(i) m 为奇数且 m = n. 设 m = n = 2k+ 1, k > 1. 取 v0 = (k+ 1, k+ 1) 为中心. 首先对所有顶点

分层. 设 v0 为第 0层,即定义 L0 := {v0}. 第 i层定义为 Li := NG(L0∪· · ·∪Li−1) (1 6 i 6 k). 然后构

造以 v0 为根的支撑树 T 如下: 对每一个顶点 v ∈ Li, 取 u ∈ Li−1 使得 uv ∈ E(G), 于是令 uv 加入 T .

这样得到以 v0 为根, 悬挂点处于第 k 层 Lk 的支撑树 T (如图 5(a) 所示). 对处于边界 R1、Rm、Q1

和 Qm 上的余树边 ê ∈ T , 其基本圈长度为 k + k + 1 = m. 由此得知上界 σT (G) 6 m− 1.
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(a) (b) (c)

图 5 扩展格子图达到下界的支撑树. (a) P5 ⊗ P5; (b) P5 ⊗ P6; (c) P4 ⊗ P6

(ii) m 为奇数且 m < n. 构造支撑树 T 由所有列 Q1, Q2, . . . , Qn 和中心行 Rk+1 组成 (如图 5(b)

所示). 对处于边界 R1 和 Rm 上的余树边 ê ∈ T , 其基本圈长度为 k + k + 2 = m + 1. 由此得知上界

σT (G) 6 m.

(iii) m 为偶数且 m 6 n. 设 m = 2k, k > 2. 构造支撑树 T 由所有列 Q1, Q2, . . . , Qn 以及介于 Rk

与 Rk+1 之间升降交错的路 Pn 组成 (如图 5(c) 所示). 对处于边界 R1 和 Rm 上的余树边 ê ∈ T , 其基

本圈长度为 k + k + 1 = m+ 1. 由此得知上界 σT (G) 6 m.

由上述的上下界相等得证.

5 树层问题的最优值计算

对树层 stc(G)的最优值计算,同样包括上下界两个方面. 其一是构造特殊的支撑树以导出最优值

的上界, 这依赖于对图结构的认识. 其二是分析任意支撑树 T 的 stc(G,T )的下界, 则必须借助于某种

图论参数. 下面引理提供的一般方法继承了 “离散等周方法” [40].

引理 5.1 给定图 G 和子集 S ⊆ V (G), 若 G[S] 是连通图, 则称 S 为连通子集. 设 Sk := {S ⊆
V (G) : S 是连通子集且 |S| = k}. 并设 λ(T ) = {|Xe| : e ∈ T,Xe 是 T − e 中较小分支的顶点集}, 则

stc(G,T ) > max
k∈λ(T )

min
S∈Sk

|∂(S)|.

证明 根据树层 stc(G) 的定义 (1.7), 对任意支撑树 T , 有 stc(G,T ) := maxe∈T |∂(Xe)|.
若 |Xe| = k, 则 Xe ∈ Sk, k ∈ λ(T ), 从而, |∂(Xe)| > minS∈Sk

|∂(S)|. 因此,

stc(G,T ) > max
k∈λ(T )

min
S∈Sk

|∂(S)|.

证毕.

估计 |∂(S)| 的一般方法是度与边的计数关系 |∂(S)| =
∑

v∈S dG(v) − 2|E(S)|, 其中 dG(v) 是顶点

v 的度, E(S) 是 G[S] 的边集.

下面举几个例子来说明这种计算方法. 考虑尚未确定出紧界的 Petersen图 G (见图 2(a)). 对任意

支撑树 T , 若它是一条路, 则可取其中心位置的边 e, 使得 |Xe| = |Ye| = 5. 否则存在 dT (v) = 3 的顶点

v. 取 e为 v 与 T −v 的最大分支的连边. 设 |Xe| 6 |Ye|,则 3 6 |Xe| 6 5. 由此得到 λ(T )∩{3, 4, 5} ≠ ∅.
若 3 ∈ λ(T ), 则取 S3 中的连通子集 S. 由于图 G 是 3- 正则图, G[S] 不含圈, 其中有两条边, 故得

|∂(S)| = 3×3−2×2 = 5. 于是得到下界 stc(G,T ) > |∂(S)| = 5. 若 4 ∈ λ(T ),则取 S4 中的连通子集 S.

由于 G[S]不含圈,其中有 3条边,因此, |∂(S)| > 3×4−2×3 = 6. 由此得到下界 stc(G,T ) > |∂(S)| > 6.
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若 5 ∈ λ(T ), 则取 S5 中的连通子集 S. 由于 G[S] 至多有 5 条边, 故 |∂(S)| > 3× 5− 5× 2 = 5, 由此

得到下界 stc(G,T ) > |∂(S)| > 5. 综上所述得到下界 stc(G) > 5. 另一方面,对图 2(a)中的最小直径支

撑树 T 0, stc(G,T 0) = 5. 故得到 stc(G) = 5.

对完全二部图 G = Km,n (m 6 n),设其顶点集为 X = {x1, x2, . . . , xm}和 Y = {y1, y2, . . . , yn}. 对
S ∈ S2, 设 S = {x, y}, xy ∈ E(G), 则 |∂(S)| = n− 1+m− 1 = m+ n− 2. 进而可以断言: 对 k > 2, 有

minS∈Sk
|∂(S)| > m+n− 2. 事实上,对 S ∈ Sk,设 |S ∩X| = p, |S ∩Y | = q,则 G[S] = Kp,q, p+ q = k,

且 |∂(S)| = p(n− q) + q(m− p). 由于

p(n− q) + q(m− p)− (m+ n− 2) = (p− 1)n+ (q − 1)m+ 2(1− pq)

> (p− 1)(q + 1) + (q − 1)(p+ 1) + 2(1− pq)

= 0,

所以, p(n− q) + q(m− p) > m+ n− 2, 即断言成立. 由此断言得到统一的下界 stc(Km,n) > m+ n− 2.

另一方面, 构造支撑树 T = {x1y1, x1y2, . . . , x1yn, y1x2, y2x3, . . . , ym−1xm}. 对树边 e = x1yi (i < m),

有 Xe = {yi, xi+1} 和 |∂(Xe)| = m+ n− 2. 对树边 e = x1yi (i > m), 有 Xe = {yi} 和 |∂(Xe)| = m. 对

树边 e = yixi+1 (i < m), 有 Xe = {xi+1} 和 |∂(Xe)| = n. 因此得到上界 stc(Km,n, T ) 6 m+ n− 2. 由

上下界相等得到 stc(Km,n) = m+ n− 2 (对照文献 [27] 的方法).

再看完全 k- 部图 Kn1,n2,...,nk
(2 6 n1 6 n2 6 · · · 6 nk), 其中 n =

∑
16i6k ni. 取 S2 中的连通子

集 S = {x, y}, 其中 xy ∈ E(G), 可知 |∂(S)| > (n−nk − 1)+ (n−nk−1 − 1) = 2n−nk −nk−1 − 2. 与前

例类似, 可以断言: 对 k > 2, 有 minS∈Sk
|∂(S)| > 2n− nk − nk−1 − 2. 由此得到下界 stc(Kn1,n2,·,nk

) >
2n − nk − nk−1 − 2. 另一方面, 构造支撑树 T 如下. 设 X = Vnk−1

, Y = Vn1 ∪ · · · ∪ Vnk−2
∪ Vnk

, 其

中 |X| = nk−1, |Y | = n − nk−1 > nk > nk−1. 然后仿照前例的规则构造支撑树 T , 即从 x1 ∈ X 到

Y 的所有顶点作一个星, 并从其余 xj ∈ X \ {x1} 到 Vnk
作悬挂边 xjyj (2 6 j 6 nk−1). 对非悬挂

边 e = x1yj , 有 Xe = {xj , yj} 和 |∂(Xe)| = (n − nk − 1) + (n − nk−1 − 1) = 2n − nk − nk−1 − 2. 对

悬挂边 e = xjyj (j > 2), 有 Xe = {xj} 和 |∂(Xe)| = n − nk−1. 对悬挂边 e = x1yl (l > nk−1), 有

Xe = {yl} 和 |∂(Xe)| 6 n− n1. 因此得到上界 stc(Kn1,n2,...,nk
, T ) 6 2n− nk − nk−1 − 2. 由上下界相等

得到 stc(Kn1,n2,...,nk
) = 2n− nk − nk−1 − 2 (对照文献 [29] 的方法).

除了前述的简单情形, 如完全图 Kn、圈 Cn、轮 Wn、完全二部图 Km,n 和完全 k- 部图 Kn1,...,nk

之外, 还有一系列典型图类的最优值 stc(G) 的计算公式.

定理 5.1 对如下的图类, 有最优值 stc(G) 的计算公式:

(1) 平面格子图 Pm × Pn (2 6 m 6 n) [27, 28],

stc(Pm × Pn) =

m, 若 m = n 或 m 为奇数,

m+ 1, 否则;

(2) 环面格子图 Cm × Cn (3 6 m 6 n), stc(Cm × Cn) = 2m [29];

(3) 柱面格子图 Pm × Cn (m > 2, n > 3) [30],

stc(Pm × Cn) =

min{2m,n+ 1}, 若 n 为奇数,

min{2m,n+ 2}, 若 n 为偶数;

(4) 三角网格图 Tn, stc(Tn) = 2⌈2n/3⌉ [31];
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(5) 象棋车图 Km ×Kn
[32],

stc(Km ×Kn) =

(m− 1)n, 若 m2 − 3m+ 3 < n,

(m+ n− 1− x)x, 否则,

其中 x = ⌈(mn− 1)/(m+ n− 2)⌉.
在此, 我们继续讨论路与路的强乘积图 G = Pm ⊗ Pn (2 6 m 6 n), 进一步说明最优值 stc(G) 的

计算方法. 此图的记号同前一节.

定理 5.2 stc(P2 ⊗ P2) = 3, stc(P3 ⊗ P3) = 5. 除此之外,

stc(Pm ⊗ Pn) =

3m− 2, 若 m 为奇数,

3m− 1, 若 m 为偶数.

证明 首先, 因为 P2 ⊗ P2 = K4 是完全图, 由命题 2.3 得知 stc(P2 ⊗ P2) = 3. 其次, 对 P3 ⊗ P3,

只有 4 个角的顶点 u、v、x 和 y 的度为 3, 其余顶点的度为 5 或 8. 对任意支撑树 T , 若 T 的直

径为 2, 则存在非角点 w 为悬挂点, 故其悬挂边 e 对应的分支 Xe = {w}, 有 |∂(Xe)| = dG(w) > 5.

否则 T 的直径至少为 3. 如果有非角点是悬挂点, 则同上可证 |∂(Xe)| > 5. 因此可假设 T 的所有

悬挂点含于 {u, v, x, y}. 取与直径端边相邻的边 e, 则 2 6 |Xe| 6 3 (因为 e 不可能相邻于 3 条悬

挂边). 若 Xe = {u,w}, 则 |∂(Xe)| = dG(u) + dG(w) − 2 = 3 + 5 − 2 > 5. 若 Xe = {u, v, w}, 则
|∂(Xe)| = dG(u) + dG(v) + dG(w)− 4 = 3 + 3 + 5− 4 > 5. 总之, 可得下界 stc(G) > |∂(Xe)| > 5. 另一

方面, P3 ⊗P3 的中心是控制顶点,由此得到直径为 2的支撑树 T (类似于图 5(a)),其中非角点 w 为悬

挂点, 故有 stc(G,T ) = 5. 因此得到 stc(G) = 5.

除上述两个特殊图之外, 为证明下界, 分两种情形讨论.

(i) m 为奇数. 仿照定理 4.2, 对 G 的任意支撑树 T , 有 PT (u, v) ∩ PT (x, y) ̸= ∅ 或 PT (u, x) ∩
PT (v, y) ̸= ∅. 考虑前一情形, 即 PT (u, v) ∩ PT (x, y) ̸= ∅. 取 v0 = (i, j) 为相交部分 PT (u, v) ∩ PT (x, y)

的第一个点. 再取 e = v0v1 为路 PT (u, v) 中关联于 v0 的边. 设 Xe 是 T − e 中包含 PT (u, v0) 的分

支. 这一分支也包含 PT (x, v0). 由此可知 Xe 包含每一行 R1, R2, . . . , Rm 的顶点. 所以 |Xe| > m. 考

虑 Xe 第 i行最右边的顶点 vi = (i, ji) (ji 尽可能大).从第 1与 2行的关系来看,如果 (2, j1 +1) /∈ Xe,

则从 v1 到 (1, j1 + 1) 和 (2, j1 + 1) 的两条边属于 |∂(Xe)|; 否则 (2, j1 + 1) ∈ Xe, 除从 v1 到 (1, j1 + 1)

的一条边属于 |∂(Xe)| 外, 从 (2, j1 + 1) ∈ Xe 到 (1, j1 + 1) /∈ Xe 的边也属于 |∂(Xe)|. 这样一来, 我们

说第 1 行对应于 |∂(Xe)| 的两条边. 同理可证, 第 m 行对应于 |∂(Xe)| 的两条边. 从第 i 行与上下两

行的关系来看, 如果 (i− 1, ji + 1) /∈ Xe 及 (i+ 1, ji + 1) /∈ Xe, 则从 vi 到 (i, ji + 1)、(i− 1, ji + 1) 和

(i+1, j1 +1) 的 3 条边属于 |∂(Xe)|; 否则取由 (i, ji +1) 到 (i− 1, ji +1) 或 (i+1, j1 +1) 的边来代替.

这样得到第 i 行 (1 < i < m) 对应于 |∂(Xe)| 的 3 条边. 于是, |∂(Xe)| > 2 + 2+ 3(m− 2) = 3m− 2. 故

得到下界 stc(G) > 3m− 2.

(ii) m 为偶数. 按照前一情形证明, 得到 |∂(Xe)| > 3m − 2. 若 |∂(Xe)| > 3m − 1, 则已得到欲证

的下界. 下设 |∂(Xe)| = 3m − 2. 那么, 按照前一情形对 |∂(Xe)| 进行估计, 第 1 行及第 m 行右边恰

对应两条边属于 |∂(Xe)|, 第 i 行 (1 < i < m) 右边恰对应于 3 条边属于 |∂(Xe)|, 除此之外, 再无其

他边属于 |∂(Xe)|. 如上所述, 已知 e = v0v1 是支撑树 T 的边, 使得 Xe 和 Ye 是 T − e 的两个分支

(v0 ∈ Xe, v1 ∈ Ye). 现设 v1 = (i, j), 则 i 6 m/2 或 i > m/2. 不妨考虑前一情形 (后一情形可对称地证

明). 设 PT (v1, v2) 是在 Ye 中从 v1 到 Rm 的路, 其中 v2 ∈ Rm. 设 e′ = v1u 是 PT (v1, v2) 的第一条边.
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并设 Xe′ 是 T − e′ 中包含 PT (v1, v2)− v1 的分支. 注意 Xe′ 从 u到 Rm 至少占据 k = m/2行. 按照前

一情形的计数方法, 从 Xe′ 每一行最右边顶点引出到 ∂(Xe′)的边数至少是 3k− 2; 从 Xe′ 每一行最左

边顶点引出到 ∂(Xe′) 的边数至少是 3k − 2. 再者, 从顶点 u 向上引到 ∂(Xe′) 的边数 (包括 e′ = v1u)

至少为 3. 因此, |∂(Xe′)| > 2(3k − 2) + 3 = 3m− 1. 故得到下界 stc(G) > 3m− 1.

另一方面, 构造支撑树 T 以证明上界. 仍分两种情形讨论.

(i) m 为奇数, 设 m = 2k+ 1, k > 1. 构造支撑树 T 由所有列 Q1, Q2, . . . , Qn 及中心行 Rk+1 组成

(如图 5(b) 所示). 对 Rk+1 的每一条边 e, 基本边割 ∂(Xe) 由与垂直于 e 的截线相交的边组成. 由此

可知 |∂(Xe)| = 2 + 2 + 3(m− 2) = 3m− 2. 对列 Qj 中的每一条边 e′, 分支 Xe′ 是顶点数至多为 k 的

路. 其相应的基本边割有 |∂(Xe′)| 6 2(3k − 2) + 3 = 3m− 4. 由此得到上界 stc(G) 6 3m− 2.

(ii) m 为偶数, 设 m = 2k, k > 2. 构造支撑树 T 由所有列 Q1, Q2, . . . , Qn 及介于 Rk 与 Rk+1

之间升降交错的路 Pn 组成 (如图 5(c) 所示). 对中心路 Pn 的每一条边 e, 基本边割 ∂(Xe) 的边数

|∂(Xe)| = 2 + 2 + 3(m− 2) = 3m− 2. 对列 Qj 中介于 Rk 与 Rk+1 之间的边 e′, 分支 Xe′ 是顶点数为

k 的路. 其相应的基本边割有 |∂(Xe′)| = 2(3k − 2) + 3 = 3m− 1. 由此得到上界 stc(G) 6 3m− 1.

综上所述, 由上下界相等得证.
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Optimization of spanning tree stretch and congestion for graphs

Yixun Lin

Abstract In spanning tree optimization of graphs, there are two important criteria, namely, dilation (stretch)
and congestion. This gives rise to two combinatorial optimization problems as follows. The minimum stretch
spanning tree problem is to find a spanning tree of a graph such that the maximum distance of all embedded
edges in the tree is minimized. The minimum congestion spanning tree problem is to find a spanning tree of a
graph such that the maximum number of overlapped edges for all embedded edges in the tree is minimized. These
problems bring us two graph-theoretic parameters, tree stretch and tree congestion. In this paper we mainly
study the structural properties of tree stretch and tree congestion, including the duality of fundamental cycle and
fundamental cocycle, extremal property, lower and upper bounds, optimality characterization, and optimal value
computation.
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