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摘要 本文进一步发展共形几何代数,从代数和几何两个角度对共形几何代数中由幂零向量生成的分

阶单项式的代数性质和几何解释进行深入探讨, 包括各种维数的球面和平面定向的代数刻画、长括号

的三角学、角度和方向的幂零单项式分阶表示、幂零单项式各个分阶的几何意义等. 这些结果有助于

理解高层次符号代数运算背后的几何意义, 以及共形几何代数简化符号几何计算的内在机制.
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1 引言

共形几何代数 [1, 2] 于 1999–2001 年被提出. 近 20 年来, 该代数作为经典几何的表示和计算工具,

在机器证明 [3, 4]、计算机图形学 [5]、计算机视觉 [6]、机器人 [7]、物理学 [8, 9] 和地理信息系统 [10,11] 等方

面取得了许多应用. 2007–2008年由本文作者提出的零括号代数、零 Grassmann-Cayley代数和零几何

代数 [12–14],相对于一般的几何代数具有许多独到的代数性质,使得基于这些高级几何不变量代数的几

何定理机器证明的效率有了飞跃式的提高.

在发展高级几何不变量代数的过程中,作者还开始了对这些代数中的基本代数表达式的几何解释

的探讨 (参见文献 [15–18]). 这种探讨不仅有助于理解高层符号代数运算背后的几何意义,而且有助于

发展更高效的符号几何计算方法. 本文的主要内容是汇报共形几何代数表达式的几何意义研究方面的

新成果. 这些成果都是十几年前由作者获得的, 是从代数和几何两个角度对共形几何代数进行的深入

发展, 但一直没有进行投稿. 张景中和杨路两位符号几何计算与机器证明领域的老前辈, 即将迎来 85

岁华诞; 作者谨借此机会, 奉献这篇新作以表示祝贺.
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本文的主要成果包括: 共形几何代数中, 各种维数的球面和平面定向的代数刻画, 幂零向量的基

本引理和有理幂零展开; 平面几何的共形几何代数中, 幂零单项式的详细代数性质, 长括号的三角学,

角度和方向的幂零单项式分阶表示, 幂零单项式的各个分阶的几何解释.

本文余下内容安排如下: 第 2 节介绍本文用到的几何代数基本运算和性质; 第 3 节首先介绍共形

几何代数在几何体表示方面的内容,其次介绍新成果—共形几何代数对各种维数的球面和平面的定向

的代数表示与计算; 第 4 节对幂零奇单项式, 特别是二维几何情形下的幂零奇单项式, 它们的代数性

质和几何解释进行精细探讨; 第 5 节对二维几何情形下的幂零偶单项式的 (0, 4)- 阶分量的代数性质

和几何意义进行探讨, 建立它与长度、半径、面积和角度的关系, 揭示出这是另外一种复数表示; 第 6

节探讨二维几何情形下的幂零偶单项式的 2- 阶分量, 给出其代数性质和几何刻画.

2 几何代数预备知识

本节主要内容参见文献 [14, 19]. 若 K = R, 令 e1, e2, . . . , en 为实内积空间 Vn 的一组基底. 矩阵

(ei · ej)i,j=1,...,n 称为该基底的内积矩阵. 根据经典的 Sylvester 定理, 在合同变换下, 内积矩阵可以对

角化, 对角元属于 {1,−1, 0}. 对角元中的 1、−1 和 0 的个数分别记为 (p, q, r); 该三元组称为 Vn 的指

标 (signature), 它不依赖于基底的选取. 如果一个基底的内积矩阵具有这种对角形式, 则称该基底为

标准正交的.

指标为 (p, q, r) 的实内积空间常标记为 Rp,q,r; 当 r = 0 时, 标记为 Rp,q; 当 r = q = 0 时, 标记

为 Rp (Euclid 空间). 当 r ̸= 0 时, 称该内积空间为退化的. 当 r = q − 1 = 0 时, 称该内积空间为

Minkowski 的. 当 p = q = 0 时, 称该内积空间为幂零 (null) 的. 一个非零向量的指标即它所张成的一

维向量空间的指标. 正向量、负向量和幂零向量分别是与自身内积为正、负和零的非零向量.

内积空间 Vn 上的内积可以理解为两个向量之间的缩并. 张量空间 ⊗(Vn) 上两个张量的缩并也

称为它们的内积, 只是不再具备交换性. 本文只考虑反对称张量空间 Λ(Vn) (即 Grassmann 空间) 上

的缩并. Grassmann 空间上的反对称张量积即外积, 用 “∧” 表示. 内积始终用 “·” 表示.

例如, 对任意 1 6 r 6 n, 对向量 ai, bj ∈ Vn, 内积具有如下 Laplace 展开:

(a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ ar) · (b1 ∧ b2 ∧ · · · ∧ br) = det(ar+1−i · bj)i,j=1,...,r. (2.1)

在 Grassmann 空间 Λ(Vn) 上, r 个 Vn 中向量的外积 Ar = a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ ar 称为 r- 片 (blade),

r 称为阶数. 所有的 r- 片线性扩张成 Λ(Vn) 的一个子空间 Λr(Vn), 其中的元素称为 r- 向量. 任一非

零 r- 片 Ar 表示一个 r 维向量子空间: 向量 x ∈ Vn 在该子空间上当且仅当 x ∧Ar = 0. 一般将该向

量子空间记为 Ar. 建立在子空间 Ar 上的 Grassmann 空间记为 Λ(Ar), 它是 Λ(Vn) 的子代数.

两个片称为完全正交的, 如果一个片中的任一向量与另一片中的任意向量正交. 由缩并定义的两

个片之间的内积具有如下交换性: 对任意 r- 片 Ar 和 s- 片 Bs, 其中阶数 r 6 s, 有

Bs ·Ar = (−1)r(s−1)Ar ·Bs. (2.2)

当 s = 0 时, 定义 B0 ·Ar = B0Ar. 定义模长

|Ar| =
√
|Ar ·Ar|. (2.3)

在 Λ(Rp,q,r) 中, 设 n = p + q + r. 任意两个非零 n- 片仅相差一个数量因子. 如果这个因子为正,

则这两个 n- 片被称为定义了 Rp,q,r 中相同的定向. 由此, Rp,q,r 具有两个定向.
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设 In 是 Λ(Rp,q) 中的一个非零 n- 片. 定义 Λ(Rp,q) 中关于 In 的对偶算子 “∼” 如下:

A∼ := A · In
In · In

, ∀A ∈ Λ(Vn). (2.4)

它的逆 “−∼” 为

A−∼ := A · In, ∀A ∈ Λ(Vn). (2.5)

特别地, 对于任意 n- 片 An, 它的对偶是一个数量, 称为 An 的括号,

[An] := A∼
n . (2.6)

例如, 设 e1, . . . , en 是 Rn 的一组单位正交基, Ar = e1 ∧ · · · ∧ er, 而 In = e1 ∧ · · · ∧ en, 则

A∼
r = (−1)

n(n−1)
2 +

r(r−1)
2 er+1 ∧ · · · ∧ en, (2.7)

它表示向量子空间 Ar 在 Rn 中的正交补.

设 Bs 是一个 s- 片且 Bs ·Bs ̸= 0. 一般记

B−1
s =

Bs

Bs ·Bs
. (2.8)

对任意 0 < r 6 s, 定义 r- 向量 Ar 向 s 维向量子空间 Bs 的正交投影算子 PBs 为

PBs(Ar) := (Ar ·Bs) ·B−1
s . (2.9)

定义 Ar 相对于子空间 Bs 的正交排斥算子 P⊥
Bs
为

P⊥
Bs

(Ar) := Ar − PBs(Ar). (2.10)

特别地, 当 r = 1 时, 容易验证

P⊥
Bs

(a) = (a ∧Bs) ·B−1
s , ∀a ∈ Vn. (2.11)

括号与向量之间的内积是正交几何中的基本不变量. 它们之间具有如下代数相关性. 首先根据

Cramer 法则, 对任意 n+ 1 个向量 a1,a2, . . . ,an+1 ∈ Vn, 有
∑n+1

i=1 ai[a1 · · · ǎi · · ·an+1] = 0. 等式两边

同时与向量 b 做内积, 得到
n+1∑
i=1

(ai · b) [a1 · · · ǎi · · ·an+1] = 0. (2.12)

这个关系称为内积 Grassmann-Plücker 关系. 其次, 设 In 是定义对偶的 n- 片, 则有 Laplace 展开

[a1 · · ·an][b1 · · · bn] = ((a1 ∧ · · · ∧ an) · (b1 ∧ · · · ∧ bn))(I
−1
n · I−1

n )

= (IT
n · In) det(ai · bj)i,j=1,...,n. (2.13)

(2.12) 和 (2.13) 生成作用于各种向量变元的括号和内积之间的所有代数关系.

回顾在平面几何中, 设 e1 和 e2 是 R2 的一组单位正交基, 则 I2 = e1 ∧ e2 给出平面的一个定向.

对任意向量 a, b ∈ R2, 有

a · b = |a||b| cos∠(a, b), a ∧ b = |a||b|I2 sin∠(a, b), (2.14)
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其中 ∠(a, b) 是沿着定向 I2 给出的从 a 到 b 的转角, 称为正向旋转角. 如果沿着定向 −I2 从 a 到 b

旋转, 称为负向旋转, 则转角为 −∠(a, b)mod 2π.

由于 I2 · I2 = −1, 由 I2 通过内积生成的实代数是复数域 C. 事实上, 如果定义如下的复括号:

⟨ab⟩C := a · b+ i[ab], (2.15)

其中 i =
√
−1, 则

⟨ab⟩C
|a||b|

= cos∠(a, b) + i sin∠(a, b) = ei∠(a,b) (2.16)

表示由向量 a 到 b 的正向旋转. 设对 1 6 j 6 r, 从向量 aj 到 bj 的正向旋转为 Rj , 则这 r 个旋转的

复合为
r∏

j=1

⟨ajbj⟩C
|aj ||bj |

= ei
∑r

j=1 ∠(aj ,bj). (2.17)

Clifford 代数的基本想法是通过推广 (2.15) 为如下的乘积:

ab := a · b+ a ∧ b, (2.18)

把由 (2.17) 表示的二维旋转推广到 n 维. 严格的定义如下: 对于任意域上的内积空间 Vn, 由关系

aa = a · a (对任意 a ∈ Vn) 生成的泛结合代数被称为 Clifford 代数 CL(Vn), 其中的乘法被称为几何

积.

作为向量空间, CL(Vn) 与 Λ(Vn) 同构. 对于任意 A ∈ CL(Vn), 其 r- 向量部分记为 ⟨A⟩r, 由此定
义了从 CL(Vn)到 Λ(Vn)的线性映射 “⟨·⟩r”,称为 r-阶投影算子,其逆称为 r-阶消阶算子 (ungrading).

r- 阶投影算子作用到 A ∈ CL(Vn) 的像称为 A 的 r- 阶分量. 特别地, 当 r = 0 或 r = n 时, 引入记号

⟨A⟩ := ⟨A⟩0, [A] := [ ⟨A⟩n], (2.19)

分别称之为尖括号和方括号. 称由它们生成的交换环为 Clifford 括号代数.

在 CL(Vn) 中定义转置算子 T 如下:

(a1a2 · · ·ar)
T := arar−1 · · ·a1, ∀ai ∈ Vn. (2.20)

该算子线性扩充定义到整个 CL(Vn) 上. 它与分阶投影算子交换. 作为推论, 有如下交换性: 对任意 r-

向量 Ar 和 s- 向量 Bs, 有

⟨ArBs⟩r+s−2l = (−1)rs−l⟨BsAr⟩r+s−2l. (2.21)

对任意 b,ai ∈ Vn, 有

ab1b2 · · · br + (−1)r−1b1b2 · · · bra = 2

r∑
i=1

(−1)i+1(a · bi) b1b2 · · · b̌i · · · br. (2.22)

类似地, 可以得到尖括号和方括号的以下内部对称性: 设 ai ∈ Vn, 则

⟨a1a2 · · ·a2l⟩ = ⟨a2 · · ·a2la1⟩ = ⟨a2l · · ·a2a1⟩,

[a1a2 · · ·an+2l] = (−1)n−1[an+2la1a2 · · ·an+2l−1] = (−1)
n(n−1)

2 [an+2lan+2l−1 · · ·a1].

(2.23)
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分阶投影算子具有如下的 Caianiello 展开形式 [20]: 设 A = a1a2 · · ·ak, 其中 ai ∈ Vn. 对任意

0 6 l 6 [k/2], 有

⟨A⟩k−2l =
∑

(2l,k−2l)⊢A

pf(A(1)) (∧A(2)), (2.24)

这里

(1) A(1) = ai1 , . . . ,ai2l 和 A(2) = ai2l+1
, . . . ,aik 是分割序列 a1, . . . ,ak 得到的两个子序列, 其长

度分别是 2l 和 k − 2l, 分割产生的序列置换符号包含在记号 A(1) 中;

(2) ∧A(2) = ai2l+1
∧ · · · ∧ aik ;

(3) pf(A(1)) 是内积矩阵 (aiu · aiv )u,v=1,...,2l 的 Pfaffian.

特别地, 当 k = 2l 时,

⟨a1a2 · · ·a2l⟩ = pf((ai · aj)i,j=1,...,2l) =
1

2ll!

∑
σ∈S2l

sign(σ)
l∏

i=1

(aσ(2i−1) · aσ(2i)); (2.25)

当 k = n+ 2l 时,

[A] =
∑

(2l,n)⊢A

⟨A(1)⟩ [A(2)]. (2.26)

在内积括号代数中, 行列式和向量间的内积经 (2.25) 和 (2.26) 分别扩充为方括号和尖括号, 从而内积

括号代数被扩充为 Clifford 括号代数.

在 CL(Vn) 中, 有限个向量变元做几何积的结果被称为 Clifford 单项式, 其中的向量变元计算重

数的个数被称为单项式的次数. 一个 Clifford 单项式是奇 (偶) 的, 如果它是奇数个 (偶数个) 向量变

元的乘积. 一个幂零单项式是由幂零向量变元经几何积得到的 Clifford 单项式. 由幂零单项式的尖括

号和方括号生成的交换环, 被称为零括号代数.

单分阶 Clifford 单项式是 Clifford 单项式的分阶投影像, 如 ⟨a1a2 · · ·ar+2i⟩r, 其中 ai ∈ Vn. 一般

的分阶 Clifford单项式是向量变元经几何积、对偶和各种分阶投影算子复合作用的结果.分阶 Clifford

单项式张成的线性空间仍记为 CL(Vn), 称为分阶 Clifford 空间. 该空间在几何积、对偶和分阶投影算

子下封闭, 称为 Vn 上的几何代数 [19].

例如,当 Vn = R2 时, 设 e1 和 e2 是 R2 的一组单位正交基,设 I2 = e1 ∧ e2. 对任意 a, b ∈ R2, 有

ab = |a||b|(cos∠(a, b) + I2 sin∠(a, b)) = |a||b|eI2∠(a,b). (2.27)

对任意单位向量 a1,a2, . . . ,a2k ∈ R2, 有

a1a2 · · ·a2k = eI2
∑k

l=1 ∠(a2l−1,a2l),

⟨a1a2 · · ·a2k⟩ = cos

( k∑
l=1

∠(a2l−1,a2l)

)
,

[a1a2 · · ·a2k] = sin

( k∑
l=1

∠(a2l−1,a2l)

)
.

(2.28)

用 CL+(R2) 表示由 I2 经几何积生成的 2 维子代数. 根据 I2
2 = I2I2 = I2 · I2 = −1,

g(x1 + I2x2) := x1 + ix2, ∀xi ∈ R (2.29)
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是 CL+(R2) 到复数域 C 作为实代数的同构. 在这一同构下, 转置算子对应于复共轭

g((x1 + I2x2)
T) = x1 + ix2. (2.30)

映射

g′(x) := e1x, ∀x ∈ R2 (2.31)

映 (x1, x2) ∈ R2 为 x1 + I2x2. 复合映射

g ◦ g′ : R2 → C,

a, b, . . . 7→ a, b, . . .
(2.32)

给出 R2 的经典复数表示. 对任意 a, b ∈ R2, 有

ab = g(g′(a)) g(g′(b)) = g(g′(a)Tg′(b)) = g(ab). (2.33)

3 Euclid 几何的共形模型与共形几何代数

Euclid几何的经典模型是 Euclid向量空间,其中的向量既表示点又表示方向. n维空间中过两点 1

和 2的直线由动量 1∧2和方向 −→
12 = 2−1表示 [21]: 任一点 3在直线 12上当且仅当 3∧(2−1) = 1∧2.

这种表示看似依赖于直线上的点 1 和 2 的选取, 但是容易证明, 直线的这一表示差一非零数量因子唯

一: (1 ∧ 2,2− 1) 与 (1′ ∧ 2′,2′ − 1′) 表示同一直线当且仅当存在 λ ̸= 0 使得

(1′ ∧ 2′,2′ − 1′) = λ(1 ∧ 2,2− 1) = (λ1 ∧ 2, λ(2− 1)). (3.1)

类似地, 对任意 1 6 r 6 n+ 1, 由仿射无关的点 a1,a2, . . . ,ar ∈ Rn 张成的 r− 1 维仿射子空间具

有动量 - 方向表示 (Ar, ∂(Ar)), 其中 Ar = a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ ar, 以及

∂(Ar) = (a2 − a1) ∧ (a3 − a1) ∧ · · · ∧ (ar − a1) =
r∑

i=1

(−1)i+1a1 ∧ · · · ∧ ǎi ∧ · · · ∧ ar, (3.2)

使得任意点 a ∈ Rn 在该仿射子空间上当且仅当 a ∧ ∂(Ar) = Ar. 特别地, 当 r = 1 时, 点 a ∈ Rn 具

有动量 - 方向表示 (a, 1), 这就是众所周知的齐次坐标表示: 对任意仿射点 a, 有 ∂(a) = 1; 而对无穷

远点 b ∈ Rn, 作为两个仿射点之差, ∂(b) = 1. 以线性方式推广边缘算子 “∂” 到 Λ(Rn) 上, 得到 (3.2)

的一般形式: 对任意表示仿射点或无穷远点的 ai ∈ Rn, 有

∂(a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ ar) =

r∑
i=1

(−1)i+1∂(ai)a1 ∧ · · · ∧ ǎi ∧ · · · ∧ ar. (3.3)

Rn中的任一仿射子空间可以赋予两个相反的定向.对于仿射超平面 (An, ∂(An)),其中 ∂(An) ̸= 0,

它的定向由 ∂(An) 决定. 一个等价的表示是该超平面的 (左手) 法向

n =
(∂(An))

∼

|∂(An)|
, (3.4)

它满足 [n∂(An)] > 0.
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Rn 中的任一球面也可以赋予两个相反的定向.设 a1, . . . ,an+1 ∈ Rn 是 n+1个仿射无关的点, 即

Jn = ∂(a1 ∧ · · · ∧ an+1) ̸= 0, 则 Jn 给出过这 n+1 个仿射点的唯一超球面的一个定向. 若 [Jn] > 0, 则

称超球面具有正定向, 否则称超球面具有负定向. 设 x 是超球面上一点, o 是球心, 则 (x − o) · Jn 给

出超球面在 x 处的切空间定向, 称为诱导定向. 由 (3.4), 该切空间的法向量为

n =
[Jn](x− o)

|Jn| |x− o|
. (3.5)

当 [Jn] > 0 时, n 指向球外, 是球面的外法向; 当 [Jn] < 0 时, n 指向球心, 是球面的内法向. 因此, 超

球面的正定向也称外定向, 负定向也称内定向.

Euclid 几何的共形模型是 19 世纪提出的一种在非 Euclid 几何中实现 Euclid 几何的非线性模

型 [22]. 在 n + 2 维 Minkowski 空间 Rn+1,1 中, 正交变换群双覆盖 Rn 上的共形变换群, 覆盖同态的

核为 ±id. 由此 Rn 上的共形变换可以通过 Rn+1,1 上的正交变换表示, 这是共形模型一词的由来. 在

Rn+1,1 中取定一个 Minkowski 平面和其上的一组 Witt 基底 e 和 e0, 满足

e2 = e20 = 0, e · e0 = −1. (3.6)

该Minkowski平面的正交补是 n维 Euclid空间,记为 Rn,其上的一组单位正交基底记为 e1, e2, . . . , en.

定义

Ne := {x ∈ Rn+1,1 |x · x = 0,x · e = −1}. (3.7)

Ne 上两元素 u 与 v 之间可以定义距离函数 d(u,v) =
√
(u− v)2.

定义

f : Rn → Ne,

x 7→ e0 + x+
x2

2
e,

(3.8)

则 f 是从 Rn 到 Ne 的满射等距映射, 其逆为从 Rn+1,1 到子空间 Rn 的正交投影. 特别地, e0 = f(0)

对应于 Rn 的原点, 而 e 是 Rn 上的向量趋于无穷远时的共同极限, 称为 Rn 的共形无穷远点. (Ne,f)

称为 Rn 的共形模型. 设 duv 是 u,v ∈ Ne 表示的 Rn 中两个点之间的距离, 则由

d2uv = (u− v)2 = u2 + v2 − 2u · v = −2u · v,

得到

u · v = −d2uv

2
. (3.9)

例如, 当 n = 2 时, 在 R3,1 中取 e = (0, 0, 1, 1) 和 e0 = (0, 0,−1, 1)/2, 则对任意点 (x1, x2)∈R2, 有

f(x1, x2) =

(
x1, x2,

x2
1 + x2

2 − 1

2
,
x2
1 + x2

2 + 1

2

)
. (3.10)

如果引入平面上点的复坐标, 设 a = x1 + ix2, 则在 R3,1 的酉变换

1√
2


1 i

1 −i

1 1

−1 1


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作用下, f(x1, x2) ∈ R3,1 变为 C4 中的点

1

2
(a, a, aa, 1). (3.11)

可见在复坐标下, 共形模型具有非常简洁的形式.

显然, 共形模型依赖于 Rn+1,1 中两个幂零向量 e 和 e0 的选取. 当不改变 e 的选取时, 如果 e0

的选取从 f(0) 变成 f(o), 其中 o ∈ Rn = (e ∧ e0)
∼, 则对任一点 x ∈ Rn, f(x) 表示 n 维 Euclid 空间

(e ∧ f(o))∼ 中的下列点, 它由 f(x) 向 (e ∧ f(o))∼ 做正交投影得到:

y = x− o+ (o · (x− o))e. (3.12)

向量 y 在 Rn = (e ∧ e0)
∼ 上的投影是 x− o. 这表明当 e0 换成 f(o) 时, 在 Rn 上诱导了从新原点 o

到旧原点的平移 −o.

如果 Minkowski 平面 e ∧ e0 不动, 但是在共形模型中向量 e 和 e0 互换, 则对任意的 x ∈ Rn, 有

e+ x+
x2

2
e0 =

x2

2

(
e0 + 2x−1 +

(2x−1)2

2
e

)
=

x2

2
f(2x−1), (3.13)

即点 x 被映为 2x−1. 这是 Rn 上关于球心在原点、半径为
√
2 的超球面的反演 (inversion).

如果 e和 e0 被换成另外一对向量 a, b ∈ Ne,满足 a ·b = −1,则通过共形模型,在 Rn = (e∧e0)
∼

上进行了以下共形变换: 首先是一个平移, 把 e 和 e0 变成 e 和 a; 其次是一个反演, 把 e 和 a 变成 a

和 e; 最后是另一个平移, 把 a 和 e 变成 a 和 b.

Rn+1,1 中所有幂零向量在由差非零系数相等而确定的等价关系下, 所构成的等价类集合记为 N .

它同胚于 n 维球面. n 维 Euclid 几何的泛齐次模型 [1] 指 (N , e). 当 Rn 中的共形变换表示为 Rn+1,1

中的正交变换时, 一个共形变换是 Rn 中的 Euclid 变换当且仅当表示它的 Rn+1,1 中的正交变换 (共

有两个, 差一符号相同) 固定集合 {±e}.
与共形模型相比, 泛齐次模型不再固定 Euclid 空间中的原点. 在这一模型中, e ∈ N 依然表示

共形无穷远点, 而幂零向量 a ∈ N 表示 Rn 中的仿射点当且仅当 a · e ̸= 0. 该模型是共形模型的射

影化, 其中任何表达式关于它的每个向量变元都是齐次的. 泛齐次模型对符号计算更为有利, 而在进

行几何解释时, 共形模型更为适用. 建立在共形模型或泛齐次模型基础上的几何代数都称为共形几何

代数 [14].

设 Rn 上有一个单纯形, 其顶点为 x1, . . . ,xn+1, 设 Sx1···xn+1 是该单纯形的带符号体积. 设单纯

形的外接超球面的球心为 o、半径为 ρ. 设 xn+2 为 Rn 上任一点, 则

[ef(x1) · · ·f(xn+1)] = n!Sx1···xn+1 ,

[f(x1) · · ·f(xn+2)] = (−1)n
n!

2
(ρ2 − d2oxn+2

)Sx1···xn+1 .
(3.14)

特别地, Rn 上任意 n+ 2 个点共超平面或超球面当且仅当表示这些点的幂零向量线性相关. 在此意义

下, 可以用 e∧ f(x1)∧ · · · ∧ f(xn) 表示点 x1, . . . ,xn 张成的超平面, 而当 x1, . . . ,xn+1 不共超平面时,

用 f(x1) ∧ · · · ∧ f(xn+1) 表示过点 x1, . . . ,xn+1 的超球面.

对于一般的 0 6 r 6 n − 1, 经过 Rn 中 r + 2 个仿射无关的点 x1, . . . ,xr+2 的 r 维球面可

以用 f(x1) ∧ · · · ∧ f(xr+2) 表示. 由 r + 1 个仿射无关的点 x1, . . . ,xr+1 张成的 r 维平面可以用

e ∧ f(x1) ∧ · · · ∧ f(xr+1) 表示. 这些表示都是差一系数唯一的. 这些 Λ(Rn+1,1) 中的 (r + 2)- 片都具
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有 Minkowski指标. 反过来, Λ(Rn+1,1) 中的任一具有 Minkowski指标的 (r+2)- 片都表示一个 r 维平

面或球面, 并且表示一个平面当且仅当它包含共形无穷远点 e.

在以上意义下, 以点 c = f(o) 为球心、ρ 为半径的超球面具有表示(
o− ρ2

2
e

)∼

. (3.15)

原因如下: 对任意 x ∈ Rn, 有

f(x) ∧
(
c− ρ2

2
e

)∼

=

(
f(x) · c− ρ2

2
f(x) · e

)∼

=
(ρ2 − d2xo)

∼

2
,

从而, f(x) ∈ (c− ρ2e/2)∼ 当且仅当 ρ = dxo.

如果 Λ(Rn+1,1) 中的 (n + 1)- 片 An+1 表示一个定向超球面, 具有球心 c ∈ Ne 和半径 ρ, 则由

e · (c− ρ2e/2) = −1 和 e ·A∼
n+1 = [eAn+1], 得

c− ρ2

2
e = −

A∼
n+1

[eAn+1]
= −An+1(e ∧An+1)

−1. (3.16)

由此得到

c = −
A∼

n+1eA
∼
n+1

2[eAn+1]2
, ρ2 = −

AT
n+1 ·An+1

[eAn+1]2
. (3.17)

当球面是 r 维时, 它的 (r + 2)- 片表示 Ar+2 与球心 c、半径 ρ 具有类似的关系:

c− ρ2

2
e = −Ar+2(e ∧Ar+2)

−1. (3.18)

例如, 当 n = 2 时, 圆 123 (点用幂零向量表示) 可表示为 1 ∧ 2 ∧ 3, 其圆心的幂零向量表示为

[e123](1 ∧ 2 ∧ 3)∼ + (1 · 2)(1 · 3)(2 · 3)e, (3.19)

其半径的平方为

ρ2 = −2
(1 · 2)(1 · 3)(2 · 3)

[e123]2
. (3.20)

此即圆内接三角形的正弦定理:

ρ =
d12d23d31
4|S123|

=
d12d23d31

2d23d31| sin(∠132)|
=

d12
2| sin(∠132)| . (3.21)

类似地, 以单位方向 n ∈ Rn 为法向、以 δ ∈ R 为截距 (沿方向 n 从原点到超平面的带符号距离)

的超平面具有表示

(n+ δe)∼. (3.22)

虽然 Ne 与 Euclid 空间 Rn 等距, 但前者显然不是仿射空间. 集合

e ∧Ne = {e ∧ a |a ∈ Ne} = {e ∧ (e0 + v) |v ∈ Rn} (3.23)

是 n 维仿射空间, 其无穷远空间为

e ∧ Rn = {e ∧ a |a ∈ Rn+1,1, a · e = 0}. (3.24)
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e∧Ne 被称为 Rn 中的仿射点在共形模型中的仿射表示, (3.24) 被称为 Rn 中的方向 (位移向量) 在共

形模型中的仿射表示. 类似地, Rn 中的一个 r 维方向在共形模型中的仿射表示形如 e ∧ a1 ∧ · · · ∧ ar,

其中 ai ∈ e∼ 是正向量.

球面或平面定向的表示在 Euclid几何的构造中是重要的. 例如,当 n = 2时,平面上以点 1 (幂零

向量表示) 为中心的正向 90◦ 旋转, 把点 2 (幂零向量表示) 变为

(e · 2)1+ (1 · 2)e+ (e ∧ 1 ∧ 2)∼, (3.25)

而以点 1 为中心的负向 90◦ 旋转, 把点 2 变为

(e · 2)1+ (1 · 2)e− (e ∧ 1 ∧ 2)∼. (3.26)

在共形模型中, 设 Ar+2 是任一具有 Minkowski 指标的 (r+ 2)- 片, 则 ±Ar+2 表示同一 r 维球面

或平面但具有相反的定向. 下面对此进行论证, 并导出几个计算定向的公式. 设 In = e1 ∧ · · · ∧ en, 其

中 e1, . . . , en 是 Rn = (e ∧ e0)
∼ 的一组单位正交基, 且

C∼ =
C · ((e ∧ e0)In)

((e ∧ e0)In) · ((e ∧ e0)In)
= C(e ∧ e0)I

−1
n , ∀C ∈ Λ(Rn+1,1). (3.27)

经过仿射无关的点 x1, . . . ,xr+1 ∈ Rn 的 r 维仿射平面具有表示

Ar+2 = e ∧ f(x1) ∧ · · · ∧ f(xr+1) = eBr+1 + (e ∧ e0) ∂(Br+1), (3.28)

其中 Br+1 = x1 ∧ · · · ∧xr+1 ∈ Λ(Rn). (3.28)右端是该平面的动量 -方向表示 (Br+1, ∂(Br+1))在共形

模型中的二项分解形式, 而左端是单项形式.

回顾在 Rn 中, 由点 x1, . . . ,xn ∈ Rn 决定的仿射超平面具有定向 Jn−1 = ∂(x1 ∧ · · · ∧xn),其法向

为 n = Jn−1 · I−1
n /|Jn−1 · I−1

n |. 在共形模型中, 根据 (3.28), 超平面

An+1 = e ∧ f(x1) ∧ · · · ∧ f(xn) = eBn + (e ∧ e0)Jn−1

的定向 Jn−1 满足

Jn−1 = (e ∧ e0) ·An+1. (3.29)

因此, ±An+1 具有相反的定向. 此外, 根据 (3.4), 可得

A∼
n+1 = An+1(e ∧ e0)I

−1
n = e(Bn · I−1

n ) + Jn−1 · I−1
n = (n+ δe)|Jn−1 · I−1

n |, (3.30)

从而由 (n+ δe)−∼ 表示的超平面与用 An+1 表示的同一超平面具有相同的定向:

n+ δe =
A∼

n+1

|An+1|
. (3.31)

由点 x1, . . . ,xn+1 ∈ Rn 决定的超球面具有定向 Jn = ∂(a1 ∧ · · · ∧ an+1). 在共形模型中, 超球面

具有表示 (参见文献 [1])

An+1 = f(x1) ∧ · · · ∧ f(xn+1) = e0 ∧ Jn +
1

2
e ∧Cn +

1

2
e ∧ e0 ∧Dn−1, (3.32)

其中 Cn 和 Dn−1 分别是 Λ(Rn) 中的 n- 片和 (n− 1)- 片. 因此, Jn 满足

Jn · I−1
n = (e ∧ e0)(e ∧An+1)I

−1
n = [eAn+1]. (3.33)
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由 An+1 表示的超球面具有正 (或负) 定向当且仅当 [eAn+1] > 0 (或 < 0). 特别地, ±An+1 表示

具有相反定向的同一个超球面. 如果超球面用 (f(o) − ρ2e/2)∼ 表示, 则因为 [e (f(o) − ρ2e/2)−∼] =

e · f(o) = −1, 超球面 (f(o)− ρ2e/2)−∼ 具有负定向. 注意这并不意味着超球面 (f(o)− ρ2e/2)∼ 具有

正定向.

引理 3.1 设 s1 和 s2 是 Rn+1,1 中的两个正向量,且 s−∼
1 和 s−∼

2 表示 Rn 中的两个相交的定向

超球面或超平面. 设 x ∈ Rn 是位于相交处的一个点. 对于 i = 1, 2, 当 s−∼
i 表示超球面时, 设 ni ∈ Rn

是超球面在点 x 处的单位法向量; 当 s−∼
i 表示超平面时, 设 ni ∈ Rn 是超平面的单位法向量, 则

s1 · s2
|s1||s2|

= n1 · n2. (3.34)

特别地, 超球面或超平面 s−∼
1 和 s−∼

2 垂直相交当且仅当 s1 · s2 = 0.

证明 当 si 变成 −si 时, ni 变成 −ni, 而结论 (3.34) 保持不变. 因此, 当 s−∼
i 表示超球面时, 可

设 si = f(oi)− ρ2ie/2, 其中 oi 和 ρi 分别是球心和半径; 当 s−∼
i 表示超平面时, 可设 si = ni + δie, 其

中 ni 和 δi 分别是单位法向量和超平面相对于原点的截距.

当 s−∼
1 和 s−∼

2 全是超球面或全是超平面时,直接代入 s1 和 s2 的表达式即可验证结论.当 s−∼
1 =

(f(o1) − ρ21e/2)
−∼ 和 s−∼

2 = (n2 + δ2e)
−∼ 时, 设 s = n2 + τe, 其中变量 τ ∈ R 连续变化, 使得开始

时 τ = τ0. 相应地, 超平面 s−∼ 与超球面 s−∼
1 相切, 且 n2 是切点 x0 ∈ Rn 处超球面 s−∼

1 的法向

(即内法向) n1. 之后超平面 s−∼ 向球心方向平移: 在经过球心之前, 在任一交点 x ∈ Rn 处始终有

n1 ·n2 > 0; 当超平面经过球心时, n1 ·n2 = 0; 在越过球心之后, n1 ·n2 < 0. 在平移过程中, 交点 x和

该点处的超球面 s−∼
1 法向量 n1 均随参数 τ 连续变化.

容易验证 |s1 · s| = |s1| |s| |n1 ·n2| 对超球面 s−∼
1 和超平面 s−∼ 成立. 为得到 s1 · s 与 n1 ·n2 同

号, 根据以上分析, 只需验证当 n1 = n2, 即 τ = τ0 时, 有

s1 · s =

(
f(o1)−

ρ21
2
e

)
· (n2 + τ0e) > 0.

这时向量 o1 和 x0 都与 n1 线性相关, 且 x0 = τ0n2. 设 o1 = λ1n2, 其中 λ1 ∈ R, 则(
f(o1)−

ρ21
2
e

)
· (n2 + τ0e) = f(o1) · (n2 + τ0e)

= (e0 + λ1n2) · (n2 + τ0e)

= −τ0 + λ1

= (o1 − x0) · n1

= ρ1 > 0.

证毕.

设某 r 维球面具有定向 Jr+1 ∈ Λr+1(Rn) 和中心 o ∈ Rn, 则对球面上任一点 x ∈ Rn, 该球面在 x

点处的切平面的诱导定向由 (x− o) · Jr+1 给出. 特别是当 r = n− 1 时, 点 x 处切超平面的诱导定向

还可由法方向 (Jn · I−1
n ) (x− o) 表示.

定理 3.1 设 (r + 2)- 片 Ar+2 表示 Rn 中的一个 r 维球面, 幂零向量 a ∈ Ne 表示该球面上的

一个点, 则 −e ∧ (a ·Ar+2) 表示该球面在点 a 处的 r 维切平面, 并具有诱导定向.
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证明 首先证明 e ∧ (a ·Ar+2) 是一个平面, 并与球面 Ar+2 切于点 a. 由已知条件, 点 a 在球面

Ar+2 上, 因此, Minkowski 空间 Ar+2 具有 Witt 分解 [1]

Ar+2 = a ∧ b ∧Cr, (3.35)

其中 b 是幂零向量, a · b = −1, 并且 Cr 为具有 Euclid 指标的 r- 片, 与 a 和 b 均正交. 由此,

a ·Ar+2 = a · (a ∧ b ∧Cr) = a ∧Cr (3.36)

是 (r+1)-片,具有指标 (r, 0, 1). 由于 e /∈ Ar+2,从而, e∧ (a ·Ar+2) ̸= 0. 由于 (r+2)-片 e∧ (a ·Ar+2)

= e ∧ a ∧Cr 包含两个线性无关的幂零向量 e 和 a, 它必然是 Minkowski 的, 并表示一个 r 维平面.

现在 (r + 2)- 片 e ∧ (a ·Ar+2) 和 Ar+2 包含同一个 (r + 1)- 片 a ·Ar+2. 根据 (3.36), a ·Ar+2 只

有一个一维幂零子空间. 因此, 平面 e ∧ (a ·Ar+2) 和球面 Ar+2 必然相切. 下面证明 −e ∧ (a ·Ar+2)

具有诱导定向.

设置原点 e0 在平面 e ∧ Ar+2 上. 设球面 Ar+2 的球心和半径分别为 o 和 ρ, 其中 o ∈ Rn. 由

(3.18) 可得

e ∧ f(o) = −(e ·Ar+2)(e ∧Ar+2)
−1. (3.37)

r 维平面 −e ∧ (a ·Ar+2) = a · (e ∧Ar+2) +Ar+2 的定向是

(e ∧ e0) · (a · (e ∧Ar+2) +Ar+2) ∈ Λr(Rn). (3.38)

r 维球面 Ar+2 的定向是 (e ∧ e0) · (e ∧Ar+2). 它在点 a 处的切平面上的诱导定向是

(f−1(a)− o) · {(e ∧ e0) · (e ∧Ar+2)}

= (e ∧ e0 ∧ (a− f(o))) · (e ∧Ar+2)

= (e ∧ e0 ∧ a) · (e ∧Ar+2)− {e0 ∧ ((e ·Ar+2)(e ∧Ar+2)
−1)} · (e ∧Ar+2)

= (e ∧ e0) · (a · (e ∧Ar+2))− e0 · {((e ·Ar+2)(e ∧Ar+2)
−1) · (e ∧Ar+2)}

= (e ∧ e0) · (a · (e ∧Ar+2) +Ar+2).

结果与 (3.38) 一致. 当原点 e0 不在平面 e ∧Ar+2 上时, 关于定向一致的证明与上面类似.

推论 3.1 对 Rn 中的定向超球面或超平面 s−∼, 在其上一点 a ∈ Ne 处的法方向具有仿射表示

e ∧ (s+ (e · s)a). (3.39)

4 幂零奇单项式的分阶投影像的几何解释

一个分阶 Clifford 单项式被称为幂零的, 如果它的向量变元都是幂零的. 由于 Euclid 空间中的点

在共形模型中由幂零向量表示, 这些幂零向量相乘得到的 Clifford 单项式和分阶 Clifford 单项式自然

具有 Euclid 几何意义. 在使用共形几何代数进行几何计算时, 常常需要这些幂零单项式和分阶幂零单

项式的几何解释. 在探讨这些几何解释之前, 首先建立关于幂零向量的若干一般性质.

命题 4.1 对任意 C ∈ CL(Vn)、任意幂零向量 a 和任意 0 6 i 6 n, 有

⟨aCa⟩i = a⟨C⟩ia = 2 (a · ⟨C⟩i) ∧ a = 2 (a ∧ ⟨C⟩i) · a. (4.1)
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证明 当 i = 0 时, 结论是平凡的. 设 i > 0, 则 C 只有它的 i- 阶部分才对 ⟨aCa⟩i 有贡献. 因此

不妨设 C = Ci 是一个 i- 向量. 这样, ⟨aCia⟩i = aCia. 根据

aCi = a ·Ci + a ∧Ci, Cia = (−1)i−1(a ·Ci − a ∧Ci),

得到

a ·Ci =
1

2
(aCi + (−1)i−1Cia), a ∧Ci =

1

2
(aCi − (−1)i−1Cia). (4.2)

因此,

(a ·Ci)a =
1

2
aCia = (a ∧Ci)a,

即 aCia = 2(a ·Ci) ∧ a = 2(a ∧Ci) · a.

推论 4.1 对任意 ai ∈ Vn, 如果 a1 是幂零向量, 则

⟨a1a2 · · ·a2la1⟩1 = 2⟨a1a2 · · ·a2l⟩a1,

⟨a1a2 · · ·an+2la1⟩∼n−1 = (−1)n−12[a1a2 · · ·an+2l]a1.
(4.3)

令

A = a1a2 · · ·ak ̸= 0, (4.4)

其中 ai ∈ Rn+1,1 是幂零向量, k > 3. 由 (4.1), 如果差一数量因子 ak = a1, 则当 ⟨A⟩k−2l 是一个非零

(k − 2l)- 片时, 与定理 3.1 中的证明类似, 可以得到 ⟨A⟩k−2l 的指标是 (k − 2l − 1, 0, 1), 因而, ⟨A⟩k−2l

只含有一个幂零方向, 即 a1. 由于

A =

[k/2]∑
l=0

⟨A⟩k−2l, (4.5)

从而 A 本质上只含有一个幂零方向. 在 n = 2 的情形, 这类幂零单项式表示点 (或共形无穷远点) a1

和该点处的一个旋转或切方向, 详细内容将在第 6 节的推论 6.1 和定理 6.1 中讲述.

设 a1 ·ak ̸= 0. 如果 A是片, 则由于 a1A = Aak = 0, 从而 a1 ∧A = ak ∧A = 0, 含有 Minkowski

平面 a1 ∧ ak 的 Rn+1,1 中向量子空间 A 必为 Minkowski 的. 由于 a1 ·A = ak ·A = 0, Minkowski 空

间 A 与它包含的 Minkowski 平面 a1 ∧ ak 完全正交, 这是不可能的. 因此 A 不是片.

设

M =最大的 i ∈ N, 使得 ⟨A⟩i ̸= 0, 但对任意的 j > i, ⟨A⟩j = 0;

m =最小的 i ∈ N, 使得 ⟨A⟩i ̸= 0, 但对任意的 j < i, ⟨A⟩j = 0.
(4.6)

由于 Rn+1,1 是 Minkowski的,根据文献 [14,命题 6.86], ⟨A⟩m 和 ⟨A⟩M 都是片,并且 ⟨A⟩m ∈ Λ(⟨A⟩M ).

命题 4.2 设非零幂零单项式 A = a1a2 · · ·ak ∈ CL(Rn+1,1), 其中 a1 与 ak 线性无关. 对于由

(4.6)定义的 M,m ∈ N,当 m > 0时, ⟨A⟩∼m 表示过两点 (可能有共形无穷远点) a1 和 ak 的一个 n−m

维球面或平面; 当 M < n+2时, ⟨A⟩M 表示过两点 (可能有共形无穷远点) a1 和 ak 的一个 M − 2 维

球面或平面.

证明 当 m > 0 时, 根据

0 = ⟨a1A⟩m−1 = a1 · ⟨A⟩m, 0 = ⟨Aak⟩m−1 = ⟨A⟩m · ak,
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(n+2−m)-片 ⟨A⟩∼m 包含两个线性无关的幂零向量 a1 和 ak; 它必然是 Minkowski的, 从而表示过点

a1 和 ak 的一个 n−m 维球面或平面. 类似地, 当 M < n+ 2 时, 有

a1 ∧ ⟨A⟩M = ak ∧ ⟨A⟩M = 0,

从而片 ⟨A⟩M 是 Minkowski 的, 并表示过点 a1 和 ak 的一个 M − 2 维球面或平面.

当 M = m+2时,两个球面或平面 ⟨A⟩∼m 和 ⟨A⟩M 的维数和为 n;这时在 Rn+1,1 中,子空间 ⟨A⟩∼m
与子空间 ⟨A⟩M 的交是 Minkowski 平面 a1 ∧ ak, 从而在 Rn 中, 由 ⟨A⟩∼m 和 ⟨A⟩M 分别表示的 n−m

和 m 维球面或平面只有两个交点 a1 和 ak, 在交点处的切平面完全正交. 这时由其中的一个球面或

平面可以完全决定另外一个球面或平面.

例如, 当 n = 2 时, 对平面上 3 个不共线的点 1,2,3 ∈ Ne:

• ⟨e12⟩3 表示直线 12, ⟨e12⟩∼1 表示过点 2 并垂直于直线 12 的直线, ⟨1e2⟩∼1 表示以 12 为直径的

圆周.

• ⟨123⟩3 表示圆周 123. 当 13 是圆周 123 的直径时, ⟨123⟩∼1 表示该直径; 否则 ⟨123⟩∼1 表示一个
圆周, 它过点 1 和 3 并与圆周 123 垂直.

• 圆周 ⟨123⟩3 在点 1 处的法方向为 e ∧ (−e · 1 ⟨123⟩∼3 + [e123]1), 圆周 ⟨123⟩−∼
1 在点 1 处的法方

向为 e ∧ (−e · 1⟨123⟩1 + ⟨e123⟩1).
• 直线 ⟨e12⟩3 的法方向为 e ∧ ⟨e12⟩∼3 , 直线 ⟨123⟩−∼

1 的法方向为 e ∧ ⟨123⟩1.
作为 (2.22) 的直接推论, 有下列引理:

引理 4.1 (幂零向量基本引理) 设 a1, . . . ,ak ∈ Vn. 若 a2
1 = 0, 则

a1a2 · · ·aka1 = 2
k∑

i=2

(−1)ia1 · ai (a2 · · · ǎi · · ·aka1)

= 2
k∑

i=2

(−1)k−ia1 · ai (a1a2 · · · ǎi · · ·ak). (4.7)

特别地,

a1a2a1 = 2(a1 · a2)a1, (4.8)

a1a2a3a1 = −a1a3a2a1 = 2⟨a1a2a3⟩1a1 = 2⟨a1a2a3⟩1 ∧ a1. (4.9)

命题 4.3 (有理幂零展开) 设 a1, . . . ,an+2l ∈ Vn, 其中 a2
1 = 0. 若 a2

n+2l−1 = 0, 则

(a1 · an+2l−1) ⟨a1a2 · · ·an+2l−1⟩n−1 = a1 ∧ an+2l−1 ∧ ⟨a1a2 · · ·an+2l−1⟩n−3; (4.10)

若 a2
n+2l = 0, 则

(a1 · an+2l) ⟨a1a2 · · ·an+2l⟩n = a1 ∧ an+2l ∧ ⟨a1a2 · · ·an+2l⟩n−2. (4.11)

证明 两个等式的证明类似. 下面只证明 (4.10). 一方面,

0 = ⟨a1a1a2 · · ·an+2l−1an+2l−1⟩n−1

= a1 ∧ ⟨a1a2 · · ·an+2l−1⟩n−3 ∧ an+2l−1 + ⟨a1⟨a1a2 · · ·an+2l−1⟩n−1an+2l−1⟩n−1.
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另一方面, 由 a1 ∧ ⟨a1a2 · · ·an+2l−1⟩n−1 = an+2l−1 ∧ ⟨a1a2 · · ·an+2l−1⟩n−1 = 0, 得

⟨a1⟨a1a2 · · ·an+2l−1⟩n−1an+2l−1⟩n−1 = (−1)n⟨a1an+2l−1⟨a1a2 · · ·an+2l−1⟩n−1⟩n−1

= (−1)n(a1 · an+2l−1) ⟨a1a2 · · ·an+2l−1⟩n−1.

证毕.

推论 4.2 当 Vn 中的 n 等于 4 时, 设 a2
1 = a2

2l+1 = 0, 则

(a1 · a2l+1) ⟨a1a2 · · ·a2l+1⟩∼1 = a1 ∧ a2l+1 ∧ ⟨a1a2 · · ·a2l+1⟩∼3 ,

(a1 · a2l+1)a1a2 · · ·a2l+1 = a1a2l+1 ⟨a1a2 · · ·a2l+1⟩1 = ⟨a1a2 · · ·a2l+1⟩1 a1a2l+1.
(4.12)

本文着重研究用于 2 维 Euclid 几何计算的 CL(R3,1) 中的分阶幂零单项式及其几何解释. 设幂零

向量 ai ∈ R3,1. 在 CL(R3,1) 中共有以下 6 种单分阶幂零单项式:

第 1 组: ⟨a1a2 · · ·a2l+1⟩1, ⟨a1a2 · · ·a2l+1⟩3;

第 2 组: ⟨a1a2 · · ·a2l⟩, ⟨a1a2 · · ·a2l⟩4;

第 3 组: ⟨a1a2 · · ·a2l⟩2.

本节考察第 1 组分阶幂零单项式在 a1 和 a2l+1 线性无关时的情形. 第 5 节将考察第 2 组分阶幂零单

项式, 第 6 节将考察第 3 组分阶幂零单项式和第 1 组分阶幂零单项式在 a1 = a2l+1 时的情形.

引理 4.2 设 a ∈ R3,1 是幂零向量, A,A′ ∈ CL(R3,1) 是两个奇的 Clifford 单项式. 标记

⟨aA⟩0,4 := ⟨aA⟩0 + ⟨aA⟩4, (4.13)

则

⟨aAaA′⟩0,4 = 2⟨aA⟩0,4⟨aA′⟩0,4; (4.14)

或者等价地,
1

2
⟨aAaA′⟩ = ⟨aA⟩⟨aA′⟩ − [aA] [aA′],

1

2
[aAaA′] = ⟨aA⟩ [aA′] + [aA]⟨aA′⟩.

(4.15)

证明 易知 aA+ATa = 2⟨aA⟩0,4. 从而,

⟨aAaA′⟩0,4 = ⟨(aA+ATa)aA′⟩0,4 = 2⟨⟨aA⟩0,4aA′⟩0,4 = 2⟨aA⟩0,4⟨aA′⟩0,4.

证毕.

引理 4.3 设 a ∈ R3,1 是幂零向量, B,B′ ∈ CL(R3,1) 是两个偶的 Clifford 单项式, 则

⟨aB⟩1 · ⟨aB′⟩1 = ⟨aB⟩3 · ⟨aB′⟩3 =
1

2
⟨aBaB′⟩,

⟨aB⟩1 · ⟨aB′⟩∼3 =
1

2
[aBaB′].

(4.16)

证明 易知 aB +BTa = 2⟨aB⟩1. 从而,

⟨aB⟩1 · ⟨aB′⟩1 =
1

2
⟨(aB +BTa)⟨aB′⟩1⟩ =

1

2
⟨(aB +BTa)aB′⟩ = 1

2
⟨aBaB′⟩.

其他两个等式可类似证明.
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定理 4.1 对任意幂零向量 a1, . . . ,ak ∈ R3,1, 当 k 是奇数时,

⟨a1 · · ·ak⟩23 = ⟨a1 · · ·ak⟩21 = −2k−2(a1 · a2)(a2 · a3) · · · (ak−1 · ak)(ak · a1); (4.17)

当 k 是偶数时,

⟨a1 · · ·ak⟩2 + [a1 · · ·ak]
2 = 2k−2(a1 · a2)(a2 · a3) · · · (ak−1 · ak)(ak · a1). (4.18)

证明 当 k 为偶数时, 在 (4.15) 的第一个等式中, 令 A = a2 · · ·ak 和 A′ = AT = ak · · ·a2, 反复

应用 (4.8), 得

⟨a1A⟩⟨a1A
T⟩ − [a1A][a1A

T] = 2−1⟨a1a2 · · ·aka1ak · · ·a2⟩

= 2k−2(ak · a1)(ak−1 · ak) · · · (a2 · a3)(a1 · a2).

由尖括号和方括号的对称性 (2.23), 得

⟨a1A⟩⟨a1A
T⟩ − [a1A][a1A

T] = ⟨a1A⟩⟨Aa1⟩ − [a1A][Aa1] = ⟨a1A⟩2 + [a1A]2.

当 k 为奇数时, 根据引理 4.3, 对 (4.17) 可类似证明.

推论 4.3 设 A = a1a2 · · ·ak, B = b1b2 · · · bl, 其中 ai, bj ∈ R3,1 是幂零向量, 则

(1) A = 0 当且仅当存在 1 6 i < k 使得 ai 与 ai+1 线性相关;

(2) 当 A ̸= 0 且 B ̸= 0 时, 如果 A 与 B 差一数量因子相等, 则 a1 与 b1 线性相关, 且 ak 与 bl

线性相关.

证明 只要对 (2) 进行证明. 如果 A = λB, 其中 0 ̸= λ ∈ R, 则当 a1 与 b1 线性无关时,

0 = a1A = λa1b1b2 · · · bk ̸= 0, 矛盾. 同理可证 ak 与 bl 线性相关.

定理 4.2 设在 R3,1 中 a1, . . . ,a2l+1 ∈ {e} ∪ Ne, 且 a1 ̸= a2l+1, 并对任意 1 6 i 6 2l, ai ̸= ai+1,

则 ⟨a1 · · ·a2l+1⟩∼1 和 ⟨a1 · · ·a2l+1⟩3 表示一对相互垂直的圆周或直线,交点为 a1 和 a2l+1 (可能其中含

有共形无穷远点).

(1) 当 a1 ̸= e 时, 圆周 (或直线) ⟨a1 · · ·a2l+1⟩∼1 在点 a1 处的切方向是

e ∧ (⟨a1 · · ·a2l+1⟩∼3 + [ea1 · · ·a2l+1]a1). (4.19)

它可由圆周 (或直线) ⟨a1 · · ·a2l+1⟩3 在同一点处的切方向负向旋转 90◦ 得到,即是后者的法方向.圆周

(或直线) ⟨a1 · · ·a2l+1⟩3 在点 a1 处的切方向是

e ∧ (⟨a1 · · ·a2l+1⟩1 + ⟨ea1 · · ·a2l+1⟩a1). (4.20)

(2)当 a1=e时,直线 ⟨ea2 · · ·a2l+1⟩∼1 的方向是−e∧⟨ea2 · · ·a2l+1⟩∼3 . 它可由直线 ⟨a1a2 · · ·a2l+1⟩3
的方向正向旋转 90◦ 获得, 即是后者的法向相反方向. 直线 ⟨ea2 · · ·a2l+1⟩3 的方向是

−e ∧ ⟨ea2 · · ·a2l+1⟩1.

证明 由 (4.17)知, ⟨a1 · · ·a2l+1⟩21>0,且 ⟨a1 · · ·a2l+1⟩23>0,所以, ⟨a1 · · ·a2l+1⟩∼1 和 ⟨a1 · · ·a2l+1⟩3
表示两个圆周或直线. 由命题 4.3 可知, 这两个圆周或直线均过两点 a1 和 a2l+1. 由

⟨a1 · · ·a2l+1⟩1 · ⟨a1 · · ·a2l+1⟩∼3 = 0,
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这两个圆周或直线相互正交.

当 a1 ̸= e 时, 设 e0 = a1. 由推论 3.1 知, 圆周或直线 ⟨a1 · · ·a2l+1⟩∼1 在点 a1 处切线的法方向是

n1 = e · (a1 ∧ ⟨a1 · · ·a2l+1⟩1) = −⟨a1 · · ·a2l+1⟩1 − ⟨ea1 · · ·a2l+1⟩a1. (4.21)

设 I2 = e1 ∧ e2 给出 R2 的正定向, 则 CL(R3,1) 中的对偶是关于 (e ∧ a1)I2 的. 由定理 3.1 可知,

在原点 a1 处定向圆周或直线 ⟨a1 · · ·a2l+1⟩3 的切线是 −e ∧ (a1 · ⟨a1 · · ·a2l+1⟩3). 由命题 4.3 可知, 该

切线在 R2 中的法方向 n3 计算如下:

n3 = −(e ∧ (a1 · ⟨a1 · · ·a2l+1⟩3))∼

= −
(e ∧ (a1 · (a1 ∧ a2l+1 ∧ ⟨a1 · · ·a2l+1⟩1)))∼

a1 · a2l+1

= (e ∧ a1 ∧ ⟨a1 · · ·a2l+1⟩1)∼

= {⟨a1 · · ·a2l+1⟩1(e ∧ a1)− ⟨a1 · · ·a2l+1⟩1 · (e ∧ a1)}(e ∧ a1)I
−1
2

= ⟨a1 · · ·a2l+1⟩1I−1
2 + ⟨ea1 · · ·a2l+1⟩a1I

−1
2

= n1I2. (4.22)

因此, 方向 n3 由 n1 正向旋转 90◦ 获得. 圆周或直线 ⟨a1 · · ·a2l+1⟩∼1 在点 a1 处的切方向由 n1 正向

旋转 90◦ 而得, 因而正好与 n3 一致, 其仿射表示为 e ∧ (⟨a1 · · ·a2l+1⟩∼3 + [ea1 · · ·a2l+1]a1). 圆周或直

线 ⟨a1 · · ·a2l+1⟩3 在点 a1 处的切方向是 −n1.

当 a1 = e时, a2l+1 表示一个仿射点,直线 ⟨(a1a2 · · ·a2l+1)
T⟩∼1 的方向由直线 ⟨(a1a2 · · ·a2l+1)

T⟩3
的方向在点 a2l+1 处负向旋转 90◦ 获得. 由 ⟨(a1a2 · · ·a2l+1)

T⟩1 = ⟨a1a2 · · ·a2l+1⟩1 和 ⟨(a1a2 · · ·
a2l+1)

T⟩3 = −⟨a1a2 · · ·a2l+1⟩3 得知, 在该点直线 ⟨ea2 · · ·a2l+1⟩∼1 的方向由直线 ⟨ea2 · · ·a2l+1⟩3 的方
向正向旋转 90◦ 获得. 因而, 直线 ⟨ea2 · · ·a2l+1⟩3 的方向正好是直线 ⟨ea2 · · ·a2l+1⟩∼1 的 (左手) 法向,

其仿射表示为 −e ∧ ⟨ea2 · · ·a2l+1⟩1; 直线 ⟨ea2 · · ·a2l+1⟩∼1 的方向是直线 ⟨ea2 · · ·a2l+1⟩3 的法向相反
方向, 其仿射表示为 −e ∧ ⟨ea2 · · ·a2l+1⟩∼3 . 证毕.

5 长括号的三角学

本节探讨 n = 2时在 CL(R3,1)中的长括号 ⟨a1a2 · · ·a2l⟩和 [a1a2 · · ·a2l]的几何解释,其中 l > 1,

ai ∈ Ne ∪ {e}, 并且如果 ai ̸= e, 则 ai = f(xi), 其中 xi ∈ R2. 因为如果 a1 = a2, 则

a1a1a3a4 · · ·a2l = 0;

如果 a1 = a3, 则

a1a2a1a4 · · ·a2l = 2(a1 · a2)a1a4 · · ·a2l;

由括号的对称性 (2.23), 可以假设对任意 1 6 i 6 2l, 有

ai /∈ {ai+1mod 2l,ai+2mod 2l}.

记号 1 当 ai,aj ∈ Ne 时, 标记

−−→aiaj :=
−−→xixj = xj − xi ∈ R2, daiaj := |xi − xj |. (5.1)
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首先考察 l = 2 的情形. 当 a1 = e 时, 容易验证以下等式:
⟨ea2a3a4⟩ = −−−→a3a4 · −−−→a3a2 = da2a3da3a4 cos∠(−−−→a3a4,

−−−→a3a2),

[ea2a3a4] = (−−−→a3a4 ∧ −−−→a3a2) · I−1
2 = da2a3da3a4 sin∠(−−−→a3a4,

−−−→a3a2),
(5.2)

其中 ∠(−−−→a3a4,
−−−→a3a2) ∈ [0, 2π) 表示平面上由向量 −−−→a3a4 到向量

−−−→a3a2 的正向旋转角度, I2 = e1 ∧ e2 给

出 R2 的定向.

当 a1 ̸= e时,根据本节开始时的假设, a2、a3 和 a4 均不为 e,因而表示平面上的点. 当点 a1、a2

和 a3 不共线时, 设 Sa1a2a3 是三角形 a1a2a3 的带符号面积、ρa1a2a3 是外接圆半径、na1a2a3 是三角

形外接圆在点 a1 处的单位外法向量. 当点 a1、a2 和 a3 共线时, 设 na1a2a3 是直线 a1 ∧ a2 ∧ a3 的

法向.

命题 5.1 设 ai ∈ Ne.

(1) 当 a1 ∧ a2 ∧ a3 和 a1 ∧ a3 ∧ a4 均表示圆周 (简称为 a1a2a3 和 a1a3a4 均为圆周) 时,

⟨a1a2a3a4⟩ = −8
ρa1a2a3ρa1a3a4

d2a1a3

Sa1a2a3Sa1a3a4 cos∠(na1a2a3 ,na1a3a4); (5.3)

(2) 当 a1a2a3 为直线、a1a3a4 为圆周时,

⟨a1a2a3a4⟩ = −2
da1a2da2a3ρa1a3a4

da1a3

Sa1a3a4 cos∠(na1a2a3 ,na1a3a4); (5.4)

(3) 二者均为直线时,

⟨a1a2a3a4⟩ = −1

2
da1a2da2a3da3a4da4a1 cos∠(na1a2a3 ,na1a3a4). (5.5)

证明 (1) 容易验证以下等式:

⟨a1a2a3a4⟩ =
1

a1 · a3
(a1 ∧ a2 ∧ a3) · (a1 ∧ a3 ∧ a4). (5.6)

由 (3.17) 和 (3.34) 可得

(a1 ∧ a2 ∧ a3) · (a1 ∧ a3 ∧ a4)

= (a1 ∧ a2 ∧ a3)
∼ · (a1 ∧ a3 ∧ a4)

∼

= [ea1a2a3][ea1a3a4] ρa1a2a3ρa1a3a4na1a2a3 · na1a3a4

= 4Sa1a2a3Sa1a3a4ρa1a2a3ρa1a3a4 cos∠(na1a2a3 ,na1a3a4).

(2) 由 (3.17)、(3.31) 和 (3.34) 可得

(a1 ∧ a2 ∧ a3)
∼ · (a1 ∧ a3 ∧ a4)

∼

= |a1 ∧ a2 ∧ a3| [ea1a3a4] ρa1a3a4na1a2a3 · na1a3a4

= da1a2da1a3da2a3Sa1a3a4ρa1a3a4 cos∠(na1a2a3 ,na1a3a4).

(3) 由 (3.31) 和 (3.34) 可得

(a1 ∧ a2 ∧ a3)
∼ · (a1 ∧ a3 ∧ a4)

∼
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= |a1 ∧ a2 ∧ a3| |a1 ∧ a3 ∧ a4|na1a2a3 · na1a3a4

=
1

4
da1a2d

2
a1a3

da1a4da2a3da3a4 cos∠(na1a2a3 ,na1a3a4).

证毕.

命题 5.2 设 ai ∈ Ne.

(1) 当 a1a2a3 和 a1a3a4 都是圆周时,

[a1a3a2a4] = −8
ρa1a2a3ρa1a3a4Sa1a2a3Sa1a3a4

d2a1a3

sin∠(na1a2a3 ,na1a3a4); (5.7)

(2) 当 a1a2a3 是直线、a1a3a4 是圆周时,

[a1a2a3a4] = −2
da1a2da2a3ρa1a3a4

da1a3

Sa1a3a4 sin∠(na1a2a3 ,na1a3a4); (5.8)

(3) 二者都是直线时,

[a1a2a3a4] = −1

2
da1a2da2a3da3a4da4a1 sin∠(na1a2a3 ,na1a3a4). (5.9)

证明 以下只证明 (5.7). 容易验证以下等式:

[a1a2a3a4] =
⟨a1a2a3⟩1 · (a1 ∧ a3 ∧ a4)

∼

a1 · a3
. (5.10)

设圆周 ⟨a1a2a3⟩∼1 的圆心和半径为 (c1, ρ1), 在点 a1 处的单位外法向量为 n1, 其中 c1 ∈ Ne. 设

s1 = c1 − ρ21e/2. 由于 s∼1 在点 a1 处的法向朝外, 根据 s1 · e = −1, 得知圆周 ⟨a1a2a3⟩∼1 在点 a1 处的

法向为

−(e · ⟨a1a2a3⟩1)n1 = −⟨ea1a2a3⟩n1.

类似地, 圆周 ⟨a1a2a3⟩3 在点 a1 处的法向为

− (e · ⟨a1a2a3⟩−∼
3 )na1a2a3 = [ea1a2a3]na1a2a3 . (5.11)

由定理 4.2 证明中的 (4.22) 可得

⟨ea1a2a3⟩
|⟨ea1a2a3⟩|

n1 =
[ea1a2a3]

|[ea1a2a3]|
na1a2a3I2. (5.12)

根据 (3.17) 和 (4.17) 可得

ρ1 =
|⟨a1a2a3⟩1|
|⟨ea1a2a3⟩|

=
|⟨a1a2a3⟩3|
|⟨ea1a2a3⟩|

= ρa1a2a3

|[ea1a2a3]|
|⟨ea1a2a3⟩|

,

即

|[ea1a2a3]| : |⟨ea1a2a3⟩| = ρ1 : ρa1a2a3 .

将它代入 (5.12), 得

ρ1⟨ea1a2a3⟩n1 = ρa1a2a3 [ea1a2a3]na1a2a3I2. (5.13)
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最后, 由 (3.34) 和 (5.13) 可得

⟨a1a2a3⟩1 · (a1 ∧ a3 ∧ a4)
∼

= ⟨ea1a2a3⟩ [ea1a3a4] ρ1ρa1a3a4 n1 · na1a3a4

= [ea1a2a3][ea1a3a4] ρa1a2a3ρa1a3a4(na1a2a3 ∧ na1a3a4)I
−1
2

= 4Sa1a2a3Sa1a3a4ρa1a2a3ρa1a3a4 sin∠(na1a2a3 ,na1a3a4).

证毕.

自定向圆周或直线 a1a2a3 到 a1a4a5 的旋转角, 记为 ∠(a1a2a3,a1a4a5), 指由 a1a2a3 在点 a1

处的法方向正向旋转到 a1a4a5 在点 a1 处的法方向的角度. 显然, 它也等于由前者在点 a1 处的切方

向正向旋转到后者在点 a1 处的切方向的角度.

命题 5.3 设 a1,a2,a3,a4 ∈ Ne 表示平面上 4 个不同点 (见图 1), 则

⟨a1a2a3a4⟩ = −da1a2da2a3da3a4da4a1

2
cos∠(a1a2a3,a1a3a4),

[a1a2a3a4] = −da1a2da2a3da3a4da4a1

2
sin ∠(a1a2a3,a1a3a4).

(5.14)

证明 由 (4.18) 可得

⟨a1a2a3a4⟩2 + [a1a2a3a4]
2 = 4(a1 · a2)(a2 · a3)(a3 · a4)(a4 · a1)

=
1

4
d2a1a2

d2a2a3
d2a3a4

d2a4a1
.

由命题 5.1、5.2 和法方向关系 (5.11), 结论获证.

在角度 ∠(a1a2a3,a1a4a5) 中, a1 可以取共形无穷远点 e. 对直线 a1a2 和 a2a3, 有如下关系:

∠(ea1a2, ea2a3) = −∠(−−−→a1a2,
−−−→a2a3) = ∠(−−−→a2a3,

−−−→a2a1)− π, (5.15)

这时, (5.2) 可以写为

⟨ea1a2a3⟩ = −da1a2
da2a3

cos∠(ea1a2, ea2a3),

[ea1a2a3] = −da1a2
da2a3

sin∠(ea1a2, ea2a3).
(5.16)

23

4

d
34

d
23 1

3

2
4

(a) (b)

图 1 命题 5.3 的构型, 其中点 ai 被标记为 i. (a) 点 a1 在无穷远; (b) 所有点都有限
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记号 2 本节设

deai = daie = −
√
2, (5.17)

从而使得 e · ai = −d2eai
/2 成立. 这里的负号是为了与仿射点之间的真实距离加以区分.

命题 5.4 设 a1,a2,a3,a4 ∈ Ne ∪ {e} 且两两不同, 则

⟨a1a2a3a4⟩ = −da1a2da2a3da3a4da4a1

2
cos∠(a1a2a3,a1a3a4),

[a1a2a3a4] = −da1a2da2a3da3a4da4a1

2
sin ∠(a1a2a3,a1a3a4).

(5.18)

证明 根据 (5.14)、(5.16) 和括号对称性 (2.23), 只需要考虑 a2 = e 的情形. 这时只需要证明

∠(a1a2a3,a1a3a4) = −∠(a2a3a4,a2a4a1)mod 2π. (5.19)

以上等式在 a1 = e 时, 成立

∠(−−−→a2a3,
−−−→a3a4) = ∠(a2a3a4,a2a4e) = ∠(ta2a3a4 ,

−−−→a2a4), (5.20)

其中 ta2a3a4 是圆 a2a3a4 在点 a2 处的切方向. 简单画图即可验证这一等式 (见图 2).

当 a2 = e 时, a1 表示一个点. 这时可以通过关于以 a1 为圆心的一个圆周的反演实现 a1 与 a2

互换.它在 R2 = (e∧ e0)
∼ 上保角度但是反转定向,即任何有向角度 α变为 −α. 由于 (5.19)是角度的

线性关系, 因此, 它在该共形映射下保持不变.

命题 5.5 设 ai ∈ Ne ∪ {e} 且两两不同 (见图 3), 则

⟨a1a2a3a4a5a6⟩ = −da1a2
da2a3

da3a4
da4a5

da5a6
da6a1

2
cos(∠(a1a2a3,a1a3a4)

+ ∠(a1a4a5,a1a5a6)),

[a1a2a3a4a5a6] = −da1a2da2a3da3a4da4a5da5a6da6a1

2
sin(∠(a1a2a3,a1a3a4)

+ ∠(a1a4a5,a1a5a6)).

(5.21)

2

3

4

t
234

图 2 等式 (5.20), 其中点 ai 被标记为 i
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2

3

4

5

6

1

2

3

4

5

6

(a) (b)

图 3 命题 5.5 的构型, 其中点 ai 被标记为 i. (a) 点 a1 在无穷远; (b) 所有点都有限

证明 当 a1 和 a4 均表示点时, 根据 a1a2a3a4a5a6 = a1a2a3a4a1a4a5a6/(2a1 · a4), 结论可由

(4.15) 直接推出. 当 a1 = e 或 a4 = e 时, 由于 2a1 · a4 = −d2a1a4
, 结论依然成立. 证毕.

下面的定理可以归纳证明.

定理 5.1 设 a1, . . . ,a2l ∈ Ne ∪ {e} 满足 ai /∈ {ai+1mod 2l,ai+2mod 2l}, 以及对任意 i > 1, 有

ai ̸= a1, 则

⟨a1a2 · · ·a2l⟩ = −
da1a2da2a3 · · · da2l−1a2l

da2la1

2
cos(∠(a1a2a3,a1a3a4)

+∠(a1a4a5,a1a5a6) + · · ·+ ∠(a1a2l−2a2l−1,a1a2l−1a2l)),

[a1a2 · · ·a2l] = −
da1a2da2a3 · · · da2l−1a2l

da2la1

2
sin(∠(a1a2a3,a1a3a4)

+∠(a1a4a5,a1a5a6) + · · ·+ ∠(a1a2l−2a2l−1,a1a2l−1a2l)).

(5.22)

以上定理未覆盖幂零偶单项式 a1a2a3a1a4a5 · · ·a1a4la4l+1 的括号. 首先根据

a1a2a3a1a3a4 = 2(a1 · a3)a1a2a3a4, (5.23)

以及由 (4.7) 得到的如下关系:

−1

2
[a1a2a3a1a4a5] = a1 · a2 [a1a3a4a5]− a1 · a3 [a1a2a4a5],

−
1

2
⟨a1a2a3a1a4a5⟩ = a1 · a2⟨a1a3a4a5⟩ − a1 · a3⟨a1a2a4a5⟩,

(5.24)

可以得到以下结果.
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命题 5.6 设 ai ∈ Ne, 且 a2 ̸= a3 和 a4 ̸= a5, 则

[ea2a3ea4a5] = −2((a3 − a2) ∧ (a5 − a4)) · I−1
2

= 2da2a3da4a5 sin∠(a4a5,a2a3)

= 2da2a3da4a5 sin∠(ea2a3, ea4a5),

⟨ea2a3ea4a5⟩ = 2(a3 − a2) · (a5 − a4)

= 2da2a3da4a5 cos∠(a4a5,a2a3)

= 2da2a3da4a5 cos∠(ea2a3, ea4a5).

(5.25)

推论 5.1 对 a2,a3,a4,a5 ∈ Ne, 直线 a2a3 ||a4a5 当且仅当 [ea2a3ea4a5] = 0, 直线 a2a3 ⊥
a4a5 当且仅当 ⟨ea2a3ea4a5⟩ = 0.

命题 5.7 设 ai ∈ Ne, 使得 a1a2a3 和 a1a4a5 形成两个圆周, 则

[a1a2a3a1a4a5] = 8ρa1a2a3ρa1a4a5Sa1a2a3Sa1a4a5 sin∠(na1a2a3 ,na1a4a5),

⟨a1a2a3a1a4a5⟩ = 8ρa1a2a3ρa1a4a5Sa1a2a3Sa1a4a5 cos∠(na1a2a3 ,na1a4a5).

(5.26)

证明 由

0 = ⟨a3a2a1a1a4a5⟩

= ⟨a3a2a1⟩1 · ⟨a1a4a5⟩1 + ⟨a3a2a1⟩3 · ⟨a1a4a5⟩3

= ⟨a1a2a3⟩1 · ⟨a1a4a5⟩1 − ⟨a1a2a3⟩3 · ⟨a1a4a5⟩3,

得到

⟨a1a2a3⟩1 · ⟨a1a4a5⟩1 = (a1 ∧ a2 ∧ a3) · (a1 ∧ a4 ∧ a5). (5.27)

由此和命题 5.1 的证明, 得

⟨a1a2a3⟩1 · ⟨a1a4a5⟩1 = 4Sa1a2a3Sa1a4a5ρa1a2a3ρa1a4a5 cos∠(na1a2a3 ,na1a4a5).

再由 (4.16), 得

⟨a1a2a3a1a4a5⟩ = 8ρa1a2a3
ρa1a4a5

Sa1a2a3
Sa1a4a5

cos∠(na1a2a3
,na1a4a5

).

另一等式类似可证.

推论 5.2 设 ai ∈ {e} ∪Ne, 使得 a1 表示平面上的点, a1a2a3 和 a1a4a5 形成两个圆周或直线,

则这两个圆周 (或直线) 相切 (或平行) 当且仅当 [a1a2a3a1a4a5] = 0, 它们相互垂直当且仅当

⟨a1a2a3a1a4a5⟩ = 0.

推论 5.3 设 ai ∈ {e} ∪ Ne, 使得 a1a2a3 和 a1a4a5 形成两个圆周或直线, 则

⟨a1a2a3a1a4a5⟩ =
da1a2da2a3da3a1da1a4da4a5da5a1

2
cos∠(a1a2a3,a1a4a5),

[a1a2a3a1a4a5] =
da1a2da2a3da3a1da1a4da4a5da5a1

2
sin∠(a1a2a3,a1a4a5).

(5.28)
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以下定理可由以上结果归纳证明. 它包含定理 5.1 作为特例.

定理 5.2 设在 R3,1 中, ai ∈ {e} ∪ Ne, 使得 a2i ̸= a2i+1, 且对任意 i > 1, 有 a1 ̸= ai, 则

⟨a1a2a3a1a4a5 · · ·a1a4la4l+1⟩

=
da1a2

da2a3
da3a1

· · · da1a4l
da4la4l+1

da4l+1a1

2
cos(∠(a1a2a3,a1a4a5)

+ ∠(a1a6a7,a1a8a9) + · · ·+ ∠(a1a4l−2a4l−1,a1a4la4l+1)),

[a1a2a3a1a4a5 · · ·a1a4la4l+1]

=
da1a2da2a3da3a1 · · · da1a4l

da4la4l+1
da4l+1a1

2
sin(∠(a1a2a3,a1a4a5)

+ ∠(a1a6a7,a1a8a9) + · · ·+ ∠(a1a4l−2a4l−1,a1a4la4l+1)).

(5.29)

可见, CL(R3,1) 中幂零偶单项式的两个括号分别表示一个定向角度的余弦、正弦乘以若干长度因

子. 三角函数的运算性质由幂零偶单项式的分裂、拼接反映.例如,幂零偶单项式的性质 (4.15)对应于

三角关系

sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ,

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ.

又例如, 对任意幂零奇单项式 A,A′ ∈ CL(R3,1) 和任意幂零向量 a ∈ R3,1, 等式

4⟨aA⟩⟨aA′⟩ = ⟨aAaA′⟩+ ⟨aAaA′T⟩,

4⟨aA⟩ [aA′] = [aAaA′] − [aAaA′T],

4 [aA] [aA′] = ⟨aAaA′T⟩ − ⟨aAaA′⟩

(5.30)

对应于三角关系

2 cosα cosβ = cos(α+ β) + cos(α− β),

2 cosα sinβ = sin(α+ β) − sin(α− β),

2 sinα sinβ = cos(α− β)− cos(α+ β).

对任意非零的幂零偶单项式 B ∈ CL(R3,1), 它的 (0, 4)- 阶分量为

⟨B⟩0,4 = ⟨B⟩+ I4[B], (5.31)

其中 I4 = (e ∧ e0)I2 定义了 CL(R3,1) 中的对偶算子. 由于 I2
4 = −1, 因此, (5.31) 对应于一个复括号.

特别地, (5.31) 差一数量因子表示平面上的一个旋转, 或者等价地, 表示一个有向角.

平面上的有向角, 模去 π 后得到的等价类称为全角 [23, 24]. 如果不引入 “>” 型不等式, 那么对于

有向角的代数等式刻画也只能做到全角. 例如, 设 a, b ∈ R2, 则作为模 2π 的有向角, 有等式

∠(a, b) = −∠(b,a) 和 ∠(−a, b) = ∠(a, b)− π.

然而, 作为全角的相等关系 “≃”, 有

∠(a, b) ≃ −∠(b,a), ∠(−a, b) ≃ ∠(a, b). (5.32)
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直线 12 与 34 平行当且仅当它们的方向形成的全角为 0, 它们垂直当且仅当该全角为 π/2.

对三角形 123, 记顶点 2 处的有向角为自向量
−→
21 到

−→
23 的转角

∠123 := ∠(−→21,−→23). (5.33)

两个有向角 ∠123 和 ∠1′2′3′ 作为全角相等当且仅当 tan∠123 = tan∠1′2′3′. 由 (5.2), 这一条件可以

表示为
[e123]

⟨e123⟩
=

[e1′2′3′]

⟨e1′2′3′⟩
, (5.34)

即

[e123]⟨e1′2′3′⟩ − ⟨e123⟩[e1′2′3′] = 0.

由 (4.15), 这一条件可以进一步简化为

[e123e3′2′1′] = 0. (5.35)

在 (0, 4)- 分阶算子内部, 根据命题 5.6, 幂零单项式 e12e34 表示角度

∠(e12,e34) = −∠(−→12,−→34),

而幂零单项式 e34e12, 或者等价地, e(12e34)T, 表示 −∠(e12, e34) = ∠(−→12,−→34). 两个角度之和
∠(e12, e34) + ∠(e1′2′, e3′4′) 用两个幂零单项式的拼接 (即几何积) 表示: e12e34e1′2′e3′4′. 对于两

个幂零偶单项式 B 和 B′ 的 (0, 4)- 阶分量 ⟨B⟩0,4 和 ⟨B′⟩0,4, 它们差一非零数量因子相等当且仅当它
们表示的全角相等.

以下是三角形 123 的内角和 ∠123+ ∠231+ ∠312 = πmod2π 的括号证明:

⟨e123e231e312⟩0,4 = ⟨e1232 e3e1312⟩0,4

= 23(e · 3)(1 · 3)(2 · 3)⟨e12e12⟩0,4

= −23(e · 3)(1 · 3)(2 · 3)⟨e21e12⟩0,4

= −24(e · 1)(e · 3)(1 · 3)(2 · 3)⟨e212⟩0,4

= −25(e · 1)(e · 2)(e · 3)(1 · 2)(2 · 3)(3 · 1)

< 0.

以上计算中的下划线部分需要应用 (4.9) 和 (4.7).

6 幂零偶单项式的 2- 阶分量的几何意义

首先考察 ⟨e123⟩2 的几何意义, 其中 1,2,3 ∈ Ne.

引理 6.1 对任意幂零偶单项式 B ∈ CL(R3,1), ⟨B⟩2 是一个 2- 片当且仅当 ⟨B⟩ [B] = 0.

证明 由于 BBT = 0, 因此,

0 = [BBT]

= [(⟨B⟩+ ⟨B⟩2 + ⟨B⟩4)(⟨B⟩ − ⟨B⟩2 + ⟨B⟩4)]

= 2 ⟨B⟩ [B]− [⟨B⟩2 ⟨B⟩2],

即 [⟨B⟩2⟨B⟩2] = 2 ⟨B⟩ [B]. 另一方面, ⟨B⟩2 是片的充要条件为 ⟨B⟩2 ∧ ⟨B⟩2 = 0.
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对于 ⟨e123⟩2, 其中 1,2,3 ∈ Ne 且两两不同, 它是一个片当且仅当 ∠123 = 0modπ/2. 当此条件

不满足时, ⟨e123⟩2 可分解为两个 2- 片之和, 其中的每个片都有几何意义. 当然这种分解并不唯一. 设

⟨e123⟩ [e123] ̸= 0. 由于 e ∧ ⟨123⟩3 ̸= 0 和 e · ⟨123⟩1 ̸= 0, 因此, ⟨123⟩3 和 ⟨123⟩∼1 表示一对相互垂直
的圆周. 设圆心分别为 o3,o1 ∈ Ne, 则

⟨e123⟩2 = e ∧ ⟨123⟩1 + e · ⟨123⟩3

= e ∧ ⟨123⟩1 + (e ∧ ⟨123⟩∼3 )−∼

= −⟨e123⟩ e ∧ o1 + [e123](e ∧ o3)
∼. (6.1)

因此, ⟨e123⟩2 表示角度 ∠123 和一对圆心, 其中一个圆心是三角形的外心, 另一个所在的圆周与外接

圆垂直相交于点 1 和 3. 由于 o1 · (e ∧ o3)
∼ = (e ∧ o3 ∧ o1)

∼ ̸= 0, 因此, (6.1) 并不是 ⟨e123⟩2 的完全
正交分解.

下面给出 ⟨e123⟩2 的一个完全正交分解, 并证明它的唯一性. 考虑更为一般的 A2 = ⟨e12e34⟩2,
其中 1,2,3,4 ∈ Ne, 且 1 ̸= 2 和 3 ̸= 4. 显然,

e12 = e(1− 2)2 = e
−→
212 = −−→

21 e2,

由此可得

⟨e12e34⟩2 = −⟨−→21 e2e−→434⟩2

= 2⟨−→21 e−→434⟩2

= −2⟨−→21−→43 e4⟩2

= −2{(−→21 · −→43)e ∧ 4+ ⟨(−→21 ∧ −→
43)e4⟩2}. (6.2)

考虑向量
−→
21 ∈ R2 相对于 Minkowski 平面 e ∧ 4 的正交分解:

Pe∧4(
−→
21) = (

−→
21 · (e ∧ 4)) · (e ∧ 4) = −(

−→
21 · 4)e,

P⊥
e∧4(

−→
21) =

−→
21+ (

−→
21 · 4)e.

(6.3)

由此可得

⟨(−→21 ∧ −→
43) e4⟩2 = ⟨{(P⊥

e∧4(
−→
21)− (

−→
21 · 4)e) ∧ (P⊥

e∧4(
−→
43)− (

−→
43 · 4)e)} e4⟩2

= ⟨{P⊥
e∧4(

−→
21) ∧ P⊥

e∧4(
−→
43)} e4⟩2

= −P⊥
e∧4(

−→
21) ∧ P⊥

e∧4(
−→
43)

= λ(e ∧ 4)∼, (6.4)

其中

λ = [e4P⊥
e∧4(

−→
21)P⊥

e∧4(
−→
43)]

= [e4
−→
21

−→
43]

= [e4(1− 2)(3− 4)]
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= [e4 ⟨e12⟩1 ⟨e34⟩1]

=
1

4
[e4e12e34]

= −1

2
[e12e34]. (6.5)

将 (6.4)、(6.5) 和
−→
21 · −→43 = ⟨e12e34⟩/2 代入 (6.2), 得到以下结果.

命题 6.1 设 ai ∈ Ne, 则有以下完全正交分解:

(e · a4) ⟨ea1a2ea3a4⟩2 = ⟨ea1a2ea3a4⟩ e ∧ a4 − [ea1a2ea3a4] (e ∧ a4)
∼

= ⟨ea1a2ea3a4⟩0,4 e ∧ a4. (6.6)

作为推论, 当 (6.6) 中的 a2 = a3 时,

⟨e123⟩2 =
1

2(e · 2)
⟨e12e23⟩2 = ⟨e123⟩e ∧ 3− [e123] (e ∧ 3)∼. (6.7)

这是有别于 (6.1) 的 ⟨e123⟩2 的完全正交分解, 它给出的几何解释就只是仿射表示下的点 3 附以角度

∠123. 这种分解的唯一性由后面的命题 6.3 给出.

命题 6.2 对任意幂零向量 ai ∈ R3,1, 有

(a1 · a2k)a1a2 · · ·a2k = ⟨a1a2 · · ·a2k⟩0,4 a1a2k. (6.8)

证明 利用

⟨a1a2 · · ·a2k⟩0,4 a1 =
1

2
(a1a2 · · ·a2k + a2k · · ·a2a1)a1

=
1

2
a1a2 · · ·a2ka1, (6.9)

可得

⟨a1a2 · · ·a2k⟩0,4 a1a2k =
1

2
a1a2 · · ·a2ka1a2k = a1a2 · · ·a2k(a2k · a1).

证毕.

作为 (6.9) 的直接推论, 有以下结果.

推论 6.1 设 a1, . . . ,a2k ∈ N , 其中 a1 与 a2k 线性无关, 则

⟨a1a2 · · ·a2ka1⟩1 = 2⟨a1a2 · · ·a2k⟩a1,

⟨a1a2 · · ·a2ka1⟩3 = 2[a1a2 · · ·a2k]a
∼
1 .

(6.10)

当 ai ∈ {e} ∪ Ne 时, 如果 a1 ̸= a2k, 则差一共同数量因子, ⟨a1a2 · · ·a2ka1⟩1 和 ⟨a1a2 · · ·a2ka1⟩3
表示点 (或共形无穷远点) a1 分别附以一个角度的余弦和正弦, 作为它们之和的 a1a2 · · ·a2ka1 表示

该点附以一个旋转.

定理 6.1 设 a1, . . . ,a2k ∈ N , 则有以下完全正交分解:

(a1 · a2k) ⟨a1a2 · · ·a2k⟩2 = ⟨a1a2a3a1a4a5⟩a1 ∧ a5 − [a1a2a3a1a4a5] (a1 ∧ a5)
∼. (6.11)

当 a1 = a2k 时,

⟨a1a2 · · ·a2k−1a1⟩2 = a1a2 · · ·a2k−1a1 = 2⟨a1a2 · · ·a2k−1⟩1 ∧ a1. (6.12)
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证明 (6.11) 由命题 6.2 和

⟨⟨a1a2 · · ·a2k⟩0,4 a1a2k⟩2 = ⟨a1a2 · · ·a2k⟩a1 ∧ a2k + ⟨a1a2 · · ·a2k⟩4 · (a1 ∧ a2k)

立得. 当 a2k−1 与 a1 线性相关时, (6.12) 平凡成立. 设 a1 · a2k−1 ̸= 0. 根据推论 4.2, 可得

(a1 · a2k−1)a1a2 · · ·a2k−1 = ⟨a1a2 · · ·a2k−1⟩1 a1a2k−1,

从而,

⟨a1a2 · · ·a2k−1a1⟩2 =
⟨⟨a1a2 · · ·a2k−1⟩1 a1a2k−1a1⟩2

a1 · a2k−1
= 2⟨a1a2 · · ·a2k−1⟩1 ∧ a1.

证毕.

作为推论,当 ai ∈ {e}∪Ne 时,如果 a1 ̸= a2k,则差一数量因子 ⟨a1a2 · · ·a2k⟩2 表示一对点 (可能

包含共形无穷远点) a1 和 a2k 附以一个旋转; 如果 a1 = a2k, 则差一数量因子 ⟨a1a2 · · ·a2k⟩2 表示点
(或共形无穷远点) a1 和在 a1 处圆或直线 ⟨a1a2 · · ·a2k−1⟩3 的切方向.

命题 6.3 (完全正交分解的唯一性) 如果存在 Λ(R3,1) 中的非零 2- 片 B2、B′
2、C2 和 C ′

2, 使得

B2 和 B′
2 具有 Minkowski 指标, 并且 B2 +C2 = B′

2 +C ′
2 是两个完全正交分解, 则

B2 = B′
2, C2 = C ′

2.

证明 显然, C2 和 C ′
2 具有 Euclid 指标, 并存在 µ, µ′ ∈ R− {0}, 使得

C2 = µB2I4, C ′
2 = µ′B′

2I4.

代入已知条件中的等式, 得 B2(1 + µI4) = B′
2(1 + µ′I4), 因而,

B2(1 + µI4)(1− µI4) = B′
2(1 + µ′I4)(1− µI4).

展开并化简, 得

B2(1 + µ2) = B′
2(1 + µµ′ + (µ′ − µ)I4). (6.13)

由于 (6.13) 左端是 2- 片, 必然有

0 = [B′
2(1 + µµ′ + (µ′ − µ)I4)B

′
2(1 + µµ′ + (µ′ − µ)I4)] = 2B′

2
2
(1 + µµ′)(µ′ − µ).

由于 B′
2
2
> 0, 因此, 或者 µ′ = µ, 或者 µµ′ = −1. 当后者发生时, (6.13) 右端为

(µ′ − µ)B′
2I4 ̸= 0;

它具有 Euclid 指标, 不可能等于左端. 因此, µ′ = µ. 代入 (6.13), 得到 B2 = B′
2.

通过命题 6.2 容易看出, 不仅幂零单项式的各种分阶投影像具有明确的几何意义, 幂零单项式本

身也会具有很好的几何解释. 详细内容将另文撰述. 以下举一个应用幂零单项式本身、而不是它的分

阶投影像对几何约束进行表示的例子.

容易证明, 对任意幂零向量 1,2,3,4 ∈ R3,1, 有

4⟨e12e34⟩4e = e12e34e− e34e12e,

4⟨e12e34⟩e = e12e34e+ e34e12e.
(6.14)
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因此, 直线 12 与 34 平行当且仅当

e12e34e = e34e12e,

它们相互垂直当且仅当

e12e34e = −e34e12e.

从符号计算的角度看, 几何约束的幂零多项式表示, 通过将几何关系化为幂零单项式内部的对称

性, 使得对幂零单项式内部的重排相当于几何约束的应用. 这对于控制表达式的项数增长非常有利.
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Geometric interpretations of graded null monomials in
conformal geometric algebra

Hongbo Li

Abstract This paper further develops conformal geometric algebra (CGA) from both the algebraic aspect and
the geometric viewpoint, by exploring the algebraic properties and geometric interpretations of the graded mono-
mials generated by null vectors. The content includes the computation of the orientations of various dimensional
spheres and planes, the trigonometry of long brackets, the graded null monomial representation of angles and
directions, the geometric meaning of various single-graded null monomials, etc. These results help not only in
understanding the geometric implication of various advanced symbolic algebraic manipulations in conformal ge-
ometric algebra, but also in clarifying the intrinsic machinery behind the efficiency brought about by conformal
geometric algebra in symbolic geometric computing.
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