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摘要 在广义相对论中, 裸奇点指的是那些不隐藏在黑洞内部的时空奇点. Penrose (1969) 提出的宇

宙监督假设指出裸奇点不应该出现在引力坍缩的过程中. 然而, 人们随后通过数值计算和数学证明发

现了裸奇点在引力坍缩中形成的例子, 转而猜测裸奇点应该是不稳定的. 本文回顾近年来广义相对论

中裸奇点的不稳定性的一些数学进展.
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1 宇宙监督假设与裸奇点

宇宙监督假设 1) 是经典广义相对论中最重要的问题之一, 由 Penrose [42] 在 1969 年提出, 旨在假

设大自然中存在一种 “宇宙监督” 的机制, 用以禁止所谓裸露奇点在引力坍缩的过程中形成. 所谓裸

露奇点, 或简称裸奇点, 指的是那些能够被处于远处的观测者所能观测到的奇点. 而这种禁止裸奇点

的方法就是将它们隐藏在黑洞的内部—根据定义, 黑洞指的是不能被远处观测者观测到的时空区域.

Penrose提出宇宙监督假设是出于一种朴素的动机,因为如果能够观测到奇点的存在,则奇点处的物质

密度与时空曲率可能存在的爆破 (并且目前尚没有完整的物理理论来描述奇点附近的时空几何),将可

能会影响到处于远处的观测者. 随后, 在 Hawking 对黑洞面积不减定理以及 (解析情形) 黑洞唯一性

的证明中, 都在某种程度上假设了宇宙监督假设的正确性. 因此, 宇宙监督假设是否正确, 一直都是经

典广义相对论的根本问题之一.

1) 更准确地, 是弱宇宙监督假设. 本文使用宇宙监督假设来特指弱宇宙监督假设. 强宇宙监督假设以及两者的区别可
见 Christodoulou 的综述 [17], 强宇宙监督假设的最新数学进展可参见 Luk 的综述 [39].
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宇宙监督假设可以被陈述为一个数学问题. 所谓引力坍缩, 指的是孤立系统在满足 Einstein 方程

下的演化, 可以理解为从一个渐近平坦的 Cauchy 初值求解 Einstein 方程得到的解. Einstein 方程是

广义相对论的基本方程, 具有如下形式:

Ricαβ − 1

2
Rgαβ = 8πTαβ . (1.1)

这里只考虑宇宙学常数为零的情形. 这里 gαβ 是背景时空 4 维流形上的一个 Lorentz 度规, Ric 与 R

分别是 gαβ 的 Ricci 曲率与数量曲率, Tαβ 是物质的能动张量. 如果将 Tαβ 设为零, 则可得到真空的

Einstein 方程. 在非真空的情形, 对应于我们想要考虑的不同的物质, Tαβ 有对应不同的形式. 在选定

适当的坐标系后, Einstein方程是一组双曲型方程,这是因为,在合适的坐标系下 (如波坐标,或称为调

和坐标), 大概可以认为

Ricαβ ∼ gµν∂µ∂νgαβ ,

在 Lorentz 情形, 方程的主部显示这是双曲型的. 因此, 人们会考虑 Cauchy 初值问题. 对真空情形而

言, Einstein 方程的 Cauchy 初值是一个三元组 (Σ, ḡ, k̄), 其中 (Σ, ḡ) 是一个 3 维 Riemann 流形, k̄ 是

一个对称的 (0, 2) 张量, 并且满足约束方程组

R(ḡ)− |k̄|2 + (trḡk̄)
2 = 0,

div(k̄ − trḡk̄ḡ) = 0.

一个 Lorentz 流形 (M, g) 称为是这组 Cauchy 初值问题的真空 Einstein 方程解 (在相对论的术语中,

这称为 Cauchy 发展), 如果 (M, g) 满足真空 Einstein 方程解, 且 (Σ, ḡ) 可以等距嵌入到 (M, g) 中,

使得 k̄ 是对应的第二基本形式, 并且 (M, g) 是整体双曲的且以 Σ 为 Cauchy 面, 即其中的任何一条

不可延拓的因果曲线, 都与 Σ 交且只交一次. 约束方程组实际上是等距嵌入的 Gauss-Codazzi 方程组

的缩并形式. Choquet-Bruhat [8] 与 Choquet-Bruhat 和 Geroch [10] 证明了任意给定一组 Cauchy 初值

(Σ, ḡ, k̄), 都存在对应的 Cauchy 发展 (M, g), 并且最大的那个 Cauchy 发展, 称为最大 Cauchy 发展 2),

是唯一的. 用偏微分方程的语言, 这实际上是真空 Einstein 方程的局部适定性, 相比起传统的偏微分

方程,其描述的复杂性,其实是来源于 Einstein方程在坐标变换下的不变性. 而 Cauchy初值是渐近平

坦的, 是指趋于无穷远时, 该 Cauchy 初值接近于 Minkowski 时空的对应初值. 具体而言, 在去掉一个

紧集 K 后, Σ−K 与 Euclid 空间去掉一个闭球 R3 −B 微分同胚, 并且在对应的坐标系下,

ḡij − δij → 0, k̄ij → 0, |x| → ∞.

在具体的问题中, 还会对以上衰减的速度作出具体的假设. 此外, 对于非真空的情形, 通过合适地给定

Cauchy初值,也可以陈述相应的结果,在此不再赘述. 上述 Cauchy初值等距嵌入到时空后, 是一个类

空超曲面, 我们有时候也会考虑这个超曲面是类光的情形. 这种情形的局部适定性还没有得到完全的

理解, 但是在我们感兴趣的大部分情形, 都有对应的局部适定性. 这里不展开讨论.

接下来引入裸奇点的定义. 奇点在广义相对论中的定义本身是一个困难的问题, 因为时空度规所

处的背景时空流形本身也是求解的对象, 而奇点其实是处于时空流形以外的, 因此, 纵然过去有很多

尝试, 人们发现要对广义相对论中的奇点给出一个统一的定义并非简单的事情 (参见文献 [37]). 不过,

针对具体的奇点, 我们还是可以有办法来描述. 所谓裸奇点, 指的是远处观测者在某个时刻观测到奇

2) 如无特指, 都是指最大未来 Cauchy 发展, 即最大 Cauchy 发展处于 Σ 未来的一部分.
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点, 即它与 “从奇点发出的光线” 相交. 而从偏微分方程的角度, 称一个方程的解出现奇点, 指的是方

程在有限时间后就不能再解了. 因此, 称一个时空出现裸奇点, 便可以理解为远处的观测者在有限的

时间便会离开最大 Cauchy 发展. 因此, 可以作如下定义 (参见文献 [43]).

定义 1.1 [43] 设一个最大 Cauchy 发展 (M, g) 包含一个渐近平坦的类光超曲面 H, 这个类光超

曲面由指向未来的类光测地线生成. 记 v 是类光测地线的仿射参数, Sv 是函数 v 的截面. 在 H 上选
定一个指向未来的类光向量场 L, 使得 L 在每一点与 Sv 正交且 L 与那些类光测地线的切向量场 L

满足

g(L,L) = −2.

称 (M, g) 包含裸奇点, 如果存在正数 A > 0 以及一个渐近平坦的类光超曲面 H, 并且按如上方

式定义记号, 使得对充分大的 v, 在 Sv 上出发的以 L 为初始速度的类光测地线, 其在M 中的部分的

仿射参数不超过 A.

这个定义的方式最早可追溯到 Christodoulou 的综述 [17], 在该文献中, 他引入了 “时空具有完备

未来类光无穷远” 的定义, 并且将这作为满足宇宙监督假设的涵义. 上述包含裸奇点的定义, 则是 “时

空具有完备未来类光无穷远” 的否定陈述. 这种定义的方式一方面避免具体地谈及 “奇点” 的位置和

行为; 另一方面, 相比起传统的物理教科书 (如文献 [24, 48] 等), 这种定义进一步避免谈及时空的共形

紧化以及渐近平坦的复杂内涵. 然而, 人们在具体的研究中似乎并不会太拘泥于形式上的定义, 因为

裸奇点事实上有十分明显的物理图像, 文献 [43] 中裸奇点的精准定义, 据作者所知是第一个给出准确

描述的, 这可能是为对裸奇点的物理图像并不熟悉的数学家所准备的.

值得指出的是, 任意给定一个渐近平坦的类空的 Cauchy 初值 (可能要对渐近平坦的速度作额外

要求), 可以证明对应的最大 Cauchy 发展包含一个渐近平坦的光锥 (参见文献 [17, 28]). 因此, 总能

在一个引力坍缩时空中谈论有还是没有裸奇点. 而从一个渐近平坦的光锥 H 出发 (下面继续使用定

义 1.1中的记号), Li和 Zhu [35, 36] 证明了存在 ϵ > 0,使得对任意 v, Sv 上出发的以 L为初始速度的类

光测地线,其仿射参数在对应的最大 Cauchy发展中都不小于 ϵ. 我们将这称为未来类光无穷远的开性

或局部延拓, 这是验证宇宙监督假设的一个非常初步的尝试.

2 裸奇点的例子

即使在现实中尚未观测到宇宙中存在有裸奇点的迹象, 也不代表裸奇点不存在, 数学工具可以为

科学家提供一些佐证. 鉴于证明宇宙监督假设需要的数学工具可能超越了时代, 数学家和物理学家们

在数十年中都致力于用数学方法 (包括理论分析和数值模拟) 寻找是否有裸奇点在引力坍缩中形成的

例子, 并且试图从各种角度论证这些例子是否确实从物理上构成宇宙监督假设的反例.

2.1 流体坍缩中的例子

Oppenheimer和 Snyder [40] 首次严格地构造出一个代表尘埃球引力坍缩的例子. 他们考虑了 Ein-

stein 方程与尘埃的耦合, 尘埃是无压强的理想流体. 理想流体的能动张量是

Tαβ = ρuαuβ + p(gαβ + uαuβ), (2.1)

其中 ρ, p 和 u 分别是流体的密度、压强和 4- 速度. 尘埃即满足 p = 0 的流体. 流体必须满足时空中

的 Euler 方程. 他们假设时空是球对称的, 即 SO(3) 可以等距地作用在时空上. 他们还假设尘埃球是
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均匀的, 即对某个给定的半径 r0 > 0, 当 r < r0 时, ρ ≡ ρ0; 当 r > r0 时, ρ ≡ 0. 这个均匀尘埃球的坍

缩结果是一个 Schwarzschild 黑洞. Christodoulou [11] 考虑了非均匀的坍缩, 此时 ρ = ρ(r) 可以是任意

一个函数, 代表初始时刻的尘埃密度分布. 他还要求 ρ 在 r = 0 处的奇数阶导数为零以保证时空的光

滑性. 此外, Christodoulou 还要求 ρ 是一个递减函数以避免非中心奇点的形成. Christodoulou 发现,

只要 ρ′′(0) < 0, 则在形成黑洞之前, 尘埃球中心就已经产生了奇点, 于是这个奇点处出发的光线可以

离开这个奇点. 这至少是一个 “局部裸露”的奇点. 额外调整尘埃球的外部的分布,可以使得奇点出发

的光线可以一直到达尘埃球的表面, 并在接下来逃离到远处. 这就得到了一个含有裸奇点的解. 一些

物理学家考虑了更一般的初始物质和速度分布 (Christodoulou 考虑的情形是星体从静止状态开始坍

缩), 仍然能够得到裸奇点存在的结论, 如文献 [26,47]. 值得一提的是, 在 Christodoulou 的工作的十年

以前, Gu [21] 就开始研究从静止状态出发的球对称非均匀尘埃球的坍缩, 发现中心和非中心奇点都可

以形成, 并且指出了中心奇点形成先于黑洞形成的可能性. Hu [25] 则将关于奇点的形成的计算推广到

不一定是静止状态出发的情形. 这些工作由于以中文发表, 很长一段时间不为国外的数学家和物理学

家所知道 (参见文献 [9, 第 96–98 页]).

下面简单的讨论可进一步说明宇宙监督假设的复杂性. Gu [21]、Hu [25] 和 Yodzis 等 [49] 均指出

球对称非均匀尘埃的坍缩可以形成密度爆破的非中心奇点, 这个奇点可以很早就形成, 不会隐藏在黑

洞内部, 因此可认为是一个裸奇点解. 然而, 人们普遍不认为这是一个物理意义上的裸奇点 (参见文

献 [11] 中的讨论). 一个原因是尘埃的坍缩产生密度爆破并非相对论效应, 在非相对论尘埃中也会出

现. 另一个更重要的原因是, 人们期待 Einstein 方程的解在越过这个奇点之后仍能以某种 (具有更低

正则性的) 方式存在. 这表明, 宇宙监督假设正确与否, 与所谈及的时空和物质的正则性也是相关的,

注意到定义 1.1 中并没有任何对解的正则性的表述. 对于真空 Einstein 方程而言, 一个粗略的计算表

明, 只要 Christoffel 符号是局部 L2 可积的, 则积分意义下的弱解就可以定义. 另外, 文献 [11] 中所描

述的裸奇点则是真正的相对论效应产生的裸奇点, 因此, 这确实构成数学意义下的裸奇点解. 但是, 由

于 p = 0 是一个非常极端的情形, 在真正的引力坍缩中压强都不会消失 (甚至和密度可比较), 于是也

不认为这是物理意义下的裸奇点.

基于对真实世界中恒星坍缩过程 (以及宇宙演化过程) 的考虑, 很多物理学家会考虑更一般的理

想流体物态方程. 球对称的尘埃球坍缩的解是通过隐函数表示的解析解, 因此对其的分析可以做得十

分透彻. 然而, 对一般的物态方程, 人们最初只能尝试在球对称性外添加额外的对称性. 一种常见的对

称性是自相似性, 它指的是时空存在一个位似向量场 S 使得

LSgαβ = 2gαβ , (2.2)

这等价于说 S 生成的微分同胚群 ϕa 满足 ϕ∗
agαβ = a2gαβ . 由于时空满足 Einstein 方程 (1.1), 于是

LSTαβ = 0.

Minkowski 时空是一个球对称的自相似时空, S = t∂t + r∂r 是对应的位似向量场, 对应的微分同胚群

就是关于原点的伸缩. 如果能动张量取理想流体的形式 (2.1), 并且假设流体的物态方程是 p = kρ, 其

中 k ∈ [0, 1] 是常数, 则流体变量的一个与时空的对称性匹配的对称性是

LSρ = −2ρ, LSuα = uα.

事实上, 线性的物态方程 p = kρ 是所有正压流体中与时空对称性匹配的唯一选择 (参见文献 [5]). 通

过添加自相似性, 物理学家发现在自相似的坍缩中, 裸奇点可以形成, 并且详细研究了该裸奇点的性
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质 (参见文献 [41]). 最近, Guo 等 [23] 严格证明了 0 < k ≪ 1 时这样的解的存在性 (球对称自相似

Einstein-Euler 方程的光滑裸奇点解).

2.2 标量场与引力场的自相似坍缩

另一类研究最为广泛的模型是球对称的标量场的坍缩,一个最为特殊的标量场是无质量不带电的

标量场 (下面简称标量场), 其能动张量为

Tαβ = ∂αϕ∂βϕ− 1

2
gαβg

µν∂µϕ∂νϕ, (2.3)

其中 ϕ 是一个实值函数, 满足时空中的线性波动方程 2gϕ = 0. 这个模型可视作研究真空 Einstein 方

程的玩具模型, 一个理由是线性标量波与线性引力波具有相似的动力学行为 (至少在 Minkowski 时空

中是如此), 特别地, Minkowski 时空中线性标量波方程的解不会产生奇点 (这与理想流体的情形完全

不同), 因此标量场的引力坍缩中产生的任何奇性均是相对论的效应. 另外, 由于 Birkhoff 定理保证球

对称真空 Einstein方程的解一定是 Schwarzschild解, 没有任何动力学自由度,故标量场是为简化方程

而添加球对称性后的无奈选择. 为构造裸奇点形成的解, Christodoulou [15] 同样研究额外添加自相似

性的解, 即时空需要满足条件 (2.2), 以及标量场 ϕ 满足与 Einstein 方程 (1.1) 匹配的对称性

LSϕ = −k,

其中 k 是常数. 不同于理想流体的情形, 球对称标量场的自相似坍缩中不存在光滑的非平凡解, 因此

Christodoulou [14] 引入了更大的一类所谓有界变差 (bounded variation, BV) 解以容纳他所构造的这

些裸奇点解, 特别地, 这类解允许标量场 ϕ 的导数沿着某些方向并非是 C1 的 (甚至可以是间断的).

Christodoulou发现,对于 0 < k2 < 1
3 ,确实存在这样的球对称自相似裸奇点解. 跨越奇点出发的过去光

锥 C 时, ϕ 沿外向光锥方向的导数在 C 上不是 C1 的, 更准确地 (如图 1 所示), 如果记 Q = M/SO(3)

是球对称的商时空, 则

ϕ ∈ C2(Q− C), ϕ|C ∈ C2(C),

而 ϕ ∈ C
1, k2

1−k2 (Q).

C

Γ

Q =M/SO(3)

I+

CH
+

图 1 一个球对称的裸奇点解, 其中 Γ 是 Q = M/SO(3) 的边界, 它是实际 4 维时空中的中心轴, C 是奇点出发
的过去光锥, I+ 是未来类光无穷远, CH+ 是 Cauchy 视界, 即奇点出发的未来光锥
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这种想法曾经被用到高维真空的裸奇点构造 (参见文献 [4]), 这个工作将高维真空 Einstein 方

程约化为 4 维情形的球对称的带势函数的标量场坍缩. 最近, 这个想法被用到 4 维的真空方程中,

Rodnianski 和 Shlapentokh-Rothman [43] 利用自相似性构造了真空的裸奇点解的外部区域 (对应于上

述 C 的未来部分, 过去部分的构造参见文献 [44]). 在球对称情形额外添加自相似性后, Einstein- 标量

场方程可以转化为一个双变量的自治系统 (Einstein-Euler则是非自治的), 通过相平面法分析, 裸奇点

解对应于相平面中那些趋于稳定点的整体解. 在真空情形, Birkhoff 定理指出形成裸奇点的时空一定

不能是球对称的, 因此即使添加了自相似性, Einstein 方程仍然是一个偏微分方程. 因此, 文献 [43] 中

的方法实际上是通过给定 “自相似” 的初值, 并通过与 “自相似” 的初值作差来实现能量估计, 进而得

到解关于自相似变量 (对应于球对称相平面法的参数) 的整体存在性. 可以证明这样的解在趋于奇点

时, 在某种意义下是渐近自相似的. 值得注意的是, 这样构造出来的渐近自相似解仍然不可能是光滑

解, 跨越从奇点出发的过去光锥时, 时空度规的外向导数 (在适当的坐标系下) 仍然只能是 C1,α 的.

2.3 临界坍缩

物理学家似乎更关心光滑的裸奇点解. 想象如果一个系统的初始能量足够大, 那么人们预期物质

和能量将聚集并最终坍缩形成黑洞. 而当系统的初始能量足够小, 那么人们预期这些能量会最终全部

逃逸到远处 (用数学的语言, 对应的 Einstein 方程解整体存在并趋于平坦). 1987 年, Christodoulou 曾

提出一个想法 (参见文献 [7]), 试想不断减少系统的初始能量, 使得最终坍缩形成的黑洞面积 “变为

零” 时, 对应的时空满足什么样的性质? Choptuik [6] 通过数值模拟得到了初步的结果. 他考虑的仍然

是球对称的标量场的坍缩, 即对应的能动张量为 (2.3). 对一些含参数 (如称作 p) 的初值的具体表达

式, Choptuik 发现当 p 从足够大的值 (足以形成黑洞) 不断减小时, 存在一个 “经过微调” 得到的临界

值 p∗, 使得对应于不同 p 值的时空最终形成的黑洞质量

MBH ∝ (p− p∗)
γ ,

其中 γ 是一个不依赖于 (他所研究的) 初值表达式的常数. Choptuik 猜测这个常数应该是万有 (uni-

versal) 常数. 另外, 通过数值的结果, 他猜测, 当 p = p∗ 时, 对应的解 (称为是临界坍缩) 是渐近离散

自相似的. 所谓离散自相似, 指的是存在一个时空的微分同胚 Φ 和正数 ∆ > 0 使得

Φ∗gαβ = e−2∆gαβ .

标量场 ϕ 也需要满足相应的对称性. 为与此作区分, 上文中提到的自相似有时被称为连续自相似.

Choptuik 还猜测对于不同形式的初值, 所得到的渐近模型其实是同一个, 即这个临界坍缩中的离散自

相似的奇点模型是万有的. 这个解被认为是一个光滑的裸奇点解. 证明这一个临界坍缩解的存在性是

数学上的一个挑战. Choptuik 的发现极大地开拓了新的研究方向, 多种物质场以及真空时的临界坍缩

现象都得到了研究 (参见综述 [22]). 值得一提的是, 线性物态方程 p = kρ 的 Einstein-Euler 方程的临

界坍缩解是连续自相似的 (参见文献 [20, 31]), 这与标量场的坍缩完全不同.

3 裸奇点的不稳定性

既然宇宙监督假设的提出目的是禁止裸奇点的形成, 以上所提及的诸多例子, 都足以构造宇宙监

督假设的 “反例”. 因而,人们则转而期待裸奇点并不会在真实世界中形成,上述的反例均只能在数学中
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存在. 当前,宇宙监督假设指的是在一般情形下 (generically),裸奇点不会在引力坍缩中形成. 文献 [17]

给出了一个数学的陈述如下.

猜想 3.1 (宇宙监督假设) 一般情形下, 由渐近平坦的 Cauchy 初值演化出的 Einstein 方程的最

大 Cauchy 发展 (M, g), 均不含有裸奇点.

这里, 时空不含有裸奇点, 指的是 “时空具有完备类光无穷远”, 即在定义 1.1 的意义下理解. 注

意, 这里的 “一般情形” 所指代的涵义并不明确, 根据上一节的讨论, 除了与所考虑的物质有关 (例如,

可能要排除掉尘埃的情形), 还与所考虑时空的正则性有关. 更准确地, 考虑所有渐近平坦 Cauchy 初

值所形成的空间, 这个空间可以是所有光滑 Cauchy 初值的空间, 或者是具有有限正则性的空间, 希望

证明对于这个空间中 “绝大多数” 的 Cauchy 初值, 所演化出来的最大 Cauchy 发展都不含有裸奇点.

这里的绝大多数, 则可以认为是概率测度意义下的, Baire纲意义下的, 或者称其补集具有正的余维数,

等等.

为了完整地证明宇宙监督假设, 需要考虑所有可能的裸奇点的情形, 证明所有的裸奇点经过微扰

后都将会隐藏在黑洞中. 这就要求得到一个对奇点判别的最优刻画. 鉴于完整问题的复杂性, 有时候

我们会仅仅考虑单个或一类特殊的裸奇点解的不稳定性, 于是可以提出裸奇点的不稳定性猜测. 首先

注意到, 对任意的包含裸奇点的时空 (M, g) (在定义 1.1 的意义下), 它都是一个整体双曲的、从某个

Cauchy 初值 (Σ, ḡ, k̄,Φ) 演化出来的最大 Cauchy 发展, 其中 Φ 表示物质场演化所需要的初值.

猜想 3.2 (裸奇点的不稳定性) 对任意的裸奇点解 (M, g), 存在其一个 Cauchy初值 (Σ, ḡ, k̄,Φ),

以及一列 Cauchy 初值 (Σi, ḡi, k̄i,Φi), 使得 (Σ, ḡi, k̄i,Φi) 的最大 Cauchy 发展 (Mi, gi) 不含有裸奇点,

而在适当的意义下,

(Σi, ḡi, k̄i,Φi) → (Σ, ḡ, k̄,Φ), i → ∞.

这个猜测说的是一个裸奇点解经过一个对其 Cauchy 初值的微扰, 该裸奇点就会被黑洞所隐藏.

与猜想 3.1 相同, 这里微扰是何种意义下 (在何种拓扑下) 的微扰, 尚不明确. 然而有一点可以明确的

是, 这种微扰不能太强, 或者说所使用的拓扑不能太弱, 否则这种裸奇点的不稳定性没有任何意义. 例

如, Christodoulou 在黑洞形成的工作 [18] 以及 Li 和 Yu [34]、Li 和 Mei [33] 的工作表明, 存在平坦初值

的一个度规层次的 H1
loc 的微扰 (这里所有所涉及的初值和时空都可以是光滑的, 仅仅是指在 H1

loc 范

数下接近), 使得微扰后的时空终结于一个 Kerr 黑洞. 因此, 即使证明了一个裸奇点解的 Cauchy 初值

经过度规层次的 H1
loc 的微扰后会不包含裸奇点, 也不能认为是该裸奇点的不稳定性, 因为 H1

loc 的微

扰已经足以强到远在裸奇点形成之前就形成了黑洞. 事实上, 物理学家更希望看到这个微扰是光滑的,

或至少是 Ck 的.

3.1 球对称情形的宇宙监督假设

1999 年, Christodoulou [16] 证明了一切球对称标量场坍缩中产生的裸奇点都在猜想 3.2 的意义下

是 BV 不稳定的. 结合他前期关于奇点判别的最优刻画的工作 [14], 他得以在球对称标量场的坍缩情

形完整地证明宇宙监督假设 (即猜想 3.1) 在具有正余维的意义下成立.

Christodoulou考虑球对称的 Einstein方程解,能动张量具有形式 (2.3),标量场 ϕ满足时空的线性

波动方程 2gϕ = 0. 他考虑的是在一个从一点 o出发的光锥 Co 上的特征初值问题,由于 Birkhoff定理

指出引力场部分没有动力学自由度,因此这个问题的初值就仅仅是 ϕ在 Co上的值.由于变换 ϕ → ϕ+b

并没有改变方程的实质, 因此考虑 ϕ 在 Co 上的导数, 更准确地, α = ∂r(rϕ)|Co : [0,+∞) → R 作为
真正的初始数据, 其中 r 是球对称轨道的面积半径并作为 Co 上的坐标. 为简单起见, 设 α 所处的空
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间 A 是带 BV 拓扑的在 [0,+∞) 上的绝对连续函数空间 AC[0,+∞). Christodoulou [16] 证明了如下

定理:

定理 3.1 令 S ⊂ A 是所有使得最大 Cauchy 发展不完备的初值 α 所组成的集合, 令 G ⊂ S 是
所有使得最大 Cauchy 发展不含有裸奇点的初值的集合.

(1) 任给初值 α0 ∈ S\G, 都存在依赖于 α0 的 f ∈ A, 使得对于任意 t ̸= 0, 都有

α0 + tf ∈ G;

(2) 如果 α0,1, α0,2 ∈ S\G 并且 f1 和 f2 按上一步给出, 则若有 α0,1 + t1f1 = α0,2 + t2f2, 则一定有

α0,1 = α0,2, f1 = f2, t1 = t2.

定理 3.1(1)表明任意球对称标量场坍缩的裸奇点解在 BV拓扑下是不稳定的,而定理 3.1(2)进一

步表明一切产生裸奇点的初值集 S\G 在 A 中具有余维 1 或以上. BV 拓扑是合适的拓扑, 这是因为

Christodoulou [14] 证明了 BV 解的局部适定性, 以及当初值 α 的全变差很小时, 解是整体存在的. 最

近, An 和 Tan [3] 在球对称带电标量场 (考虑 Einstein-Maxwell- 标量场方程组, 其中 Maxwell- 标量场

本身是耦合的, 标量场是复值函数, 电磁场以标量场作为源) 的坍缩中, 在 BV 拓扑下证明了猜想 3.1.

3.2 非球对称情形的尝试以及应用

鉴于 Christodoulou 在球对称情形的成功, 人们很自然希望考虑非球对称的情形. 这里遇到的第

一个困难是, 在非球对称情形证明一个黑洞最终会在引力坍缩中形成, 撇开裸奇点的问题不谈, 这本

身就是个极端困难的问题.这是因为根据定义,黑洞本身就需要预先知道时空的大范围结构,相当于说

黑洞的存在就等价于宇宙监督假设成立. 于是, Christodoulou [17] 根据他在球对称情形证明的过程, 提

出了一个宇宙监督假设的局部版本, 称为陷俘面 (trapped surface) 猜测.

猜想 3.3 (陷俘面猜测) 一般情形下, 由渐近平坦的 Cauchy 初值 (Σ, ḡ, k̄,Φ) 演化出的 Einstein

方程的最大 Cauchy 发展 (M, g) 满足如下性质: 设 P 是 M 中的终态不可分过去集 (terminal inde-

composable past set), 且 P ∩ Σ 在 Σ 中的闭包 K 是紧的. 则对任意 Σ 中包含 K 的开集 D, D 的依赖
域中都含有一个陷俘面.

与 Cauchy 初值相交于一个闭包为紧集的集合的终态不可分过去集, 直观上指的是奇点的因果过

去,即存在指向未来的因果曲线终止于奇点的那些点的集合.由于奇点并非时空中的点,因此其定义必

须采取一些迂回的策略 (详细定义可参见文献 [37]). 可以证明 (参见文献 [48]), 从陷俘面出发的因果

曲线不能到达远处的观测者,于是可以认为陷俘面从局部上刻画了黑洞,这个概念的引入正是 Penrose

奇点定理成功的关键. 值得指出的是, 如何从陷俘面猜测回到宇宙监督假设, 在球对称标量场坍缩的

情形由 Christodoulou [12] 的工作保证; 而 Dafermos [19] 的一个结果指出对那些坍缩过程不会在中心轴

以外首先产生奇点的球对称物质场 (包括标量场在内) 的坍缩, 单个陷俘面的存在足以表明对应的时

空不存在裸奇点. 事实上, 陷俘面猜测中 D 的任意性保证了奇点甚至不是 “局部裸” 的, 对于单纯的

裸奇点的不稳定性而言, 直观上只需要单个陷俘面.

如同宇宙监督假设 3.1, 陷俘面猜测的证明仍然需要首先得到奇点判别的最优刻画, 但在此之前,

仍然可以对一个或者一族特定的裸奇点解研究它们的不稳定性. 下面我们陈述一个针对特定裸奇点解

关于单个陷俘面形成的不稳定性猜测.
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猜想 3.4 (裸奇点不稳定性的局部版本) 对任意的裸奇点解 (M, g), 存在其一个 Cauchy 初值

(Σ, ḡ, k̄,Φ), 以及一列 Cauchy 初值 (Σi, ḡi, k̄i,Φi), 使得 (Σ, ḡi, k̄i,Φi) 的最大 Cauchy 发展 (Mi, gi) 含

有一个陷俘面, 并且在适当的意义下,

(Σi, ḡi, k̄i,Φi) → (Σ, ḡ, k̄,Φ), i → ∞.

下面在介绍非球对称情形的进展前,简要回顾 Christodoulou在球对称情形定理 3.1的证明. 总体

来说, 这个证明分为如下 3 步:

第 1 步 奇点出现的判别准则;

第 2 步 陷俘面或黑洞的形成准则;

第 3 步 不稳定性机制.

第 1 步, Christodoulou [14] 证明了球对称 Einstein- 标量场的解, 出现的第一个奇点一定位于时空

的中心轴 (商空间的边界) 上, 并且当从奇点的过去趋于奇点时, µ = 2m
r 将不趋于零. 这里 r 是球对

称轨道的面积半径, m 是对应的 Hawking 质量. 此外, Christodoulou 还证明了初值的 BV 范数充分小

时, 解不会出现奇点. 第 2 步, Christodoulou [13] 证明了, 如果在某个中心轴出发的外向光锥上存在两

个球面, 使得它们之间的 Hawking 质量的差充分大, 准确地, 存在 c0, c1 > 0 使得当 δ = r2−r1
r1

6 c0 时

成立
m2 −m1

r2
> c1δ log

(
1

δ

)
,

其中 r1, r2 和 m1, m2 分别是两个球面 S1 和 S2 的面积半径和质量, 那么在未来某处就会形成陷俘

面, 并且时空终结于黑洞. 第 3 步, Christodoulou [16] 证明了, 一旦奇点出现, 那么对初始光锥在奇点

的过去光锥 C 的未来部分添加 (或不添加) 一个 BV 拓扑下的微扰 (见图 2), 则该奇点形成之前就会

使得某个外向光锥上第 2 步中的准则成立, 从而陷俘面和黑洞形成并将奇点隐藏在内. 这几步是环环

相扣的, 例如, 第 3 步中的不稳定性机制, 靠的是奇点造成的所谓蓝移效应, 这种效应使得初始光锥

上微小的扰动都会在接近奇点时放大, 于是就会满足第 2 步中的黑洞形成的准则. 如果第 1 步中证

明的判别准则不是最优, 那么造成的蓝移效应也会更弱, 这可能会导致最后一步中的不稳定性机制失

效. 这里面也要求第 2 步的准则尽可能地最优, 才能够刚好与最后一步的蓝移效应匹配. 要在非球对

称情形证明宇宙监督假设, 一个看似合理的方式是将上述每一步都推广到非球对称情形. 第 1 步就是

如何判别 Einstein 场方程的解出现奇点, 有界 L2 曲率猜想的证明 [30] 似乎提供了这方面的思路, 但

如何能与最后一步匹配, 仍然是一个很困难的问题; 第 2 步的推广是陷俘面的形成, 在非球对称情形

Christodoulou [18] 创造性地给出了第一个结果并开启了 Einstein方程在大初值有限时间存在性上的研

究, 随后有很多重要的推广 (参见文献 [2,27,29,33,34]), 其中文献 [2] 给出了一个关于伸缩不变范数的

陷俘面形成的准则.

下面介绍一些对第 3 步在非球对称情形的推广. 回顾 Christodoulou [16] 的证明, 他的证明使用了

反证法, 其思路是通过反证假设时空处处都不满足第 2 步中给出的准则,然后通过估计来推导出矛盾.

这在非球对称情形显然无法适用, 因为反证法给出的界 (通常只能是单个不等式) 并不足以在非球对

称情形控制所有的几何和物理量. 为此, Liu 和 Li [38] 给出了第 3 步的一个新的证明, 这个证明的优势

在于, 我们不需要反证法, 而是直接给出时空中几何和物理量的先验估计 (这个估计无论最终有无黑

洞形成都满足), 再通过这些先验估计来证明一个关于初值的微扰就足以使得第 2 步中的准则在足够

靠近奇点时满足. 随后, 通过进一步使用这个证明中的思想, 将第 3 步中的论证在非球对称情形部分
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CΓ

I+

H+

C

图 2 H+ 是裸奇点解经过微扰后产生的事件视界

地实现, Li 和 Liu [32] 证明了如下定理 3).

定理 3.2 考虑一个 Einstein- 标量场方程的双特征初值问题, 初值分别在从一个球面出发的内

向光锥 C 和外向光锥 C 上给定. 假设内向光锥 C 上的初始数据是球对称的, 并且沿着 C 当 r → 0 时

满足 Christodoulou 关于奇点的判别准则:

µ =
2m

r
9 0.

在外向光锥 C 上的初始数据允许是非球对称的, 由光锥的共形几何 ĝ 与标量场 ϕ 决定. 则存在一族

初值 ĝt (不妨令标量场保持不动), 使得当 t → 0 时在 C1
vH

N
ϑ 拓扑

4)下, ĝt →
◦
g, 其中

◦
g 是光锥的每个

截面都是标准球面的几何,并且 (ĝt, ϕ)以及内向光锥 C 上的初值所决定的最大 Cauchy发展含有一个

陷俘面 5).

基于这个定理, 可以选定一个球对称 Einstein- 标量场方程的裸奇点解 (包括连续自相似的裸奇

点解 [15], 或者离散自相似的裸奇点解 [6], 或者别的尚未知道的, 因为这些解的奇点的过去光锥上总满

足 µ = 2m
r 9 0), 则定理的一个结论是可以对其施加来自于引力场的微扰 (即光锥上的共形几何的微

扰), 使得时空产生一个陷俘面. 因此, 可以说, 球对称标量场坍缩的裸奇点在引力场的微扰下关于陷

俘面的形成是不稳定的. 在技术上, 这个定理指出了文献 [16] 中球对称的标量场微扰确实可以某种程

度上推广到非球对称的情形. 如果作为 “背景时空”的球对称 Einstein-标量场方程的裸奇点解恰好是

Christodoulou 构造的连续自相似解, 则 An [1] 最新的定理证明了在 H
3
2 的微扰下的不稳定性, 并且指

出上述不稳定性的陷俘面可以是高度各向异性的, 并且不仅仅是陷俘面, 而且还找到了从奇点出发的

类空的表观视界. 事实上,对于包括连续自相似解的一大类裸奇点解,这个不稳定性可以做到 C1,α
v HN

ϑ ,

我们将在未来的工作中进一步讨论.

定理 3.2 的证明的关键在于要找到一个适当的蓝移量来使得能量能够在接近奇点的时候不断放

大, 而这个量由从奇点出发的过去光锥上的几何决定. 在奇点附近选取一个双类光坐标 (v, u), 并记

2Ω2 = −g(∂v, ∂u),

3) 这里是一个简化版本, 事实上时空中可以产生一列趋于奇点的陷俘面, 并且完整版本的定理对全体微扰的空间作出
一定的刻画, 这里不展开讨论.

4) 这里指在沿着光锥生成类光测地线方向是 C1 的, 而在球面方向可以是任意高阶的 Sobolev 范数.

5) 如图 2 所示, 此时 C 上的初值允许是非球对称的, 而此时时空最终会形成一个陷俘面, 但还不清楚最终是否会形成
事件视界.
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通过直接计算可知 (参见文献 [37]), C 上

µ =
2m

r
9 0

能推导出

Ω|C → 0, r → 0.

基于在文献 [32] 中建立的先验估计, 可知在时空中当 v
u 充分小时, 也总有当 r → 0 时 Ω → 0. 而时空

中的波动方程具有如下的形式:

∂u(∂vΦ) = ∆/ Φ+ l.o.t.,

其中 ∆/ 是 v 和 u 等值面所交得到的 2 维球面上的 Laplace 算子. 于是基于文献 [32] 所建立的先验估

计, ∂vΦ接近于一个常数. 然而,能量的大小则是由 Ω−2∂vΦ所给出的,其中 Ω−2∂v 是外向类光测地线

生成元的切向量. 这就给出了能量放大的机制. 文献 [32] 中选取的可以给出能量放大机制的量 Ω 与

Christodoulou [16] 的有所不同, 似乎更容易在非球对称情形使用, An [1] 所采取的也是同样的机制. 我

们可以期待, 相同的方法能用于证明文献 [43] 中构造的真空裸奇点解的不稳定性.

最后, 我们简要讨论球对称理想流体的不稳定性. 在尘埃的裸奇点解中, 由于只要初始的密度分

布满足 ρ′′(0) < 0, 再对物质外部的分布有一些额外的要求, 则时空将会出现裸奇点. 显然, ρ′′(0) < 0

是一个开的条件, 因此, 球对称尘埃坍缩的裸奇点在 C2 微扰下是稳定的. 这更进一步指出尘埃可能

不是一个合适的描述真实坍缩的模型. 另外, 对于连续自相似的理想流体裸奇点 [23, 41], 我们则不清楚

如何建立其数学上的不稳定性. 但基于定理 3.2 的证明, 我们很自然会去看这些裸奇点解的奇点出发

的过去光锥的几何性质. 我们惊喜地发现, 对于那些连续自相似或者渐近连续自相似的裸奇点解, 它

们的奇点出发的过去光锥上都与球对称标量场的裸奇点解满足 Ω|C → 0. 于是, 即使目前并不知道是

否可以通过微扰流体变量本身 (流体密度的分布、速度场等) 来使得裸奇点隐藏在黑洞内, 但是, 在即

将完成的工作中, 我们可以通过微扰引力场本身来使得裸奇点可以隐藏起来, 证明这些球对称的理想

流体坍缩的裸奇点解作为 Einstein-Euler 方程的解是不稳定的. 这个工作的其中一个难点是, 要在启

动不稳定性机制的同时照顾到流体本身不要出现爆破. 基于这个工作, 也许可以将一个由某种物质场

的坍缩形成的裸奇点解, 置于完整的 Einstein 方程中, 通过微扰引力场的方式, 来启动不稳定性机制.

在 Einstein- 标量场方程的情形, Li 和 Liu [32] 找到了引力场启动的不稳定性的机制, 这种机制其实与

标量场本身所启动的不稳定性机制是类似的; 但是在 Einstein-Euler 方程的情形, 引力场启动的不稳

定性机制对于这个方程本身是全新的,因为目前并不知道如何通过微扰流体本身来形成陷俘面或者黑

洞 (这本身也是一个有趣和重要的课题).

3.3 进一步的问题

上文提到的, 目前已知的微扰裸奇点解产生陷俘面或黑洞的机制, 即使是基于光滑的离散自相似

裸奇点解,都不能是光滑的,这看上去是自相似性的一种限制: Einstein-标量场方程与真空 Einstein方

程的非平凡自相似解都不能是光滑的,而引力场与标量场启动的不稳定性机制也用到方程本身的自相

似对称性. 如果考虑临界坍缩解, 由于这个解本身就是通过微调初值的参数得到的, 则这个解自然就

是不稳定的. 物理学家还通过数值计算指出, 在光滑初值空间中形成裸奇点的初值子空间是恰好余 1

维的 (其上的线性微扰恰好有一个不稳定模式),这也与 Christodoulou在 BV空间的结论有所不同.临

界坍缩解通过调整其参数所给出的不稳定性与目前已知的机制至少有两点不同: 其一, 这个微扰是光
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滑的; 其二, 这个微扰可以导致奇点的消失 (将参数往更小的方向调整), 形成整体解, 而不是形成陷俘

面或黑洞.

这两点差异背后的数学原理值得认真探索. 目前数学上使用的不光滑的微扰, 都是支撑在奇点出

发的过去光锥 C 的未来 (称之为外部微扰). 根据真空裸奇点构造的工作 [43] 中的基于能量估计的想

法, 人们反而预期对那些连续自相似的 (不光滑的) 裸奇点解在足够光滑的外部微扰下是稳定的. 而

由于标量场和对应的时空几何满足有限传播, 所以也不能指望外部微扰会导致奇点消失. 因此, 上述

两点差异只能通过构造合适的 “内部微扰”实现,即微扰不限于支撑在奇点出发的过去光锥 C 的未来.

Singh [45, 46] 研究了基于球对称标量场的连续自相似裸奇点进行内部微扰,发现这些裸奇点仍然具有一

定的稳定性. 于是, 一个合理的期待是, 对于连续自相似的裸奇点而言, 任何导致奇点消失或形成黑洞

的微扰都必须是不光滑的. 最后,对临界坍缩的 (离散自相似的、光滑的)或者其他类型的光滑裸奇点,

如何能够在数学上找到数值计算所预言的微扰 (一侧会导致奇点消失, 一侧会形成黑洞), 看来必须首

先对临界坍缩解的构造有一定的理解之后才可以做到.

致谢 感谢审稿人对本文提出的宝贵意见. 特别感谢其中一位审稿人指出谷超豪先生和胡和生先生在球对称非均匀尘

埃球坍缩问题中作出的重要贡献.

参考文献

1 An X. Naked singularity censoring with anisotropic apparent horizon. arXiv:2401.02003, 2024

2 An X, Luk J. Trapped surfaces in vacuum arising dynamically from mild incoming radiation. Adv Theor Math Phys,

2017, 21: 1–120

3 An X, Tan H K. A proof of weak cosmic censorship conjecture for the spherically symmetric Einstein-Maxwell-charged

scalar field system. arXiv:2402.16250, 2024

4 An X, Zhang X. Examples of naked singularity formation in higher-dimensional Einstein-Vacuum spacetimes. Ann
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Mathematical developments on the naked singularities

Junbin Li

Abstract In general relativity, naked singularities are spacetime singularities that are not hidden inside a black
hole. Penrose (1969) proposed that naked singularities should not appear in gravitational collapse, which is called
the cosmic censorship hypothesis. However, people found examples of naked singularities formation in gravita-
tional collapse by numerical computations and mathematical proofs, and then conjectured that naked singularities
should be unstable. In this paper, we review some recent mathematical developments on the instability of naked
singularities in general relativity.

Keywords general relativity, Einstein equation, cosmic censorship hypothesis, naked singularity, trapped

surface
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