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基于忆阻时滞神经网络的耗散研究
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摘　要:针对一类基于忆阻时滞神经网络的耗散问题，提出一种结合倒凸技术和Wirtinger积分不等式的耗散方

法。首先，应用微分包含和集值映射理论，将忆阻时滞神经网络转化成传统的时滞神经网络；接着，构造含有时滞

系数的状态向量2次项和3重积分项的Lyapunov-Krasovskii泛函（LKF），应用倒凸技术和Wirtinger积分不等式估计

LKF微分，得到了确保时滞神经网络严格耗散的时滞依赖条件，这些条件可以用线性矩阵不等式形式表示并且

易于用Matlab软件实现。将该方法推广到研究时滞神经网络无缘分析问题中。在数值例子中，针对不同的时滞变

化率上界，与现有文献的最优耗散性能指标进行比较，实验结果表明，本文方法将其提高了5%。另外，在相同时

滞条件下，仿真分别给出了神经网络系统有外部输入和无外部输入的状态轨迹，由仿真结果可以看出外部输入

的存在的确破坏系统稳定性。
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Dissipativity Research on Memristor-based Neural Networks with Time-varying Delays
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Abstract: In order to solve the problem of dissipativity for memrisor-based neural networks with time-varying delay,a new method was pro-

posed，which combined a reciprocally convex technique with a Wirtinger-based integral inequality.First,to convert memristive neural networks in-

to the conventional neural networks,differential inclusions and set-valued maps were applied.Then,based on the construction of a Lyapunov-Kra-

sovskii functional with a time-delay coefficient quadratic term of the state vector and a triple integral term,the delay-dependent conditions in terms

of linear matrix inequalities were obtained to assure the neural networks strictly dissipative.The derivative of Lyapunov-Krasovskii functional is

estimated by using a reciprocally convex technique and a Wirtinger-based integral inequality,which can be easily solved via Matlab.Moreover,the

proposed method was extended to investigate the passivity analysis of the considered systems.Finally,the comparisons with the available refer-

ences showed that this method gives an improvement of 5% in optimal dissipativity performances for various upper bounds of delay variation in

numerical examples.In addition,in the same time-delay case,the simulations provided the state trajectories of the neural network system with ex-

ternal input and without external input,respectively.It was shown that the existence of external input was certain to destroy the stability of the sys-

tem from the simulation results.
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1971年，忆阻（memristor）（记忆（memory）和电

阻（resistor）的缩写）首次由Chua[1]从理论上提出，他

在研究物理电路时推断，除了电阻、电容、电感器3个
基本电路元件外，还存在第4个元件即忆阻，它表示磁

通与电荷的关系。尽管电阻和忆阻有相同的量纲和

M(q) =
dϑ
dq

ϑ

许多相同的性质，但电阻的阻值是由流经它的电流

决定的，忆阻的阻值即忆阻值（memristance）是由流

经它的电荷确定的，满足函数关系式 ，

为磁通量。因此，通过测定忆阻的阻值，便可知道流
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经它的电荷量，从而有记忆电荷的作用。2008年，

HP公司的研究人员[2]做出了纳米忆阻实物模型，验

证了忆阻的存在。由于忆阻的电阻记忆特性与生物

神经元突触的学习功能尤其相似，适合模拟神经元

突触的部分运作，使得电子神经网络更接近人脑，因

此，研究忆阻神经网络具有重要的理论和现实意义。

忆阻的研究已得到许多学者的广泛关注。文献[3–5]
在经典的递归电路模型上用忆阻模拟神经元突触，

并代替电阻来构造神经网络，得到了由许多子系统

构成的基于忆阻神经网络系统的数学表达结构，其

本质是一个系数依赖于状态的切换神经网络。另外，

在神经元的信息发送与接收过程中，时滞是不可避

免的。自Hu等[3]首次提出基于忆阻时滞神经网络模

型以来，关于忆阻时滞神经网络的动力学行为，例

如，稳定[3–4]、半同步控制[5]、可靠镇定[6]等方面的研

究已取得了丰硕的成果。

另一方面，耗散是物理系统的一种重要性质，耗

散理论为控制系统的分析和设计提供了一个基于能

量的输入–输出的描述性框架[7]。Wu等[7]指出：虽然

耗散性与系统的稳定性存在紧密的关系，但是前者

揭示系统的性能比后者多，比如，无源性、几乎扰动

解耦、H∞控制等性能。而且无源理论、Kalman-Yak-
ubovich引理、有界实引理等理论均可看作是耗散理

论的特殊情况。随着线性矩阵不等式方法的发展，对

各种动力系统的耗散问题进行了研究[8–14]。Zhang等[8]

研究了随机混杂系统的可靠耗散问题。Wu等[9]考虑

了离散随机神经网络的耗散问题。文献[10–14]研究

了带有不同时滞的神经网络的耗散问题。Wu等 [10]

运用Jensen积分不等式来估计所构造KLF微分的上

界，得到了较大保守性的耗散条件。Zeng等[11] 估计

积分项上界时仅仅考虑了时滞上界d，而未考虑时滞

d（t），这势必会带来一定的保守性。正如文献[15]所
指出的，从数学角度看，基于自由权矩阵不等式[12]与

Wirtinger积分不等式[16]在减少保守性方面的作用是

相同的。而且与结合Wirtinger积分不等式和倒凸技术

方法相比，它在处理时变时滞系统时，会引入更多的

未知变量，这将带来较大的计算量。作为耗散的特

例，文献[17–21]研究了时滞神经网络的无源问题。不

同于文献[13,17–21]，本文中的激活函数具有更一般

的形式。

为了得到更弱保守性的耗散条件，本文从两方

面进行了改进。

ḋ(t)

1）LKF的构造。本文构造的LKF中除了有目前常

见的状态向量2次项、1重积分项和2重积分项外，还

增加了时滞系数的状态向量2次项和3重积分项，这

样的构造方法能更充分地考虑时滞d（t）、时滞上界

d以及时滞微分 。

2）倒凸技术和Wirtinger积分不等式结合。用

Wirtinger积分不等式处理积分项时，常常出现时滞项

在分母上的情况，针对这种情况，常见的凸组合技术

很难处理，然而倒凸技术能较好地消除这种情况，仅

需增加少量的未知变量。

1   问题阐述和准备

1.1   模型描述

4个基本二端电路元件之间关系见图1。

正如文献[14]所述，由Krichoff电流定律，一类时

滞神经网络第i个子系统为：

ẋi(t) = −ai(xi(t))xi(t)+
n∑

j=1

wi j(xi(t)) f j(x j(t))+

n∑
j=1

w(1)
i j (xi(t)) f j(x j(t−d j(t)))+ Ji(t)；

yi(t) = fi(xi(t)), t ≥ 0,i = 1,2, · · · ,n；
xi(t) = φi(t), t ∈ [−d,0]

（1）

xi(t) fi(xi(t))
fi(xi(t−di(t)))

Ji(t) yi(t)
d j(t) 0 ≤ d j(t) ≤ d, ḋ j(t) ≤ µ, j = 1,2, · · · ,n

φi(t) [−d,0]
φ(t) = (φ1(t),φ2(t), · · · ,φn(t))T ∈ C([−d,0],Rn) Rn

C([−d,0],Rn)
ai(xi(t)) wi j(xi(t))、w(1)

i j (xi(t)) i, j = 1,2, · · ·

式中： 为加在电容器C i两端的电压； 和

分别为不带时滞和带有时滞的激活函

数； 为外部输入； 为神经网络的输出；时滞

满足 ，其中，d、
μ是已知常数；初始状态 在 上有界且连续可

微， ， 表

示n维欧氏空间， 表示所有连续函数的

Banach空间； 、 ， ，

n表示基于忆阻神经网络的连接权重，且满足：

ai(xi(t)) =
1
Ci

[
n∑

j=1

signi j(Mi j+Ni j)+Ri],

wi j(xi(t)) =
signi jMi j

Ci
,w(1)

i j (xi(t)) =
signi jNi j

Ci
。

 

dq=CdVdV=Rdi

dφ=Ldi

d
φ
=
V
d
t

dq=idti q

V

φ

dφ=Mdq

图 1　4个基本二端电路元件关系图

Fig.1　Four fundamental two-terminal circuit elements
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signi j=

{
1, i , j；
−1, i= j；Ri j fi(xi(t))

xi(t) fi(0) = 0 fi(xi(t−di(t)))
xi(t)

Ri

其中：符号函数 为通过

和 的忆阻且 ；F i j为通过 和

的忆阻；Mij和Nij分别为Rij和Fij的忆阻值；Ri为电

容器Ci并联的电阻； 为Ri的电感。根据忆阻的特性

和电流–电压特征图[4]，为方便起见，令：

ai(xi(t)) =
{

âi, |xi(t)| ≤ Ii；
⌣ai, |xi(t)| > Ii。

wi j(xi(t)) =

 ŵi j, |xi(t)| ≤ Ii；
⌣wi j, |xi(t)| > Ii。

w(1)
ij (xi(t)) =

 ŵ(1)
i j , |xi(t)| ≤ Ii；

⌣w
(1)

i j , |xi(t)| > Ii。

Ii > 0 âi > 0，⌣ai > 0，ŵi j、
⌣wi j、ŵ(1)

i j 、
⌣w(1)

i j

其中，切换界值 ，

是常数。

1.2   问题准备

ai(·)、⌣wij(·)、⌣w(1)
i j (·)由于系统（1）中的 均为不连续

函数，因此，系统（1）是一个不连续系统，传统微分方

程的相关理论在这里无法使用。Filippov[22]提出了一

套有关不连续的微分方程的解的理论。由Filippov理
论可知，一个具有不连续项的微分方程和与之对应

的微分包含具有相同的解集。因此，在研究具有不连

续项的微分方程的性能时，要转化成研究相应的微

分包含的性能。有关微分包含和集值映射理论具体

参见文献[22–23]。应用微分包含和集值映射理论[22–23]，

式（1）可写成微分包含形式：

ẋi(t) ∈ −co{âi,
⌣ai}xi(t)+

n∑
j=1

co{ŵi j,
⌣wi j} f j(x j(t))+

n∑
j=1

co{ŵ(1)
i j ,

⌣w(1)
i j } f j(x j(t−dj(t)))+ Ji(t)；

yi(t) = fi(xi(t)), t ≥ 0, i = 1,2, · · · ,n；
xi(t) = φi(t), t ∈ [−d,0]

（2）

∀i, j = 1,2, · · · ,n,∃ ai ∈
co
{
âi,

⌣ai

}
,wi j ∈ co{ŵi j,

⌣wi j} w(1)
i j ∈ co{ŵ(1)

i j ,
⌣w(1)

i j }
co
{
âi,

⌣ai

}
âi、

⌣ai

根据文献[6,13]的描述方式，

， ， 其 中 ，

表示由实数 生成的闭凸包，使得式（2）
等价于： 

ẋi(t) = −ai xi(t)+
n∑

j=1

wi j f j(x j(t))+

n∑
j=1

w(1)
i j f j(x j(t−d j(t)))+ Ji(t)；

yi(t) = fi(xi(t)), t ≥ 0, i = 1,2, · · · ,n；
xi(t) = φi(t), t ∈ [−d,0]

（3）

ai、wi j、w(1)
i j

ai =max{âi,
⌣ai}, ai =min{âi,

⌣ai} wi j =max{ŵi j,
⌣wi j}

wi j =min{ŵij,
⌣wij} w(1)

i j =max{ŵ(1)
i j ,

⌣w(1)
i j } w(1)

i j =min{ŵ(1)
i j ,

其中： 是依赖于时间t和系统（1）的初值

的。  ， ，

， ，

⌣w(1)
i j } co{âi,

⌣ai} = [ai, āi] co{ŵi j,
⌣wi j} = [wi j, wi j]

co{ŵ(1)
i j ,

⌣w(1)
i j } = [w(1)

i j , w(1)
i j ] ∀i, j = 1,2, · · · ,n

。显然， ， ，

， 。

xi(t)=φi(t), t∈ [−d,0]

x(t)= [x1(t), · · · ,xn(t)]T ∈Rn [0,∞)

i = 1,2, · · · ,n

满足系统（1）的初始条件 ，在

Filippov意义下的解 在

的任一紧区间上是绝对连续的，对 ，有：

ẋi(t) ∈− co{âi,
⌣ai}xi(t)+

n∑
j=1

co{ŵi j,
⌣wi j} f j(x j(t))+

n∑
j=1

co{ŵ(1)
i j ,

⌣w(1)
i j } f j(x j(t−d j(t)))+ Ji(t)。

为了方便，式（3）也可写成向量形式：
ẋ(t) ∈ −co{Â,

⌣

A}x(t)+ co{Ŵ,
⌣

W} f (x(t))+

co{Ŵ1,
⌣

W1} f (x(t−d(t)))+ J(t), t ≥ 0；
y(t) = f (x(t))；
x(t) = φ(t)

（4）

∃A ∈ co{ Â,
⌣

A},W ∈ co{Ŵ,
⌣

W},W1 ∈ co{Ŵ,
⌣

W1}或 。

[W,W] W≪W ∀W =
(wi j)mxn ∈ [W,W] W≪W≪W wi j≪ wi j≪ wi j,

i=1,2, · · · m, j=1,2, · · · ,n

式（4）中，矩阵区间 表示 。若

意味着 ，即

， 。这也适合于其他矩阵区间。

式（4）等价于：
ẋ(t) =− Ax(t)+W f (x(t))+

W1 f (x(t−d(t)))+ J(t), t ≥ 0；
y(t) = f (x(t))；
x(t) =φ(t)

（5）

显然

co {Â,
⌣

A} = [A, A],co{Ŵ,
⌣

W} = [W,W],

co{Ŵ1,
⌣

W1} = [W1,W1]。

其中：

Â = (âi)nxn,Ŵ = (ŵi j)nxn,Ŵ1 = (ŵ(1)
i j )nxn,

⌣

A = (⌣ai)nxn,
⌣

W = (⌣wi j)nxn,
⌣

W1 = (⌣w
(1)

i j )nxn, A = (ai)nxn, A = (ai)nxn,

W = (wi j)nxn,W = (wi j)nxn,W1 = (w(1)
i j )nxn,W1 = (w(1)

i j )nxn,

x(t) = [x1(t), x2(t), · · · , xn(t)]T ∈ Rn,

f (x(t)) = [ f1(x1(t)), f2(x2(t)), · · · , fn(xn(t))]T ∈ Rn,

f (x(t−d(t))) = [ f1(x1(t−d(t))), f2(x2(t−d(t))),

· · · , fn(xn(t−d(t)))]T ∈ Rn,

y(t) = [y1(t),y2(t), · · · ,yn(t), ]T ∈ Rn,

J(t) = [J1(t), J2(t), · · · , Jn(t)]T ∈ Rn。

f (x(t))假　设　连续有界激活函数 满足

l−j ≤
f j(a)− f j(b)

a−b
≤ l+j , j = 1,2, · · · ,n （6）

f j(0) = 0 a,b ∈ R, a , b; l−j、l+j式中： ；对所有 是常数。

若b=0时，
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l−j ≤
f j(a)

a
≤ l+j （7）

(G,S,T)−γ下面介绍严格 耗散定义和引理。

tf ≥ 0
⟨

y,Gy⟩τ +
2
⟨

y,SJ⟩τ + ⟨ J,TJ⟩τ ≥ γ ⟨ J, J⟩τ ∀J ∈ Ln
2e

(G,S,T)−γ Ln
2e = { f是R+

Pτ f ∈ Ln
2,∀τ ∈ R+} (Pτ f )(t) =

{
f (t), t ≤ τ；
0, t > τ。

x = {x(t)}, y = {y(t)} ∈ Ln
2e⟨

x,Ny⟩τ =
∫ τ

0
xT(t)Ny(t)dt

定　义　给定对称矩阵G，T和矩阵S，对所有

，在零初始状态下，如果下列不等式

， 成立，则称系

统（5）为严格 耗散的，其中， 上

的可测函数， ，

对任意函数 ，矩阵N定义为

。

x(t) [a,b] ∈ Rn

R > 0
引理1[16]　设 是取值在 上的连续可

微函数，则对给定矩阵 ，有下列积分不等式成立：

−(b−a)
b∫

a

ẋT(s)Rẋ(s)ds ≤

−[x(b)− x(a)]T R[x(b)− x(a)]−3ΩT RΩ。

Ω = x(b)+ x(a)− (
2

b−a
)

b∫
a

x(s)ds

3ΩT RΩ

其中： 。引理1 又称为

Wirtinger积分不等式。显然，当 不存在时，

Jensen积分不等式是其特殊情况。

R=
[

R S
∗ R

]
≥ 0 R

β ∈ [0,1]

引理2[24]　对任意向量α1、α2，对称矩阵R和任意

矩阵S，满足 （ 是半正定矩阵），实

参数 ，有如下不等式成立：

1
β
αT

1 Rα1+
1

1−βα
T
2 Rα2 ≥ ηT

[
R S
∗ R

]
η。

ηT=
[
αT

1 α
T
2

]
其中，*表示对称矩阵的对称部分， 。

R > 0
ω : [a,b] 7→ Rm

引理3 [25]　对矩阵 ，参数a<b和向量泛函

，下列积分不等式成立：

(b−a)2

2

b∫
a

b∫
θ

ωT(s)Rω(s)dsdθ ≥

(

b∫
a

b∫
θ

ω(s)dsdθ)T R(

b∫
a

b∫
θ

ω(s)dsdθ)。

2   耗散条件分析

给出保证时滞神经网络系统严格耗散的时滞依

赖稳定性条件。

P > 0,Qi > 0(i = 1,2) Zi > 0(i = 1,2,
3),R1 > 0 Λi≥0(i=1,2),Hi≥0(i=1,2, · · · ,5)

γ > 0 d(t) ∈ {0,d}

定　理　给定d>0，μ；如果存在2n×2n维正定矩

阵 ，R2>0，X；n×n维矩阵

；对角矩阵 ，

以及参数 ；使得当 时，如果下列线性

矩阵不等式成立：

Ξ < 0 （8）

Γ =

[
Z2 X
∗ Z2

]
≥ 0 （9）

(G,S,T)−γ则系统（5）为严格 耗散的。

其中：ξT(t) = [xT(t) xT(t−d(t)) xT(t−d) f T(x(t))
f T(x(t−d(t))) f T(x(t−d)) εT

1 (t) εT
2 (t)

JT(t)]T；

ei = [0n×(i−1)n In 0n×(9−i)n]，i = 1,2, · · · ,9；
Σ1 = diag{l+1 , l+2 , · · · , l+n }，Σ2 = diag{l−1 , l−2 , · · · , l−n }，

diag{·}表示对角矩阵；Π1 = [eT
1 d(t)eT

7 + (d−d(t))eT
8 ]T；

Π2 = [−eT
1 AT+ eT

4WT+ eT
5WT

1 + eT
9 ]T；

Π3 = [Π2 eT
1 − eT

3 ]T；Πi+3 = [eT
i eT

i+3]T，i = 1,2,3；
Πi = [eT

i−6− eT
i−5 eT

i−6+ eT
i−5−2eT

i ]T, i = 7,8；
Π9 = [Π7 Π8]T；Π10 = [eT

1 − eT
7 ]T；

Π11 =
[
eT

2 − eT
8

]T
；

Π1 j =
[
Σ(3+(−1) j)/2eT

(2 j−3−(−1) j)/4+ (−1) jeT
(2 j+9−(−1) j)/4

]T
，

( j = 3,4, · · · ,8)；
Πi = [eT

(i−11)/2−eT
(i−9)/2−eT

(i−17)/2Σ2+ eT
(i−15)/2Σ2]T, i = 19,21；

Πi = −[eT
(i−12)/2−eT

(i−10)/2−eT
(i−18)/2Σ1+ eT

(i−16)/2Σ1]T, i = 20,22；

Z i =

[
Zi 0
∗ 3Zi

]
, (i = 2,3)；X =

[
X1 Y1

Y2 X2

]
；

Φ11 = R1−R(2)
11；Φ12 = −R(2)

11；Φ14 = −R(2)
12；

Φ22 = Q(1)
11 −Q(2)

11；Φ23 = Q(1)
12 −Q(2)

12；Φ24 = R(2)
22；

Φ33 = Q(1)
22 −Q(2)

22；Φ44 = R(2)
22；Φ13 =Φ34 = 0；

Ξ =
8∑

i=1

Ξi；

Ξ1 = sym{ΠT
1 PΠ3+ eT

4 (Λ2−Λ1)Π2+

eT
1 (Σ1Λ1−Σ2Λ2)Π2}；

Ξ2 =Π
T
4 Q1Π4+Π

T
5 (Q2−Q1)Π5−ΠT

6 Q1Π6；

Ξ3 = deT
1 Z1e1+d2ΠT

2 Z2Π2−d(t)eT
7 Z1e7−

(d−d(t))eT
8 Z1e8−ΠT

9ΓΠ9；

Ξ4 =
d2

2
ΠT

2 Z3Π2−ΠT
10(2Z3)Π10−ΠT

11(2Z3)Π11−

(d−d(t))ΠT
7 (

Z3

d
)Π7；Ξ6 = µΠ

T
11ΦΠ11；

Ξ5 = sym{[d(t)eT
1 R1+ (d−d(t))eT

8 R(2)T
12 ]Π2}+

eT
1 (R(2)

12 e2−R(2)
12 e3)+ (eT

2 R(2)
22 − eT

3 R(2)
22 )e8；

Ξ7 = sym{eT
1 (Σ1Λ1−Σ2Λ2)Π3+

3∑
i=1

ΠT
1(2i+1)×

HiΠ1(2i+2)+Π
T
19 H4Π20+Π

T
21H5Π22}；

Ξ8 = sym{eT
4 Se9}− eT

4 Ge4− eT
9 (T−γI)e9；

sym(A) = A+ AT。

证明：构造如下的Lyapunov-Krasovskii泛函

V(t) =
5∑

i=1

Vi(t) （10）

式中：

V1(t)=2
n∑

i=1

∫ xi

0
[λ1i(l+i s− fi(s))+λ2i( fi(s)−l−i s)]ds+

ηT
1 (t)Pη1(t) （11）
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V2(t) =

t∫
t−d(t)

ηT
2 (s)Q1η2(s)ds+

t−d(t)∫
t−d

ηT
2 (s)Q2η2(s)ds （12）

V3(t) =

0∫
−d

t∫
t+θ

xT(s)Z1x(s)dsdθ+d

0∫
−d

t∫
t+θ

ẋT(s)Z2 ẋ(s)dsdθ

（13）

V4(t) =

0∫
−d

0∫
ρ

t∫
t+β

ẋT(s)Z3 ẋ(s)dsdβdρ （14）

V5(t) = d(t)xT(t)R1x(t)+ (d−d(t))ηT
3 (t)R2η3(t)。 （15）

且 η1(t) = [xT(t) (

t∫
t−d

x(s)ds)T]T,

η2(s) = [xT(s) f T(x(s))]T,

ε1(t) =

t∫
t−d(t)

x(s)
d(t)

ds,ε2(t) =

t−d(t)∫
t−d

x(s)
d−d(t)

ds,

η3(s) = [xT(s) εT
2 (t)]T。

Vi(t)(i = 1,2,3)分别沿系统（5）求导得：

V̇1(t) = 2
[

x(t)
d(t)ε1(t)+ (d−d(t))ε2(t)

]T
P ·[

ẋ(t)
x(t)− x(t−d)

]
+2{[xT(t)Σ1− f T(x(t))]Λ1+

[ f T(x(t))− xT(t)Σ2]Λ2}ẋ(t) = ξT(t)Ξ1ξ(t) （16）

V̇2(t) = ξT(t)(Ξ2+ ḋ(t)(ΠT
5 (Q1−Q2)Π5))ξ(t) （17）

V̇3(t) = ξT(t)(deT
1 Z1e1+d2ΠT

3 Z2Π3)ξ(t)−
t∫

t−d

xT(s)Z1 x(s)ds−d

t∫
t−d

ẋT(s)Z2 ẋ(s)ds （18）

对式（18）的第1个积分项应用Jensen积分不等式得：

−
t∫

t−d

xT(s)Z1x(s)ds = −
t∫

t−d(t)

xT(s)Z1x(s)ds−

t−d(t)∫
t−d

xT (s) Z1 x (s)ds ≤

ξT(t)(−d(t)eT
7 Z1e7−(d−d(t))eT

8 Z1e8)ξ(t) （19）

对式（18）的第2个积分项应用引理1和2得：

−d

t∫
t−d

ẋT(s)Z2 ẋ(s)ds = −d

t∫
t−d(t)

ẋT(s)Z2 ẋ(s)ds−

d

t−d(t)∫
t−d

ẋT(s)Z2 ẋ(s)ds ≤ − d
d(t)
ξT(t)ΠT

7 Z2Π7ξ(t)+

d
d−d(t)

ξT(t)ΠT
8 Z2Π8ξ(t) ≤ −ξT(t)(ΠT

9ΓΠ9)ξ(t) （20）

将式（19）～（20）代入式（18）中，可以得到：

V̇3(t) ≤ ξT(t)Ξ3ξ(t) （21）

V4(t)沿系统（5）求导得：

V̇4(t) =
d2

2
ξT(t)ΠT

3 Z3Π3ξ(t)−ε3(t)−

ε4(t)− (d−d(t))

t∫
t−d(t)

ẋT(s)Z3 ẋ(s)ds （22）

式中，

ε3(t) = −
0∫

−d(t)

t∫
t+β

ẋT(s)Z3 ẋ(s)dsdβ，

ε4(t) = −
−d(t)∫
−d

t−d(t)∫
t+β

ẋT(s)Z3 ẋ(s)dsdβ。

ε3(t)用引理3估计 得：

ε3(t) ≤ −2ξT(t)ΠT
10 Z3Π10ξ(t) （23）

相似地

ε4(t) ≤ −2ξT(t)ΠT
11 Z3Π11ξ(t) （24）

由引理1得：

− (d−d(t))

t∫
t−d(t)

ẋT(s)Z3 ẋ(s)ds ≤

− (d−d(t))ξT(t)ΠT
7

Z3

d

Π7ξ(t) （25）

将式（23）～（25）代入式（22）有：

V̇4(t) ≤ ξT(t)Ξ4ξ(t) （26）

V5(t)沿系统（5）求导得：

V̇5(t) ≤ ξT(t)[Ξ5+ḋ(t)(eT
1 (R1−R(2)

11 )e1−eT
1 R(2)

12 e2

− eT
1 R(2)

12 e4+ eT
2 R(2)

22 e4+ eT
4 R(2)

22 e4)]ξ(t) （27）

V̇(t) ḋ(t)在 中依赖于 项，即：

ḋ(t)ξT(t)ΠT
11ΦΠ11ξ(t) ≤ ξT(t)Ξ6ξ(t) （28）

Hi ≥ 0, (i = 1,2, · · · ,由式（6）～（7）知，存在对角阵

5)，有：

0≤ϖi(s) :=2[Σ1 x(s)− f(x(s))]THi[ f(x(s))−Σ2 x(s)]T,

(i = 1,2,3) （29）
0 ≤ϖi(s) := 2[Σ1(x(s1)− x(s2))− ( f (x(s1))− f (x(s2)))]T

Hi[( f (x(s1))− f (x(s2)))−Σ2(x(s1)− x(s2))]T, (i = 4,5)
（30）

于是，下列不等式成立：

ϖ1(t)+ϖ2(t−d(t))+ϖ3(t−d) ≥ 0 （31）

ϖ4(t, t−d(t))+ϖ5(t−d(t), t−d) ≥ 0 （32）

将式（31）～（32）加起来得:

ξT(t)Ξ7ξ(t) ≥ 0 （33）

由式（16）～（33）得：
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V̇(t)−yT(t)Gy(t)−2yT(t)SJ(t)− JT(t)×
(T−γI)J(t) ≤ ξT(t)Ξξ(t) （34）

ξ(t) , 0因此，由式（8）可知，对任意 ，有：

V̇(t)−yT(t)Gy(t)−2yT(t)SJ(t)− JT(t)×
(T−γI)J(t) ≤ 0 （35）

tp(tp > 0)对式（35）两边从0到 积分得：∫ tp

0
[V̇(t)− yT(t)Gy(t)−2yT(t)SJ(t)−

JT(t)(T−γI)J(t)]dt ≤ 0 （36）

式（36）表明，在零初始状态下有式（37）成立。∫ tp

0
[−yT(t)Gy(t)−2yT(t)SJ(t)−

JT(t)(T−γI)J(t)]dt ≤ −V(tp) ≤ 0 （37）

(G,S,T)−γ
故由定义知，若式（8）～（9）满足，系统（5）为严

格 耗散的。结论得证。

l−j、l+j ( j = 1,2, · · · ,n)

注意：1）在上述正文中，在许多电路中，放大器

的输入–输出函数既不是单调递增的也不是连续可

微的。因此，在设计和实现人工神经网络时，非单调

函数可能更适合于描述神经元的激活函数。本文假

设自2006年由Wang等[26]第一次提出以来，关于它的

研究引起了许多学者 [15– 17]的关注。本文假设中的

可以取正数、负数或者是零，因

此，它比常见的sigmoid函数或Lipschtiz条件[18–23]具

有更一般的形式。

V(t)
V5(t) d(t) ḋ(t)

−d
∫ t

t−d(t)
ẋT(s)Z2 ẋ(s)ds

x(t)、x(t−d(t))
∫ t

t−d(t)
x(s)ds

2）不同于文献[10–14,17–21]，在 中增加了

项，它充分考虑了时滞 和时滞微分 的信

息。另外，比如在应用Wirtinger积分不等式估计1阶
积分 的上界时，由于Wirtinger积
分不等式同时考虑了 和 这

3方面，因此，它比Jensen积分不等式更能精确地估计

1阶积分的上界，这将带来较弱的保守性。

G = 0,S = I, T = 2γI

作为耗散的一种特殊情况，时滞神经网络的无

源分析也受到一些学者的关注 [18– 21]。若设定理中

和 ，易得系统（5）的无源条件。

P > 0,Qi > 0(i = 1,2),R2 > 0,X
Zi > 0(i = 1,2,3),R1 > 0 Λi ≥ 0(i = 1,2),Hi ≥
0(i = 1,2, · · · ,5) γ > 0 d(t) ∈ {0,d}

推　论　给定d>0，μ；如果存在2n×2n维数矩阵

； 维 数 n × n 矩 阵

； 对 角 阵

；以及参数 ；使得当 时，

如果满足线性矩阵不等式（9）和（38）
7∑

i=1

Ξi+Ξ8 < 0 （38）

则系统（5）为无源的。

Ξ8 = sym{eT
4 e9}−γeT

9 e9 Ξi(i = 1,2, · · · ,7)式中： ， 已在定

理中定义。

下面给出求解最优耗散性能指标的优化模型：

δ= −γ
min γ s.t.

对给定d、μ，设 ，有：

　　　　　 式（8）～（9）成立。

γ∗(γ∗ = −δ)则得到最优耗散指标 。

3   数值例子和仿真

将给出两个例子和仿真来验证所提方法的有效性。

例1：考虑一个二阶基于忆阻时滞神经网络（1），
其参数矩阵为：

A(x(t)) = diag{a1(x1(t)),a2(x2(t))},

W(x(t)) =
[

w11(x1(t)) w12(x1(t))
w21(x2(t)) w22(x2(t))

]
,

W1(x(t)) =
[

w(1)
11 (x1(t)) w(1)

12 (x1(t))
w(1)

21 (x2(t)) w(1)
22 (x2(t))

]
。

其中：

a1(x1(t))=
{

2.1， |x1(t)|≤1；
1.9， |x1(t)|>1。 a2(x2(t))=

{
1.6， |x2(t)|≤1；
1.4， |x2(t)|>1。

w11(x1(t))=
{
−1.2，|x1(t)|≤1；
−0.9，|x1(t)|>1。 w12(x1(t))=

{
1.1，|x1(t)|≤1；
0.9，|x1(t)|>1。

w21(x2(t))=
{

0.6，|x2(t)|≤1；
0.4，|x2(t)|>1。 w22(x2(t))=

{
−1.2，|x2(t)|≤1；
−0.9，|x2(t)|>1。

w(1)
11 (x1(t))=

{
−0.6，|x1(t)|≤1；
−0.4，|x1(t)|>1。 w(1)

12 (x1(t))=
{

0.7，|x1(t)|≤1；
0.5，|x1(t)|>1。

w(1)
21 (x2(t))=

{
0.8，|x2(t)|≤1；
0.6，|x2(t)|>1。 w(1)

22 (x2(t))=
{

0.9，|x2(t)|≤1；
0.7，|x2(t)|>1。

应用微分包含和集值映射理论得：

A = diag{2,1.5},W =
[
−1 1

0.5 −1

]
,W1 =

[
−0.5 0.6
0.7 0.8

]
,

l+1 = l+2 = 0.9, l−1 = l−2 = −0.1且 。

G=
[
−0.9 0
∗ −0.9

]
S=
[

0.5 0
0.3 1

]
T=
[

2 0
∗ 2

]
取 ， ， 。

当d=0.4，对不同μ，由定理得出最优耗散性能γ*。表1
为本文方法（定理）的结果和文献[10–12]结果的对照。

从表1可以看出，定理所得结果比文献[12]的结

果提高了5%，这说明本文方法能更有效地减少严格

耗散条件的保守性。

例2：考虑一个2阶基于忆阻时滞神经网络（1）[13,17–21]，

其系数矩阵为：

 

表 1　不同μ时，最优耗散性能γ*
Tab.1　 Optimal dissipativity performance γ* for various μ

 

方法
γ*

μ=0.2 μ=0.4 μ=0.6 μ=0.8 μ=1

文献[10] 1.647 0 1.587 1 1.450 0 1.280 2 1.246 1

文献[11] 1.718 6 1.718 3 1.718 0 1.717 6 1.717 4

文献[12] 1.857 0 1.856 6 1.856 1 1.855 9 1.855 8

本文定理 1.959 3 1.958 8 1.958 0 1.955 9 1.946 6
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A=
[

1.4 0
0 1.5

]
, W=

[
1.2 1.0
−1.2 1.3

]
,W1=

[
−0.2 0.5
0.3 −0.8

]
。

fi(xi(t)) = 0.05(|xi(t)+1| − |xi(t)−1|)，(i = 1,2)激活函数 。

针对不同的μ，表2为由本文推论和文献[13,17–21]
获得的保证系统（1）无源的最大允许时滞上界d。从
表2可以看出，提出的方法大大地减少了文献[13,17–21]
方法的保守性。

d(t) = 1+0.27sin(7t)

J(t)

J(t)

特别地，当 ，图2～3表明不含

的系统（1）是稳定的。然而，由图4～5可以看出，

的存在的确破坏了系统（1）的稳定性。

4   结　论

应用微分包含和集值映射理论，结合Wirtinger积
分不等式和倒凸技术，得到了较弱保守性的时滞依赖

的耗散条件，数值例子表明，与现有文献相比，所得到

的耗散条件有较弱的保守性。仿真结果验证了耗散条

件的有效性。在接下来的研究工作中，考虑把本文方

法推广到忆阻时滞神经网络的状态估计、有限时间稳

定等其他动力行为中。
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表 2　不同μ时，最大允许时滞上界d
Tab.2　 Maximum allowable upper bounds d for various μ

 

方法
d

μ=0 μ=0.5 μ=0.7

文献[17] 0.452 8 0.363 8 0.357 5
文献[18] 0.459 3 0.375 6 0.374 0
文献[19] 0.683 7 0.528 5 0.437 7
文献[20] 0.734 0 0.683 4 0.635 5
文献[21] 0.972 2 0.936 8 0.910 9
文献[13] ∞ 1.076 0 1.070 4
推论 1.483 4 1.353 7 1.311 8
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