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摘要 基于再生核 Hilbert空间 (reproducing kernel Hilbert space, RKHS)的统计学习模型被广泛应用

于函数逼近、图像处理、模式识别和回归分析等领域, 并且也在非线性随机动力学系统的辨识问题中

有着很好的表现. 本文提出一个基于鲁棒最优控制的 RKHS模型学习方法,来实现对非线性随机动力

学系统的高效在线建模. 利用本文得到的关于再生核空间的一些理论结果, 本文将随机动力学系统的

在线学习问题转化为一组具有有界随机扰动的离散时变线性系统的输出反馈镇定问题,并利用模型预

测控制技术来设计相应的控制算法和学习算法. 与现有的 RKHS模型学习方法相比,在不引入任何数

据窗口原理、剪枝技术、学习步长的调整机制以及对噪声统计性质的假设的情形下, 新方法可以在保

证模型参数快速且鲁棒收敛的同时, 实现对动力学系统的自适应高精度建模. 此外, 本文首次从最优

控制的视角出发,研究动力学系统的在线核学习问题.在本文提出的研究框架下,现有各种控制技术可

以被利用起来开发新的鲁棒学习方法, 这也为核学习理论的研究和算法的开发提供一些新的思路. 本

文亦给出了数值算例和对比结果, 用来说明新方法的有效性.
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1 引言

随机动力学系统的常规模型包括随机普通微分方程 [1]、随机偏微分方程 [2, 3] 和非线性自回归模

型 [4]、子空间模型 [5] 和 Wiener 系统 [6, 7] 等. 这些系统的统计学习模型是系统状态控制、分析和设计

的基础 [8–10]. 统计学习模型不仅可以用于理解系统的动力学特征, 还可以用来预测系统未来的行为.

现有统计学习方法包括集合成员 [11]、神经网络 [12, 13] 和正交最小二乘 [14, 15] 等. 在现有的诸多方法中,

基于再生核 Hilbert 空间理论的学习方法成为最流行的方法之一 [16–18]. 一些强大的核学习算法, 如支

持向量机 [19, 20]、多核方法 [21–23] 和简化核方法 [24] 等, 被研究出来并应用于动力学系统的建模中.
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在许多实际的建模任务中,时间序列数据不断到达,统计学习模型需要提供及时的响应,如网络点

击数据、股票交易数据和机械损伤反馈数据等. 因此, 动力学系统的在线学习方法也受到越来越多的

关注 [25]. 在在线学习问题中, 如果系统特征是时变的, 则估计模型必须实时更新以追踪动力学系统的

变化. 一般来讲, 在线学习有两大要求, 其一是在获得新的观测数据时, 逐步更新模型, 而不是从头开

始训练样本. 其二则是在学习过程中去除旧的和无用的样本和信息, 以保持系统的简约性, 并将计算

复杂度保持在可接受的水平. 基于 RKHS 的模型主要存在两类在线学习方法. 一类是在线批量学习

方法, 如递归支持向量机和移动窗口最小二乘法等 [26, 27]. 在这些方法中, 新的样本不断地进入到学习

中, 经验误差指标也根据样本的变化进行相应的修改, 以用于更新估计模型. 修剪误差最小原则 [28]、

样本字典策略 [29] 和样本选择原则 [30] 等剪枝技术被用来去掉无用样本, 以避免训练时间随样本数量

的膨胀而非线性地增加. 另一类方法是增量优化学习方法 [31, 32], 其中最具代表性的是梯度算法. 在这

些方法中, 梯度下降准则被引入具有正则化项的经验误差指标的优化中, 以得到最优解及模型参数的

更新算法. 在这些算法中, 计算量不会随着数据量的增加而过快增加. 一些文献也对这类方法的收敛

速度和逼近能力进行了讨论 [33, 34].

尽管各种在线学习方法的有效性已经被它们在实际应用领域的巨大作用所证实,但是在遇到复杂

的数据流时, 现有的方法仍然存在一些局限性. 一方面, 在线批量学习方法大多是基于标准最小二乘

形式的经验误差函数, 这潜在地假设了系统噪声是白噪声过程. 这个假设显然在很多情形并不适用,

因为许多实际的数据流也经常受到具有时变特征的噪声的干扰. 如果应用现有的方法将这些动力学过

程不假思索地当成白噪声扰动的数据流进行处理, 那么相应算法的学习速度、鲁棒性和精度都会受到

较大程度的影响 [17,35,36]. 一些文献针对自相关、非 Gauss 或异方差的噪声扰动系统提出了一些改进

的统计学习方法, 但是它们仍然不能够被轻易地推广到在线学习中去. 这是因为对于时变动力学系统

而言, 获得稳定的噪声项的特征参数估计往往比较困难, 并且计算效率较低 [35, 36]. 另一方面, 在增量

优化在线学习方法中, 一些重要的系数, 例如, 学习步长必须适应性地满足一些与动力学性质相关的

特定的数值约束, 以保证梯度算法的收敛性, 因而, 最优的系数需要随着动力学系统的变化而进行调

整 [37, 38]. 然而, 现有的大多数在线核学习方法都没有提供这样的调整机制, 这就导致在一些实际应用

中这些方法可能存在一定的局限性.

利用本文建立的一些新的理论结果,我们将随机动力学系统的在线学习问题合理地转化为一组具

有有界随机扰动的离散时变线性系统的输出反馈镇定问题, 并利用模型预测控制技术 [39–46] 来设计相

应的控制算法和学习算法. 与现有的 RKHS 学习方法相比, 在不引入任何数据窗口原理、剪枝技术、

学习步长以及对噪声统计性质的假设的情形下, 新方法可以在保证模型参数快速收敛的同时, 得到高

精度的、自适应的和更为鲁棒的建模效果. 此外, 本文首次试图从最优控制的角度来研究动力学系统

的学习问题, 在本文提出的学习框架下, 许多经典的控制技术可以被借鉴过来解决诸如在线分类、图

像处理和模式识别等重要的学习问题, 因而也为核学习理论研究和算法的开发提供一些新的思路.

本文的结构如下. 第 2 节给出了一些基本的定义并对现有的在线核学习算法进行了简单的梳理.

第 3节提出了自适应鲁棒在线学习方法. 第 4节对新方法进行了一些必要的讨论和分析.第 5节提供

了数值算例来验证新方法的有效性. 在最后一节中, 我们对本文进行了总结.

2 现有的在线核学习方法

本节简要回顾 RKHS 的基本概念和一些经典的在线核学习方法.
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再生核 Hilbert 空间构成了学习理论中一类重要的函数空间. 记 HK 为与核 K 和内积 ⟨·, ·⟩H 相
关的再生核 Hilbert 空间, 这使得 K 具有以下再生性 [47]:

(1) ⟨f,K(x, ·)⟩H = f(x), ⟨K(x1, ·),K(x2, ·)⟩H = K(x1, x2) , 对 ∀x, x1, x2 ∈ X, f ∈ HK .

(2) HK 是所有 K(x, ·) 张成的闭包, 这意味着 f ∈ HK 是 x 取不同值时核函数 K(x, ·) 的线性
组合.

在 f ∈ HK 上,内积记为 ∥f∥H = ⟨f, f⟩
1
2

H . 通常有X ⊂ Rd,常用的核函数包括多项式核Kpol(xi, xj)

= (xT
i xj + r)d0 和径向基函数 (RBF) KRBF(xi, xj) = exp(−∥xi − xj∥22/σ2), 其中 r、d0 和 σ 为调节参

数. 在后续的章节中, 假设 X 是 Rd 中的一个紧集.

2.1 批量在线学习方法

给定数据流 (x(t), y(t)) (t = 1, 2, . . .) 且假设数据流由如下模型所生成, 即 y(t) = g⋆(x(t)) + e(t),

e(t)为零均值随机噪声, g⋆可能是时变的. 在线学习即根据数据流计算 g以估计 g⋆,并且实时更新 g以

追踪 g⋆ 的变化. 为了实现这一目标,假设在学习过程一开始,我们有数据集 (x(t), y(t)), t = 1, 2, . . . , N ,

并设计优化问题 [17,19]

min
g∈HK

N∑
t=1

(y(t)− g(x(t)))2 + γ∥g∥2H . (2.1)

在 HK 中进行优化, 可以得到估计模型

ŷ(t) =
N∑

k=1

αkK(x(k), x(t)), (2.2)

模型参数可以通过求解线性矩阵方程 [Ω+1/γI]α = Y 得到, Y = (y(1), . . . , y(N))T, Ω = [Ki,j ]i,j=1,...,N

= K(x(i), x(j)). 上述批量学习方法不能直接应用于在线情形,因为在学习过程中所有的样本都将被逐

步引入到模型中. 随着矩阵 Ω规模的增加,会逐渐导致计算上不可行,所估计的模型将缺乏稀疏性. 因

此需要引入样本选择策略或剪枝技术来解决稀疏问题. 文献 [48] 提出了移动窗口方法, 它假定最先到

来的一个样本包含最少的有效信息, 因而在建模过程中逐步删除那些先进入学习的样本. 在文献 [48]

中, 对应最小 Lagrange 乘数的样本被认为给学习模型带来的逼近能力是最小的, 因而被认为是最无

用的样本. 另一种流行的样本修剪方法称为修剪误差最小化方法或快速删除方法, 即选择删除后使得

模型逼近误差最小的样本 [26, 28]. 通过修剪, 训练集的大小不会大幅度增加, 因而保证了学习过程在

计算上的可行性. 值得注意的是, 在这些方法中, 稀疏解一般仍然依赖于求解一个标准二次优化问题,

如 (2.1). 因而, 潜在地对动力学系统的随机部分做出标准正态性假设. 尽管许多重要的建模问题可以

在这样的假设中得到解决, 但是现实的数据经常受到异方差、序列相关, 甚至是非 Gauss 非稳定噪声

的扰动. 在这些情形下, 使用标准二次优化指标来进行参数估计的话, 学习效果可能不尽如人意 [35, 36].

学者们也提出了一些改进方法. 例如, 通常利用加权最小二乘法来处理具有异质性的随机扰动的动力

学系统:

min
g∈HK

∑
σte(t)

2 + γ∥g∥2H , s.t. e(t) = y(t)− g(x(t)), (2.3)

其中 σt 为权重. 第一步, 检验异方差的存在性. 第二步, 估计随机过程的方差变化以得到 σt. 第三步,

使用第二步得到的 σt,求解加权最小二乘优化问题 (2.3). 对于序列相关的噪声扰动过程的学习,也需要
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采取类似的步骤. 首先,对时间序列数据的自相关性进行统计检验. 其次,估计自相关阶数和对应系数.

最后改进优化问题并求解以获得更好的参数估计. 进一步地, 考虑定义在时域 [t0, t1] ∪ (t1, t2] ∪ (t2, t3]

上的系统 y(t) = f(x(t))+e(t). 假设 y(t) = f1(x(t))+e1(t), t ∈ [t0, t1]; y(t) = f2(x(t))+e2(t), t ∈ [t1, t2];

y(t) = f3(x(t))+ e3(t), t ∈ [t2, t3],其中 e1(t)为白噪声, e2(t)是自相关过程, e3(t)是正态分布但具有时

变的方差, f1、f2 和 f3 是完全不同的函数且快速切换. 显然, 现有的在线学习方法在处理这种情形时

会变得非常复杂甚至是不可行的. 因此, 开发自适应的鲁棒在线学习方法是非常有必要的. 而且据我

们所知, 很少有文献涉及这一问题.

2.2 增量优化在线学习方法

核方法与梯度下降算法的结合为基于再生核 Hilbert 空间模型的估计提供了一个有效的研究路

径 [17, 29,31,38,49]. 令 (x(t), y(t)) (t = 1, 2, . . .) 为一个样本数据流, 考虑增量优化学习方法, 在 t + 1 时

刻, f 的估计函数 ft 可以更新为

ft+1 = ft + ηt[(y(t)− ft(x(t)))K(x(t), ·) + λft], (2.4)

其中 λ > 0 是正则化参数, ηt 是学习步长. 通常设 f1 为 0. 也可以通过求解不含正则项的优化指标来

进行参数估计与模型的更新, 即

ft+1 = ft + ηt(y(t)− ft(x(t)))K(x(t), ·). (2.5)

上述方法也称为随机逼近算法, 更多的细节参见文献 [50–52]. 众所周知, 学习步长在算法中起着至关

重要的作用. 一个较大的学习步长可以使我们快速地学习到系统的动力学性质, 但也有导致算法不稳

定的风险. 一个很小的学习步长可以保证渐近收敛, 但也可能导致学习速度过慢, 使得算法在对快速

变化的动力学系统的建模中适用性和预测精度较差, 因而, 最好的解决方案并不是通过尽可能小的学

习步长获得的. 大多数的基于梯度的方法在很大程度上都依赖于学习步长的选择, 但是问题的复杂性

在于, 就单个问题而言, 一个好的学习步长的范围通常较小, 而不同问题的最优的学习步长往往相差

甚远, 换言之, 在特定问题中, 即使是经验丰富的实验者也经常不得不手动相应的最优值 [32]. 但是, 显

然最优的学习率不可能完全根据经验确定. 此外, 为了保证算法的稳定性, ηt 通常需要满足一些与样

本性质和正则化条件相关的约束. 例如, 在文献 [31, 51, 52] 中, 要求 ηt < N0/tr[R], 其中 N0 是学习所

用到的样本个数, R 是对应的核 Gram 矩阵. 在文献 [53] 中, 步长需满足 ηt < λ/Cl,K , 其中 Cl,K 是

时变且依赖于样本的常数. 另外, 在在线学习问题中, 目标函数往往是快速变化的, 这意味着学习步长

的最优值也应该是时变的. 因此, 从收敛的角度来看, 最好的解决方案也无法通过经验的方式来获得.

虽然一些文献给出了一些具有适应性步长策略的方法来解决梯度算法中的局部最小值和学习速度问

题 [54, 55], 然而, 这些算法通常需要启发式知识或额外的成本来调整学习步长, 难以保证所得到的在线

学习算法的收敛性和鲁棒性, 也没有考虑本文所讨论的噪声效应问题.

3 鲁棒自适应在线学习方法

3.1 误差动力学系统

本小节试图从最优控制的角度提出新的思路和算法来解决本文前面所提到的问题. 假设有通过

y(n) = f⋆(x(n))−ε(n)生成的数据流 (x(1), y(1)), (x(2), y(2)), . . . , (x(n), y(n)), . . . ,其中 f⋆ 和 ε分别为
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未知非线性函数和零均值的随机噪声过程, 对于任意 f⋆, 设在再生核空间 HK 中存在一个理想的 w⋆,

使得

y(n) = ϕ(x(n))w⋆ − ε(n), (3.1)

并且在每一个离散的时刻 n, 有如下估计模型:

ŷ(n) = ϕ(x(n))w(n), (3.2)

其中 ϕ 是从状态空间 Rd 到 RKHS 的特征映射, 并且 (ϕ(x(i)), ϕ(x(j))) = K(x(i), x(j)). 假设 (x(1),

x(2), . . .) ∈ X, X 为 Rm 的一个紧集. n 时刻的估计误差为 e(n), 由下式给出:

e(n) = ŷ(n)− y(n) = ϕ(x(n))(w(n)− w⋆) + ε(n) = ϕ(x(n))w(n)− y(n). (3.3)

因此有

e(n+ 1)− e(n) = ϕ(x(n+ 1))w(n+ 1)− ϕ(x(n))w(n)− y(n+ 1) + y(n). (3.4)

令 ∆ϕ(x(n+ 1)) = ϕ(x(n+ 1))− ϕ(x(n)), ∆w(n) = w(n+ 1)− w(n) 和 ∆y(n) = y(n+ 1)− y(n), 得到

e(n+ 1)− e(n) = (ϕ(x(n)) + ∆ϕ(x(n)))(w(n) + ∆w(n))− ϕ(x(n))w(n)− y(n+ 1) + y(n), (3.5)

这意味着

e(n+ 1) = e(n) + ϕ(x(n+ 1))∆w(n) + d⋆(n), (3.6)

其中 d⋆(n) = ∆ϕ(x(n))(w(n) − w⋆) + ε(n) − ε(n + 1) 也可以被看作一个随机扰动. 我们注意到, 如

果没有仔细的设计, 这个误差系统可能不会被传统的参数更新算法所稳定. 例如, 对于经典的核最小

均方 (kernel least mean square, KLMS) 算法 [31], 学习策略可以写成 ∆w(n) = −ηϕ(x(n))e(n), 其中

η > 0 是学习步长. 将其代入 (3.6), 我们有 e(n + 1) = [1 − ηK(x(n), x(n + 1))]e(n) + d⋆(n). 由于

1−ηK(x(n), x(n+1))是时变的,那么当学习步长固定时其并不总在 (−1, 1)的范围内,所以, KLMS可

能无法保证误差系统的收敛性. 此外, 从泛化和正则化的角度来看, 最好的解也不是以设置尽可能小

的步长来获得的 [31]. 为了解决这些问题,一些改进策略应运而生, w(n) = −ηϕ(x(n))e(n)+a∆w(n−1),

即 w(n) = −ηϕ(x(n))e(n)/(1− aB) [54], 其中 0 < a < 1 且 B 是滞后算子, 将这个更新代入 (3.6), 有

e(n+ 1) = [1 + a− ηK(x(n), x(n+ 1))]e(n)− ae(n− 1) + d⋆(n)− ad⋆(n− 1). (3.7)

显然,这是一个带时变参数的二阶自回归系统,系统的收敛性仍然无法得到保证. 注意到 w(n+1)−w⋆

= w(n)− w⋆ +∆w(n), 则 (3.6) 可以写成 e(n+ 1)

w(n+ 1)− w⋆

 =

 1 ∆ϕ(x(n))

0 1

 ·

 e(n)

w(n)− w⋆

+

 ϕ(x(n+ 1))

1

∆w(n) +

 d(n)

0

 , (3.8)

其中 d(n) = ε(n)− ε(n+ 1), 那么误差动力学系统 (3.8) 可以被视为以预测误差 e(n) 和参数估计误差

w(n) − w⋆ 为状态变量、ϕ(x(n + 1)) 为系统参数和 ∆w(n) 为控制输入的无穷维离散线性时变动力学

系统. 在现有文献中, 往往假设 ε(n) 和 y(t) 服从正态分布, 以便对系统进行统计分析 [10,20,56]. 然而,
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我们通常研究的系统一般都有着有界性的特征 (如在 GARCH 模型中, 收益率虽然被设定为正态分布

或者学生 t 分布, 但是事实上它们是有界的). 因而, 在本文中, 为了更好地阐述我们的思想, 假定 ε(n)

和 d(n) 均被限制在一个紧集 (−D,D) 内. 考虑到向量 w(n) 一般是无穷维 Hilbert 空间中的系数, 为

了将 (3.8) 转化为一个有限维系统的学习问题, 我们希望在 HK 中的一个足够稠密的有限维子空间中

对目标函数进行逼近 [24, 27]. 给定 ui ∈ X (i = 1, 2, . . . ,M), 其中 ui 是不同的向量, 令 Hs
K 为由基向量

ϕ(ui) (i = 1, . . . ,M) 张成的 HK 的线性子空间. 那么, w(n) 和 w⋆ 可以写成

w(n) =

M∑
i=1

αi(n)ϕ(ui), w⋆ =

M∑
i=1

α⋆
i ϕ(ui), (3.9)

其中 αi 和 α⋆ 是 Hs
K 中的系数. 记 α(n) = (α1(n), α2(n), . . . , αM (n)), α⋆ = (α⋆

1, α
⋆
2, . . . , α

⋆
M ) 以及

αi(n) = αi(n) − α⋆, ∆αi(n) = αi(n + 1) − αi(n), ∆K(ui, x(n)) = ∆K(ui, x(n + 1)) − ∆K(ui, x(n)),

i = 1, 2, . . . ,M . 因此有

e(n+ 1) = e(n) +

M∑
i=1

∆αi(n)K(ui, x(n+ 1)) +

M∑
i=1

αi(n)∆K(ui, x(n)) + d(n), (3.10)

其中 α(n) = (α1(n), . . . , αM (n)) = (α1(n)−α⋆
1, α2(n)−α⋆

2, . . . , αM (n)−α⋆
M ), K̄(n) = (K(u1, x(n)), . . . ,

K(uM , x(n)))T, ∆α(n) = (∆α1(n), . . . ,∆αM (n)). (3.10) 可以写为

e(n+ 1) = e(n) + α(n)∆K̄(n) + K̄(n+ 1)∆α(n) + d(n). (3.11)

注意到 α(n+ 1) = α(n+ 1)− α⋆ = α(n)− α⋆ +∆α(n) = α(n) +∆α(n), 令 IM,M 为 M ×M 维的单位

阵, 0M,1 为 M × 1 维的向量, 则无穷维误差系统 (3.8) 可以被如下的有限维系统来近似:

E(n+ 1) = A(n)E(n) +B(n)∆α(n) + Ld(n), (3.12)

其中

E(n) = (e(n), α(n))T, A(n) =

 1 ∆K̄(n)

0M,1 IM,M

 , B(n) = (K̄(n+ 1), IM,M )T, L = (1, 0TM,1)
T.

(3.12)可以被视为一个带有有界扰动和控制输入 ∆α(n)的离散线性系统.需要指出的是,在 n时刻,虽

然 (3.12) 中所涉及的 x(n + 1) 是第 n + 1 时刻观测值, 这依然是合理的. 例如, 在非线性自回归模型

y(n+1) = f(y(n), y(n− 1))+ e(n+1)和非线性随机常微分方程 dy(t) = f(y(t))dt+ g(y(t))dW (t)中, n

时刻系统的状态输出是第 n + 1 时刻的统计学习模型的输入变量之一 [4, 21,57]. 如果 x(n + 1) 在 n 时

刻未知, 我们也可以将学习过程滞后一期以应用我们的模型.

通过 (3.12), 在线学习问题被转化为一个具有有限维输入控制 ∆α(n) 的离散线性时变系统的镇

定 (反馈控制) 问题, 就是设计最优的控制输入 ∆α(n), 亦即参数的更新策略使得辨识误差 e(n) 和参

数的估计误差 α(n) − α⋆ 所构成的系统 (3.12) 的状态变量尽可能收敛到原点. 为了进行在线学习, 要

对 ∆α(n) 根据预测误差进行计算以响应观测值. 注意到 α(n) = α(n)− α⋆ 无法观测, 仅有误差项 e(n)

可以被观测, 我们需要设计输出反馈控制策略 ∆α(n) = F (n)CE(n) = F (n)e(n) 来稳定 (3.12), 其中

C = (1, 0TM,1). 尽管系统中随机扰动一直存在, 使得完全的渐近收敛性 (即 limn→∞ E(n) = 0) 不可能
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达到, 然而, 一个适合的控制输入可以使得误差系统收敛到一个较小紧集内. 假定进行输出反馈控制

之后的闭环系统为

E(n+ 1) = (A(n) +B(n)F (n)C)E(n) + Ld(n). (3.13)

用 H(n) = A(n) +B(n)F (n)C 来表示闭环的状态转移矩阵. 对 e(n+ k), 我们有

E(n+ k) =

( k∏
l=0

H(n+ l)

)
E(n) +

k∑
l=1

( l∏
j=1

H(n+ j)

)
Ld(n+ j − 1). (3.14)

注意到 |d(n)| < D < ∞, 令 λmaxH 表示 H 特征值模的上确界. 如果对于任意的 n, H(n) 是压缩的,

即存在常数 h⋆ 使得 λmaxH(n) < h⋆ < 1, 则有

∥E(n+ k)∥ < hk
⋆∥E(n+ k)∥+

k∑
l=1

el⋆D = hk
⋆e(n) +D

1− hk+1
⋆

1− h⋆
. (3.15)

可以看到, 在适当的控制输入 ∆α(n) 下, 当 k → ∞ 时, e(n) 和 α(n)− α⋆ 会收敛到一个紧集中, 从而

意味着我们可以通过对 ∆α(n) 适当地设计得到在线学习算法和模型参数的估计. 此外, 如果 h⋆ 很小,

那么参数 w⋆ 的估计误差也会足够小, e(n) 的大小也不会超过噪声的上确界.

这里给出一些关于 RKHS 的性质的理论结果来进一步说明上述方法的合理性. 考虑子空间 Hs
K ,

给定紧集 B ⊂ Rd 和基向量 ϕ(ui), i = 1, . . . ,M , 其中 ui ∈ B, 对任意 u ∈ B, ϕ(u) ∈ HK 用 ϕ(ui) 的线

性组合来近似, 即

ϕ(u) =

M∑
i=1

c(i)ϕ(ui) + ϕres, (3.16)

其中 ϕres 表示残差向量, c = {c(i)}i=1,...,M 由如下 RKHS 中的线性回归得到:

c = min
c

∥∥∥∥ M∑
i=1

c(i)ϕ(ui)− ϕ(u)

∥∥∥∥2 = min
c

∥ϕres∥2. (3.17)

该回归也称为近似线性依赖 (approximate linear dependent, ALD). 残差分量的大小可以衡量 ϕ(u) 由

基向量表示的程度. 对于特征映射 ϕ 和 Hs
K 中的系数, 我们建立以下引理:

引理 3.1 特征映射 ϕ 是一个紧映射, 即 ϕ 可以把 Rd 中的有界集映射到 RKHS 中的相对紧集.

此外,对于给定的紧集 B ∈ Rd 和 ∀ δ > 0,存在有限的M 个基向量 ϕ(ui),其中 ui ∈ B, i = 1, 2, . . . ,M ,

使得对于任意的 ϕ(u) ∈ HK , u ∈ B, 残差向量的模满足如下近似线性相关条件:

∥ϕres∥2 = min
c

∥∥∥∥ m∑
j=1

c(j)ϕ(uj)− ϕ(u)

∥∥∥∥2 < δ. (3.18)

引理 3.2 假设 i ̸= j, ui ̸= uj . 如果不存在不全为 0 的向量 (b1, b2, . . . , bM ), 使得
∑M

j=1 bjϕ(uj)

= 0, 那么, 核矩阵 [K(ui, uj)]16i,j6M 是正定矩阵. 对任意 w ∈ Hs
K , 存在唯一的 c, 使得

w =

M∑
i=1

c(i)ϕ(ui),

这意味着如果存在 c1 和 c2, 使得 w =
∑M

i=1 c1(i)ϕ(ui) =
∑M

i=1 c2(i)ϕ(ui), 必有 c1 = c2.
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上述引理说明了, 如果合理选择了 ui (后文将指出 ui 的选择方法), ∥ϕres∥ 可以达到充分小. 这

意味着, 如果选择适当的基向量, 在给定的紧集上, 我们在有限维空间 Hs
K 中求取的最优解与在 HK

中求取的最优解, 它们的差距会非常小. 可以看出 Hs
K 与 RM 是同构的, 这意涵着, 在 HK 空间中的

无穷维误差动力学系统 (3.8) 与有限维误差动力学系统 (3.12) 是一一对应的, 因此, 用 (3.12) 来近似

地表达 (3.8), 并利用 (3.12) 来设计学习算法是完全合理的. 这两个引理进一步说明了我们方法的合

理性.

3.2 模型预测控制与在线自适应学习算法设计

模型预测控制 (model predictive control, MPC) [58,59] 是一种可靠的鲁棒最优控制策略, 它可以用

于高性能模型的过程控制系统的设计. MPC也可以被认为是基于在线优化的方法,即可以利用受控系

统模型来预测系统从当前状态开始, 沿着给定预测时间范围的状态演变.在 MPC控制中, 基本思想是

通过对一个系统状态和控制输入相关的二次型性能指标优化,得到一组给定未来时域上的控制输入来

对系统响应进行控制与预测. 一旦优化问题被计算解决, 这组时域上的控制序列中仅有第一个控制输

入被使用,其余的则被忽略.这个优化过程在下一个采样步骤中重复,从而逐步得到反馈控制镇定受控

系统. MPC也称为后退时域控制.本文利用 MPC技术,来设计系统 (3.12)输出反馈控制率,从而建立

有效的参数更新策略和核学习方法. 对于任意时刻 n, 我们构造基于 (3.12) 的虚拟时不变系统

En(t+ 1) = AnEn(t) +Bn∆αn(t) + Ldn(t), t = 1, 2, . . . , (3.19)

其中 An = A(n), Bn = B(n)与 (3.12)中的定义相同. ∆αn(t) = αn(t+1)−αn(t)为输出反馈控制序列,

且 ∆αn(1) = ∆α(n) = FnCEn(1), 其中 Fn 为待定的最优控制率. 上述系统的初始值为 En(1) = E(n),

dn(t) 和 Ldn(t) 是有界的随机扰动, 且有 dn(1) = d(n) 和 |dn(t)| 6 |d(n)| < ρ, t = 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . .

(3.19) 对应的名义系统为

En(t+ 1) = AnEn(t) +Bn∆αn(t), t = 1, 2, . . . (3.20)

根据上一小节的分析知, 通过控制名义系统 (3.20) 就能够控制 (3.19). 如果控制策略可以使 (3.20) 在

任意的时刻 n 压缩, 那么应用上述控制输入可以使得 (3.19) 中的未知且有界的干扰项被限制在一个

紧集中,且也使得 e(n)等状态变量收敛到一个较小的紧集中 [60,61]. 因此,我们只考虑通过名义系统的

镇定来得到学习方法. 应用 MPC 理论, 对于名义系统 (3.20), 在时域 N 上构造如下的最优控制指标:

V = min
∆αn(1),∆αn(2)...,∆αn(N)

N=∞∑
t=1

ET
n (t)QEn(t) + γ∆αT

n (t)R∆αn(t),

s.t. ∆αn(t) = FnCEn(t), En(t+ 1) = AnEn(t) +Bn∆αn(t), t = 1, 2, . . . ,

(3.21)

其中 Fn 由优化结果所决定, R 是由核 Gram 矩阵定义的正定矩阵. (3.21) 中等式的右边的第一项度

量了状态偏差, 第二项度量了控制输入大小, γ > 0 为加权参数, 用于衡量状态偏差和控制输入在指标

中的相对权重. 为了方便计算,设 Q为单位阵 I. 一旦得到了 (3.21)的解,我们仅使用第一个控制输入

∆αn(1) 来对模型进行更新, 即参数更新和学习策略由 ∆α(n) = ∆αn(1) 给出. 当下一个时刻 n+ 1 到

来、新的观测值进入学习时,通过再次求解更新的优化问题来得到 n+1时刻的控制率 Fn+1 (An 和 Bn

更新为 An+1 和 Bn+1). 随着时间的演进, 通过不断重复上述求解过程, 我们便可以根据所得到的控制

率来设计在线学习算法.
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定理 3.1 优化问题 (3.21) 的解可以由解如下的关于 Pn、Sn 和 Fn 的非线性矩阵方程而得到:
(An +BnFnC)TPn(An +BnFnC)− Pn +Q+ CTFT

n RFnC = 0,

(An +BnFnC)Sn(An +BnFnC)T − Sn + I = 0,

(R+BT
nPnBn)Fn(CSnC

T)−BT
nPnAnSnC

T = 0,

(3.22)

Fn = (R+BT
nPnBn)

−1BT
nPnAnSnC

T(CSnC
T)−1, 且对 α(n+ 1), 有

α(n+ 1) = α(n) + ∆αn(1) = α(n) + FnCEn(1) = α(n) + Fne(n). (3.23)

为求解 (3.22), 我们也有如下的数值算法

(1) 初始化: 令 j = 0, 用线性矩阵不等式方法 (linear matrix inequality, LMI) 得到 Fn(0), 使得

An −BnFn(0)C 渐近收敛.

(2) 第 j 步迭代: 通过解如下矩阵方程得到 Pn(j) 和 Sn(j):(An +BnFn(j)C)TPn(j)(An +BnFn(j)C)− Pn(j) +Q+ CTFT
n (j)RFn(j)C = 0,

(An +BnFn(j)C)Sn(j)(An +BnFn(j)C)T − Sn(j) + I = 0.
(3.24)

(3)更新 Fn(j). 令 Fn(j +1)⋆ = (R+BT
nPn(j)Bn)

−1BT
nPn(j)AnSn(j)C

T(CSn(j)C
T)−1, Fn(j +1)

= λFn(j) + (1− λ)Fn(j + 1)⋆, 其中 0 < λ < 1 且 An +BnFn(j + 1)C 是压缩的.

(4) 如果 Pn(j) 和 Pn(j + 1) 足够接近, 即 ∥Pn(j + 1)− Pn(j)∥ 小于一个给定的阈值, 那么停止迭

代, Fn = Fn(j + 1). 否则重复第 3 步.

上述定理既为误差动力学系统设计了输出反馈控制率的计算方式,也为学习问题提供了算法基础.

相应的计算可以通过使用 Matlab 中最优化工具箱来实现. 接着考虑基向量 BS = {ϕ(u1), ϕ(u2), . . .}
的选择. 借助于近似线性相关条件, 令 M0 为 BS 中向量数目的最大值. 假设在 n 时刻, 我们已经有了

参数估计 w(n) =
∑M

i=1 αi(n)ϕ(ui). 对于新进入的样本 (y(n+ 1), x(n+ 1)), 令

ζ(n) = min
c

∥∥∥∥ M∑
i=1

c(i)ϕ(ui)− ϕ(x(n+ 1))

∥∥∥∥2, (3.25)

ζ(n) 可以被展开为

ζ(n) = K(x(n+ 1), x(n+ 1))−KM (x(n+ 1))TK−1
M KM (x(n+ 1)), (3.26)

其中

KM (x(n+ 1)) = (K(u1, x(n+ 1)),K(u2, x(n+ 1)), . . . ,K(uM , x(n+ 1)))T

且 K−1
M = [K(ui, uj)]

−1
16i,j6M .

如果 ζ(n) 较大, 那么由 {ϕ(u1), ϕ(u2), . . . , ϕ(uM )} 张成的空间不能很好地线性表示 Φ(x(n + 1)),

这意味着该空间对目标函数的近似能力比 BS = {ϕ(u1), ϕ(u2), . . . , ϕ(uM )} ∪ {ϕ(x(n + 1))} 张成的空
间弱很多, 可能不足以精确地刻画系统的动力学性质. 如果 ζ(n) 非常小, 那么两个空间近似能力基

本相同, ϕ(x(n + 1)) 作为基向量会很冗余. 此外, 对于给定的足够小的常数 ν, 如果 ζ(n) < ν, 那

么在误差 ν 内, ϕ(x(n + 1)) 可以近似表示成基向量 {ϕ(ui)}1,...,M 的线性组合. 因此, 我们提出如下

的基向量在线选择策略. 如果 ζ(n) > ν 且 M < M0, 则将 ϕ(x(n + 1)) 加入到 BS 中, BS 更新为
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{ϕ(u1), ϕ(u2), . . . , ϕ(uM )} ∪ {ϕ(x(n + 1))}. 如果 ζ(n) < ν, 则 BS 保持不变. 基于这一策略, 选出的基

向量 ϕ(ui) 在 RKHS 中将不会出现完全的线性相关. 因此, 可以运用前述的引理, 以保证我们学习方

法的合理性. ν 是阈值参数, 它决定了基向量的个数和 HS
K 在 HK 中的稀疏性. 一个较小的 ν 可以使

学习模型有着更好的逼近性能, 但是也将提高模型计算复杂度, 一个较大的 ν 可以减小计算量, 但也

可能使得模型过于简单, 逼近能力有所下降. 这里还规定, 如果 ϕ(x(n + 1)) 加入到 BS 中, 我们便将

w(n) =
∑M

i=1 αi(n)ϕ(ui) 重写为 w(n) =
∑M

i=1 αi(n)ϕ(ui) + 0ϕ(uM+1), 其中 uM+1 = x(n + 1). 控制系

统变为

E(n+ 1) = A(n)E(n) +B(n)∆α(n) + Ld(n), (3.27)

其中

E(n) = (e(n), α(n))T, A(n) =

 1 ∆K̄(n)

0M+1,1 IM+1,M+1

 , B(n) = (K̄(n+ 1), IM+1,M+1)
T,

L = (1, 0TM+1,1)
T, K̄(n+1) = (K(u1, x(n+1)), . . . ,K(uM , x(n+1)),K(x(n+1), x(n+1))). α(n) = (α1(n),

α2(n), . . . , αM (n)) 重新写成 α(n) = (α1(n), α2(n), . . . , αM (n), 0), 并将根据未来时刻的控制输入进行

更新.

综上所述, 我们将新的在线学习算法梳理如下:

(1) 给定初始值, 基向量 BS = ∅, 阈值为 ν 和 M0.

(2) 对于 n = 1, 有初始值 α = 0, BS = {x(1)} 和 e(1) = −y(1).

(3) 当 n > 1 时刻, BS = {u1, u2, . . . , uM}, 并且由识别参数 w(n) =
∑M

i=1 αi(n)ϕ(ui), α(n) =

(α1(n), α2(n), . . . , αM (n)). 如果 ζ ̸= ν, 则 BS 保持不变, α(n) 根据 (3.23) 更新为 α(n + 1). 当 ζ > ν

且 M < M0 时, BS = {u1, u2, . . . , uM , uM+1}, 这时 α(n) 则通过求解基于 (3.27) 和 (3.23) 的最优化问

题更新为 α(n+ 1).

(4) 如果数据学习完毕, 则终止程序; 否则令 n = n+ 1 并重复第 3 步.

3.3 半参数模型的推广

我们的方法也可以用来解决半参数模型的在线学习问题. 对于给定的向量 x(n), 定义一个唯一的

向量划分 x(n) = (x1(n), x2(n)), x1 和 x2 分别表示构成回归模型线性和非线性部分的自变量集合. 假

设 x1(n) 是 M1 维向量, x2(n) 是 d1 维向量. 我们有数据流 (x(1), y(1)), (x(2), y(2)), . . . , (x(n), y(n)),

. . . , 半参数模型可表示为

y(n) = x1(n)β + f(x2(n)) + ϵ(n), (3.28)

其中 β 为线性部分的参数向量, f 为非线性部分. 对 f 和 β 而言, 假设存在理想的目标参数向量 β⋆

和 w⋆ ∈ HK , 使得

y(n) = x1(n)β
⋆ + ϕ(x2(n))w

⋆ + ε(n), (3.29)

对于每一个离散的时间点 n, 有如下学习模型:

ŷ(n) = x1(n)β(n) + ϕ(x2(n))w(n). (3.30)
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令 e(n) = ŷ(n) − y(n), ∆β(n) = β(n + 1) − β(n), ∆x1(n) = x1(n + 1) − x1(n) 和 ∆ϕ(x2(n)) = ϕ(x2(n

+1))− ϕ(x2(n)), 使用第 3.1 小节中相似的方法, 可以得到半参数模型的误差动力学系统

e(n+ 1) = e(n) + x1(n+ 1)∆β(n) + ϕ(x2(n+ 1))∆w(n) + d⋆(n), (3.31)

其中

d⋆(n) = ∆x1(n)(β(n)− β⋆) + ∆ϕ(x2(n))(w(n)− w⋆) + ε(n)− ε(n+ 1).

注意到 w(n+ 1)− w⋆ = w(n)− w⋆ +∆w(n) 和 β(n+ 1)− β⋆ = β(n)− β⋆ +∆β(n), 我们有
e(n+ 1)

β(n+ 1)− β⋆

w(n+ 1)− w⋆

 =


1 ∆x1(n) ∆ϕ(x2(n))

0 1 0

0 0 1

 ·


e(n)

β(n)− β⋆

w(n)− w⋆



+


x1(n+ 1) ϕ(x2(n+ 1))

1 0

0 1

 ·

 ∆β(n)

∆w(n)

+


d(n)

0

0

 , (3.32)

其中 d(n) = ε(n)− ε(n+1). 与 (3.9)中一样,非线性部分 f 可以由 HK 中的 M2 个基向量张成的线性

子空间近似得到, 基向量记为 ϕ(ui) (i = 1, . . . ,M2), 令 w(n) =
∑M2

i=1 αi(n)ϕ(ui), w
⋆ =

∑M2

i=1 α
⋆
i ϕ(ui),

β(n) = β(n)− β⋆, α(n) = (α1(n)−α⋆
1, . . . , αM2(n)−α⋆

M2
)T, 沿用与 (3.9)–(3.11)相同的数学表达式, 我

们有如下有限维误差系统:
e(n+ 1)

β(n+ 1)

α(n+ 1)

 =


1 ∆x1(n) ∆K(n)

0 IM1,M1 0

0 0 IM2,M2

 ·


e(n)

β(n)

α(n)



+


x1(n+ 1) K(n+ 1)

IM1,M1 0

0 IM2,M2

 ·

∆β(n)

∆α(n)

+


d(n)

0

0

 . (3.33)

以上误差动力学系统也可以被写成 (3.12) 的形式. 因此, 本文提出的方法可以被自然地用来解决半参

数模型的学习问题.

3.4 关于算法的一些讨论

本文首次将非线性动力学系统的学习问题转化为一组离散线性系统的模型预测最优控制问题,并

且通过重复的求解二次优化指标 (3.21)来得到控制率和学习算法. 一方面,尽管对于大多数系统而言,

一个足够大的系数依赖的 N 可以使得通过 (3.21) 得到的闭环系统是稳定的, 但仍然不能完全保证模

型预测控制在闭环工作中达到最优控制效果, 在一些特定的情形下闭环系统甚至可能更加不稳定. 如

果把 N 取为无穷大, 不仅可以完全解决控制效果和闭环系统的稳定性问题 [39, 62], 而且可以使得对于

任意的时刻 n, 指标 (3.21) 有着一致的形式, 这也大大简化了我们求解最优问题的计算. 另一方面, 容

易证实, 对于任意给定的 n, (An, Bn)能控,矩阵 C 行满秩, R 是正定矩阵, (
√
Q,A)是可测的. 在这些
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条件下, (3.21) 中解的存在性和相应闭环系统的稳定性可以通过文献 [39] 中关于 MPC 的一些经典结

果得到保证. 因而, 我们的方法是自适应收敛的, 不需要引入学习步长, 这也是新方法的一个优点.

在基于增量优化的学习方法 [31, 32,38] 中, 模型参数的更新方向很大程度上取决于性能指标函数.

当数据流中存在噪声影响时,性能指标函数便不再连续,这意味着估计参数所在的超平面不再平滑,如

果噪声具有异方差、序列相关或非稳态的性质, 就会使得超平面越发粗糙. 这会导致学习算法所依赖

的梯度不一定总能提供正确的参数更新方向, 从而会影响学习效果的鲁棒性和精确性. 本文提出的方

法通过控制输入使得误差动力学系统渐近稳定, 因而可以保证在任意性质的噪声扰动下, 估计模型的

参数在学习的每一步中都沿着正确的方向更新, 且使得估计的误差收敛到一个较小的有界域, 这大大

提高了在线学习的速度、适应性和鲁棒性. 这也是新方法的另一个主要优点.

容易看到, 在 (3.21) 中, γ 越大, ∆α 越容易被控制和约束, 使得在出现离群值或较大的噪声的情

形下,模型对于动力系统保持相对较慢而稳定的跟踪,以达到良好的预测效果.在 γ 较小的情形下, ∆α

受到的限制相对较小,会带来较快的学习速度,但是这也可能会造成过拟合问题,且模型的泛化能力可

能也会降低. 因此, 可以认为权重参数 γ 与传统的核学习方法中的 Tihonov 正则化参数扮演着相似的

角色, 它不仅决定了模型复杂度和最小化近似误差之间的权衡, 而且控制了最终解的平滑程度. 因而,

新的方法依然保持了传统核学习方法的一些特点.

另外, 这里虽然仅使用了模型预测控制来得到学习算法, 但可以看到, 基于本文提出的误差动力

学系统 (3.12), 诸如 H∞ 反馈控制、比例 - 积分 - 微分控制 (PID) 和时间最优控制等一些经典的控制

方法也可以用于镇定系统 (3.12), 从而可能得到一些新的有效的鲁棒学习算法. 这些有趣的内容我们

也会在未来的研究中逐一展开.

4 数值例子及比较

本节用数值例子说明我们提出的基于鲁棒最优控制核学习方法 (robust optimal control based ker-

nel learning method, ROCKL) 的有效性, 并将 ROCKL 与一些经典的核学习算法进行了对比.

4.1 带有非 Gauss 且序列相关随机扰动的非线性动力学系统

研究如下的随机动力学系统 [30, 63]:

y(t) =
y(t− 1)y(t− 2)y(t− 3)(y(t− 2)− 2)u(t− 1) + u(t)

1 + 5y(t− 3)2
+ ε(t),

u(k) = sin

(
πt

125

)
, 4 6 t 6 1000,

y(t) =
y(t− 1)y(t− 2)y(t− 3)(y(t− 3)− 1)u(t− 1) + u(t)

1 + y(t− 2)2 + y(t− 3)2
+ ε(t),

u(k) =
2

5
sin

(
πt

125

)
+

3

5
sin

(
πt

25

)
, 1001 6 t 6 2000,

(4.1)

y(1) = 0.5, y(2) = 0.55, y(3) = 0.6. 令 B 为滞后算子. 噪声项 ε(t) 非 Gauss 且序列相关, ε(t) = 0.1(1

− 0.6B)−1(ε1(t) + ε2(t)), 其中 ε1(t) ∼ N(0, 1), ε2(t) 在 [−0.5, 0.5] 上服从均匀分布. 上述动力学系统在

时刻 t = 1,000 发生突变. 我们生成 2,000 个数据, 如图 1(a) 所示. 在本例中, 学习模型的输入向量

由 u(t) 和 y(t) 以及它们的滞后项组成, 即 x(t) = [y(t − 1), y(t − 2), y(t − 3), u(t)]. 我们将用 ROCKL

算法得到的结果与用经典算法核最小均方二乘方法 KLMS [31,32]、核递归最小二乘方法 KRLS (kernel
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recursive least square) [29] 和移动窗框最小二乘支持向量机 (moving window least square support vector

machine, MW-LSSVM) 得到的结果进行对比, 以说明新方法的优势. 在每一个算法中, 我们使用具有

相同带宽 σ 的 Gauss 核函数 K(xi, xj) = exp(−∥xi − xj∥22/σ2), 以得到一致可比的结果.

图 1(b)给出了当 σ = 0.2、γ = 0.05 ((3.21)中的控制参数)和 ν = 0.5 (ALD阈值参数)时 ROCKL

的输出结果, ROCKL最后选择了 19个样本作为基向量 (1, 2, 3, 4, 5, 7, 22, 26, 29, 56, 59, 87, 129, 136, 152,

185, 1055, 1166, 1179). 可以看到尽管系统遭遇了突变, ROCKL 仍然可以很好地学习并预测系统的状

态. 图 2(a) 给出了 ROCKL 的预测误差. MW-LSSVM 的预测误差如图 2(b) 所示, 其中正则化参数

为 0.01, 支持向量的个数为 N⋆ = 10. KLMS 和 KRLS 的预测误差分别如图 3(a) 和 3(b) 所示, 其中

KLMS 的学习步长 η 为 0.1, 另外, MSE (mean square error, 均方误差) 定义为

MSE =

√√√√ 1

1970

2000∑
t=31

(ŷ(t)− y(t))2,

其中 y(t) 的预测值记为 ŷ(t), 去掉前 30 个误差数据以排除瞬时响应的影响, 表 1 给出了不同参数下

应用不同方法学习所得到的 MSE.可以看到, 虽然不同的核学习参数的选择会对预测结果造成一定的
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图 1 系统 (4.1) 输出数据与鲁棒最优控制核学习方法预测输出. (a) 系统 (4.1) 模拟输出; (b) 鲁棒最优控制核学

习方法预测输出
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图 2 鲁棒最优控制核学习方法与移动窗框最小二乘支持向量机的预测误差. (a) 鲁棒最优控制核学习方法预测误差;

(b) 移动窗框最小二乘支持向量机预测误差
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图 3 核最小均方二乘方法与核递归最小二乘方法的预测误差. (a) 核最小均方二乘方法预测误差; (b) 核递归最小

二乘方法预测误差

表 1 不同参数的学习结果

方法 σ γ ν η N⋆ MSE

ROCKL 0.1 0.05 0.5 0.0473

MW-LSSVM 0.1 0.05 10 0.0747

KLMS 0.1 0.10 0.0778

KRLS 0.1 0.5 0.0789

ROCKL 0.2 0.10 0.5 0.0419

MW-LSSVM 0.2 0.10 10 0.0869

KLMS 0.2 0.15 0.0631

KRLS 0.2 0.5 0.0764

ROCKL 0.3 0.20 0.5 0.0510

MW-LSSVM 0.3 0.20 10 0.0893

KLMS 0.3 0.20 0.20 0.0814

KRLS 0.3 0.5 0.0721

影响, 但是, 当参数值限制在某一个合理范围内时, 并且当选择相同的核参数 σ 时, ROCKL 相较于

KLMS、KRLS 和 MW-LSSVM, 在预测精度、收敛速度和适应性这三个方面都有着更好的表现. 这也

意味着新的方法在不同的再生核空间中都可以更好地对动力学系统进行学习,并且在复杂的噪声环境

下表现出更佳的鲁棒性.

4.2 带有异质性随机扰动的非线性动力学系统

研究如下的非线性系统 [56]:
y(t) = sin(y(t− 1)) + 0.02 log(|y(t− 1)|)ε(t), 2 6 t 6 200,

y(t) =
1.8

1 + y(t− 1)2
+ 0.01|y(t− 1)|ε(t), 201 6 t 6 400,

(4.2)

其中

ε(t) ∼ N(0, 1), y(1) = 0.5.
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(4.2) 生成 400 个时间序列观测数据, 其如图 4(a) 所示. 系统的动力学性质在时刻 t = 200 有一个突

变. 在本例中, 输入变量为 y(t− 1), 我们仍然使用 Gauss 核来对系统建模. 当核参数 σ = 0.3、γ = 0.1

和 ν = 0.5 时, ROCKL 的预测输出和误差分别如图 4(b) 和 5(a) 所示, 并且有 MSE = 0.0742. 图 5(b)

给出了 MW-LSSVM的预测误差,其中正则化参数设为 0.1,支持向量的个数 N⋆ = 2. KLMS和 KRLS

的误差分别由图 6(a) 和 6(b) 给出, 其中 KLMS 的学习步长 η 设为 0.05. 结果表明, 相比其他的方法,

ROCKL 可以更快地收敛, 并且预测误差也更小, 学习效果更好.
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图 4 系统 (4.2) 输出数据与鲁棒最优控制核学习方法预测输出. (a) 系统 (4.2) 的模拟输出; (b) 鲁棒最优控制核学

习方法预测输出

(a) (b)

 (
M

W
-L

S
S
V

M
)

 (
R

O
C

K
L
)

0 50 100 150 200 250 300 350 4000 50 100 150 200 250 300 350 400

−1.5

−1.0

−0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0

−2.0

−1.5

−1.0

−0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0

−2.0

图 5 系统 (4.2) 鲁棒最优控制核学习方法与移动窗框最小二乘支持向量机的预测误差. (a) 鲁棒最优控制核学习方

法预测误差; (b) 移动窗框最小二乘支持向量机预测误差

 (
K

R
L
S
)

 (
K

L
M

S
)

0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400

(a) (b)

−1.5

−1.0

−0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0

−2.0

−1.5

−1.0

−0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0

−2.0

图 6 系统 (4.2) 核最小均方二乘方法与核递归最小二乘方法的预测误差. (a) 核最小均方二乘方法预测误差; (b)

核递归最小二乘方法预测误差

1195



宁瀚文等: 基于鲁棒最优控制的在线机器学习方法

4.3 实际数据分析

本节将所提的方法用于 Box-Jenkins 反应炉二氧化碳浓度时间序列数据的建模中 [64]. 数据可以

从 http://support.sas.com/ 上获得. 我们有数据集 (u(t), y(t)), t = 1, 2, . . . , 296, y(t) 和 u(t) 分别为反

应炉中二氧化碳浓度与天然气气流速度的测量数据, 并分别如图 7(a) 和 7(b) 所示. 令

x(t) = (y(t− 1), y(t− 2), y(t− 3), u(t− 1), u(t− 2), u(t− 3))

为输入变量, y(t)为输出变量. 我们使用 Gauss核来对时间序列进行建模,当核参数 σ = 20、γ = 0.1和

ν = 0.2时, ROCKL的预测输出和误差,以及在线约减最小二乘支持向量回归方法 OR-LSSVR (online

reduced least square support vector regression) [27] 的预测输出和误差分别由图 8 和 9 所示. 显然, 在

这个实际数据的例子中, 与 OR-LSSVR 相比, ROCKL 学习效果也更好.
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图 7 气体浓度与速度的测量数据. (a) 二氧化碳浓度时间序列数据; (b) 气流速度时间序列数据
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图 8 鲁棒最优控制核学习方法预测输出与预测误差. (a) 鲁棒最优控制核学习方法预测输出; (b) 鲁棒最优控制核

学习方法预测误差
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图 9 在线约减最小二乘支持向量回归方法预测输出与预测误差. (a) 在线约减最小二乘支持向量回归方法预测输出;

(b) 在线约减最小二乘支持向量回归方法预测误差

4.4 关于算法的进一步讨论

核学习方法中核参数 (带宽参数 σ)的选择对学习效果有着较大的影响.一般来讲,一个小的 σ 对

应比较复杂的模型, 在学习非线性性比较强的系统时表现比较好. 一个大的 σ 对应比较平滑的模型,

在学习线性特征占主导的系统时表现较好. 在离线学习中, 最常用且有效的带宽选择策略是交叉验证

法, 其基本思想是, 在一定意义下将样本数据集进行分组, 一部分做为训练集, 另一部分做为验证集.

首先用训练集建立估计模型,再利用验证集来测试估计模型,以此来设计评价带宽参数的性能指标.通

常来说, 使得验证误差最小的带宽值被认为是最优的. 然而, 在线学习中, 系统的潜在规律可能是时变

的, 有效的样本集合难以确定, 而且估计模型需要对系统变化和不断到来的新数据进行及时响应, 因

而交叉验证方法并不能被平行地推广过来. 在绝大部分关于在线学习的文献中, 参数依然是被经验性

或者启发式的选取, 核参数的适应性计算方法依然是一个公开问题 [30, 65]. 最近的一个研究思路是将

σ 视作学习模型中的一个非线性的回归系数, 然后应用梯度方法对它进行更新, 但其依然没有解决学

习步长的设置, 以及对噪声的鲁棒性问题 [65]. 在我们未来的研究中, 基于本文提出的思路, 我们将核

参数的更新 ∆σ 看作误差动力学系统的非线性控制项,应用非线性系统鲁棒最优控制技术去尝试解决

这个问题. 另外, 我们也对新方法的计算复杂度做一个简要的分析. ROCKL 的计算量主要来自求解与

优化问题 (3.21) 相应的矩阵方程 (3.22). 如果通过本文所示的迭代法算法解 Riccati 方程组 (3.22), 在

每个时刻 n, 其计算复杂度是 L0o((M + 1)3) [39, 40], 其中 M 为基向量集合 Bs 中元素的个数, L0 是一

个与阈值有关但是与 M 独立的常数. KRLS、MW-LSSVM 和 OR-LSSVR [64] 的计算复杂度不会超过

o((M)2). 虽然与这些常用的核学习算法相比, 新方法的复杂度有所增加, 但对于给定的动力学系统是

存在上界的, 因而, ROCKL 是适合在线学习的.

5 结论

本文提出了一个基于鲁棒最优控制的在线核学习方法,并将其用于解决非线性随机动力学系统在

线建模问题. 与现有的方法相比, 新的方法收敛更快, 可以更好地实现对动力学系统的自适应学习, 而

且对噪声数据更加鲁棒,同时并不需要引入任何复杂的样本选择策略.此外,本文首次从最优控制的角

度来研究动力学系统的建模问题, 这也为学习理论的研究和算法的开发提供了一些新的思路.
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6 定理的证明

6.1 引理 3.1 的证明

令 B 为紧集 B ⊂ Rd 的凸包, Φ 为特征映射. 易知 B 是有界的. 如果集合 {Φ(s) : s ∈ B} 也是一
个紧集,我们需要证明对 ∀ ϵ⋆ > 0,存在有限个子覆盖,使得这些子覆盖的并集可以覆盖 {Φ(s) : s ∈ B}.
因为 Mercer 核函数 K(s, t) 连续且足够光滑, K(s, t) 与它的偏导 ∂K(s,t)

∂t 和 ∂K(s,t)
∂s 在 B 和 B 上一致

有界, 这意味着存在一个常数 CB 使得

K(s, t) < CB ,
∂K(s, t)

∂s
< CB ,

∂K(s, t)

∂t
< CB , ∀ s, t ∈ B. (6.1)

对于任意的 x0, y0 ∈ B, 由中值定理, 有

∥Φ(x0)− Φ(y0)∥2 =
∂K(x0, y

⋆
0)

∂t
(x0 − y0)−

∂K(x⋆
0, y0)

∂s
(x0 − y0) 6 2CB∥x0 − y0∥, (6.2)

这说明 ∥Φ(x0) − Φ(y0)∥ 6
√
2CB∥x0 − y0∥, 其中 x⋆

0 和 y⋆0 属于 B. Φ 可以被视为一个等度连续映

射. 因为 B 是有界紧集, 那么对于 ∀ ϵ⋆ > 0 和正的常数 ϵ2⋆/(2CB), Rd 中存在有限个子覆盖球 Bi

= {x : ∥x− vi∥ < ϵ2/(2CB)}, i = 1, 2, . . . ,MB 使得 B ⊂
∪

16i6MB
Bi, 其中 vi 是这些子覆盖的中心.

此外, 可以看到 {Φ(s) : s ∈ B} ⊂
∪

16i6MB
{Φ(s) : s ∈ Bi}, 并且对于每一个 {Φ(s) : s ∈ Bi},

∀Φ(x) ∈ {Φ(s) : s ∈ Bi}, Φ(vi) ∈ {Φ(s) : s ∈ Bi}, 我们有

∥Φ(x)− Φ(vi)∥ 6
√
2CB∥x− vi∥ 6

√
2CBϵ2⋆
2CB

= ϵ⋆. (6.3)

因此, 可以得到结论, 对于给定的 ∀ ϵ⋆ > 0, 存在一个有限的 ϵ⋆ 网
∪

16i6MB
{Φ(s) : s ∈ Bi}, 使得

{Φ(s) : s ∈ B}. 故 {Φ(s) : s ∈ B} 是一个紧集, Φ 为一个紧算子. 此外, 令 M = MB , ui = vi, 该定理的

剩余部分也可以自然得到保证. 证毕.

6.2 引理 3.2 的证明

将核 Gram矩阵 [K(ui, uj)]16i,j6M 记为 Ω, RKHS中的 (ϕ(u1), ϕ(u2), . . . , ϕ(uM ))记为 ΦM . 对任

意非零向量 b = (b1, b2, . . . , bM ), 有

bΩb
T
= bΦT

MΦMb
T
=

⟨ M∑
i=1

biϕ(ui),

M∑
i=1

biϕ(ui)

⟩
=

∥∥∥∥ M∑
i=1

biϕ(ui)

∥∥∥∥2. (6.4)

因为不存在非零向量 (b1, b2, . . . , bM ) 使得
∑M

j=1 bjϕ(uj) = 0, 那么 bΩb
T
> 0, 这说明 Ω 为正定矩阵.

此外, 如果存在不同的 c1 和 c2, 使得

M∑
i=1

c1(i)ϕ(ui) =
M∑
i=1

c2(i)ϕ(ui),

令 c⋆ = c1 − c2, 且 c⋆ 为非零向量, 则有
∑M

i=1 c
⋆
iϕ(ui) = 0. 这与引理中的假设矛盾. 证毕.
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6.3 定理 3.1 的证明

假设在时刻 n, 由求解 (3.21) 得到的闭环系统为

En(t+ 1) = (An +BnFnC)En(t). (6.5)

性能指标可以表示成包含反馈控制率矩阵 Fn 的形式

V =
N=∞∑
t=1

ET
n (t)(Q+ γCTFnRFnC)En(t). (6.6)

通过 Lyapunov方法,可以将动力学系统的镇定问题转为一个等价形式. 设存在一个对称正定矩阵 Pn,

使得

ET
n (t+ 1)PnEn(t+ 1)− ET

n (t)PnEn(t) = −ET
n (t)(Q+ γCTFnRFnC)En(t), (6.7)

那么, (6.6) 可以写成

V =
N=∞∑
t=1

ET
n (t)PnEn(t)− ET

n (t+ 1)PnEn(t+ 1)

= ET
n (1)PnEn(1)− lim

t→∞
ET

n (t)PnEn(t). (6.8)

假设闭环系统渐近稳定, 那么随着 t 增加, En(t) 渐近收敛到 0, 因此, V = ET
n (1)PnEn(1). 在另一方

面, 通过 (6.5) 和 (6.7), 可得

ET
n (t+ 1)PnEn(t+ 1)− ET

n (t)PnEn(t) = −En(t)
T(Q+ γCTFnRFnC)En(t), (6.9)

由于必须满足所有的初始值, 这意味着

(An +BnFnC)TPn(An +BnFnC)− Pn +Q+ γCTFnRFnC = 0. (6.10)

上式可以被用于计算反馈矩阵 Fn. 性能指标也可以由以下迹的形式给出:

V =
1

2
tr(PnEn), (6.11)

其中系统矩阵 En ≡ En(1)E
T
n (1). 显然, 计算 ∆α(n) 的输出反馈控制问题等价于选择 Fn 用以最小

化 (6.6) 的优化问题, 其中 (6.11) 受到含 Pn 的辅助矩阵 (6.10) 的约束. 使用 Lagrange 乘数法求解这

个问题, 将约束增加到性能指标上, 定义如下 Hamilton 函数:

Ln = tr(PnEn) + tr[((An +BnFnC)TPn(An +BnFnC)− Pn +Q+ γCTFnRFnC)Sn], (6.12)

其中 Sn 为待计算的 Lagrange 乘数系统矩阵. 令 Ln 对所有自变量 Pn、Sn 和 Fn 的偏导均为零, 含

有 Fn 的优化问题的解可以由下式给出:

∂Ln

∂Sn
= (An +BnFnC)TPn(An +BnFnC)− Pn +Q+ γCTFnRFnC = 0,

∂Ln

∂Pn
= (An +BnFnC)Sn(An +BnFnC)T − Sn + En = 0,
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∂Ln

∂Fn
= (R+BT

nPnBn)Fn(CSnC
T)−BT

nPnAnSnC
T = 0.

可以求解得到 Fn = (R +BT
nPnBn)

−1BT
nPnAnSnC

T(CSnC
T)−1. En 的存在使得优化问题的解依赖系

统的初始状态. 这种依赖性是输出反馈控制的典型特征. 文献 [39, 58] 建议, 在每个时刻 n 中假定 En

均匀地分布在单位球面上, 从而减轻优化问题对初始值的依赖性, 即设 En = I. 这是一个合理的假设,

因为我们试图控制并驱动误差动力学系统, 它可以由任意的非零初始状态逐步收敛到原点.

此外,容易证实,矩阵 C 行满秩,控制权重矩阵 R正定, (I, An)可检测. 利用文献 [39,58,59]中的

结论,定理提出的算法可以最小化性能指标,并得到一个稳定闭环系统的输出反馈控制矩阵 Fn. 证毕.

致谢 作者感谢审稿人提出的宝贵建议.
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An adaptive online machine learning method based on a robust
optimal control approach

Hanwen Ning & Zhanfeng Li

Abstract Reproducing kernel Hilbert space (RKHS) based models are promising ones for image processing,
function approximation, pattern recognition, data mining problems and also have shown their effectiveness in the
system identification of nonlinear stochastic dynamical systems. In this paper, a novel control approach to the
online learning (regression) problems of RKHS based models is studied in order to develop efficient algorithms with
real time and adaptive parameter updates. To this aim, the learning problem for stochastic dynamical systems is
reasonably translated into an output feedback control problem for discrete time varying linear dynamical systems
with bounded random disturbances by some established new results for RKHS, and an adaptive robust control
algorithm is therefore developed for the learning problem using the robust optimal model predictive control
techniques. Compared with the existing online kernel learning methods, the proposed one can realize real time
model parameter update without introducing any data window principle, pruning technique, adjusting of learning
steps and any assumptions on random noise to achieve accurate online modeling performance for stochastic
dynamics with abrupt changes, and meanwhile guarantee the fast and robust convergence. Moreover, this study
could be the first attempt to use a kernel method to tackle the online learning problems from the perspective
of robust optimal control theory. And under the proposed learning framework, existing well established control
techniques can be potentially utilized to develop new robust learning methods, resultantly some novel insight for
kernel learning theory is provided as well. Theoretical analysis, numeral examples and comparisons are also given
to demonstrate our results.

Keywords statistical learning, online learning, reproducing kernel Hilbert space, stochastic dynamical

systems, robust optimal control, model predictive control
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