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摘要 本文在齐型空间 (X, d, µ)上建立与经典二进平方函数相联系的指数平方类的三个等价刻画,即

指数平方可积性、好 λ不等式及二进平方函数的 Lp下界最佳估计.该工作推广了著名的 Rn上 Chang-

Wilson-Wolff 定理. 作为应用, 本文建立了非负 Ricci 曲率 Riemann 流形上与 Laplace-Beltrami 算子

相联系的平方函数的 Lp 下界最佳估计.
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1 引言与主要结果

设 0 < α <∞, Euclid 空间 Rn 上经典的平方函数 (Lusin 面积积分) Sα(f) 定义为

Sα(f)(x) =

(∫∫
|x−y|<αt

|ψt ∗ f(y)|2t−1−n dydt

)1/2

, (1.1)

其中 ψt(x) := t∇xpt(x) 是向量值函数,

pt(x) = cn
t

(|x|2 + t2)(n+1)/2

为经典 Poisson核.著名的 Chang-Wilson-Wolff定理 (参见文献 [1,定理 3.2])表明,当 Sα(f) ∈ L∞(Rn)
时, 函数 f 满足

sup
Q

1

|Q|

∫
Q

exp

(
c

|f − fQ|2

∥Sαf∥2L∞(Rn)

)
dx < C, (1.2)
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其中 Q 表示 Rn 中的方体, fQ = 1
|Q|

∫
Q
fdx, c 与 C 是仅依赖于维数 n 和辐角 α 的常数. 称满足 (1.2)

的函数 f 属于指数平方类 (exponential square class). Chang-Wilson-Wolff 的结果有众多重要应用, 例

如, Fefferman 和 Pipher [2] 关于奇异积分如 Hilbert 变换的 Lp 上界估计; 经典 Lusin 面积函数的 Lp

下界估计 [3, 4]; 乘子的极大函数的 Lp 上界估计 [5].

在 Chang-Wilson-Wolff [1] 的文章中, Rn 的几何结构在 (1.2) 的证明中起到了关键的作用. 一个自

然的问题是, 能否在齐型空间 (X, d, µ) 上建立与 (1.2) 类似的结论? 本文对该问题给出了一个肯定的

回答. 进一步,我们在齐型空间 (X, d, µ)上建立与经典二进平方函数相联系的指数平方类的等价刻画:

指数平方可积性、好 λ 不等式和二进平方函数的 Lp 下界最佳估计.

首先回忆齐型空间和二进平方函数的定义. 令 (X, d) 是拟度量空间, 即 d : X ×X → [0,∞) 满足:

(i) d(x, y) = d(y, x) > 0, ∀x, y ∈ X; (ii) d(x, y) = 0 当且仅当 x = y; (iii) 对任意的 x, y, z ∈ X, 有

d(x, y) 6 A0(d(x, z) + d(z, y)), (1.3)

其中常数 A0 > 1. 令 µ 是 X 上非负双倍 Borel 测度: 存在常数 Cµ 使得对任意 x ∈ X 和 r > 0, 有

0 < V (x, 2r) 6 CµV (x, r) <∞, (1.4)

其中 B(x, r) := {y ∈ X : d(x, y) < r},且 V (x, r) := µ(B(x, r)). 由 (1.4)知,存在依赖 Cµ的常数 C 和 n,

使得对任意的 λ > 1 和 x ∈ X, 有

0 < V (x, λr) 6 CλnV (x, r) <∞. (1.5)

称配备非负双倍 Borel测度 µ的拟度量空间 (X, d)为 Coifman-Weiss意义下的齐型空间 [6]. 下文总是

令 A0、Cµ 和 n 分别为 (1.3)–(1.5) 中的常数.

令 D =
∪
k∈Z Dk 是 (X, d, µ) 上的二进方体族 [7], 则其满足如下性质:

(i) 对任意的 k ∈ Z, 有 X =
∪
Q∈Dk

Q, 且对每个 Q ∈ Dk, 有 c1δ
k 6 diam (Q) 6 C1δ

k, 其中

δ ∈ (0, 1), c1 和 C1 是不依赖于 k 和 Q 的固定参数.

(ii) 对任意的 k ∈ Z 和 Q ∈ Dk, 记 Ch(Q) = {P ∈ Dk+1 : P ⊂ Q}, 则 Q =
∪
P∈Ch(Q) P .

令 f ∈ L1
loc(X, dµ), 经典二进平方函数 Sd(f) 定义为

Sd (f)(x) :=

( ∑
Q∋x,Q∈D

∥aQ(f)∥2L2(X)

µ(Q)

)1/2

,

其中

aQ(f)(x) :=
∑

P∈Ch(Q)

(fP − fQ)χP (x),

χP 表示 P 上的特征函数. 下文中, 当 µ(X) <∞ 时, 记 fX := µ(X)−1
∫
X
fdµ; 否则记 fX := 0.

本文的第一个结果如下.

定理 A (与二进平方函数相联系的指数平方类的等价刻画) 令 (X, d, µ) 是一个齐型空间, A0

和 Cµ 分别是 (1.3) 和 (1.4) 中的常数. 对任意的 f ∈ L1
loc(X, dµ), 下述性质成立且相互等价:

(i) (指数平方可积性) 若 0 ̸= ∥Sd(f)∥L∞(X) < ∞, 则存在不依赖于 f 的常数 β1 = β1(A0, Cµ)

和 C2, 使得

sup
Q∈D

1

µ(Q)

∫
Q

exp

(
β1

|f(x)− fQ|2

∥Sd(f)∥2L∞(X)

)
dµ(x) 6 C2. (1.6)
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(ii) (好 λ 不等式) 存在不依赖于 f 的常数 C3 = C3(A0, Cµ)、C4 = C4(A0, Cµ) 和充分小的

γ1 = γ1(A0, Cµ), 使得

µ({x ∈ X : (f − fX)∗(x) > 2λ, Sd(f)(x) 6 γ1λ})

6 C3 exp

(
− C4

γ21

)
µ({x ∈ X : (f − fX)∗(x) > λ}), ∀λ > 0, (1.7)

其中 f∗(x) = supP∋x,P∈D |fP | 是 f 的二进极大函数.

(iii) (二进平方函数的 Lp 下界最佳估计) 存在不依赖于 f 的常数 C5 = C5(A0, Cµ), 使得

∥f − fX∥Lp(X,dµ) 6 C5p
1/2∥Sd(f)∥Lp(X,dµ), p→ ∞. (1.8)

定理 A 证明的关键是利用齐型空间上的 Haar 基理论 [8]. 本文第 3 节先运用 Haar 函数的性

质来证明定理 A(i); 再利用二进方体族的结构与性质来刻画定理 A(i) 与 A(ii) 的等价性; 最后使用

Fefferman-Pipher 的方法 [2] 和 Stirling 公式来论证定理 A(i) 与 A(iii) 是等价的.

利用定理 A,我们研究 Riemann流形上与 Laplace-Beltrami算子相联系的平方函数. 具体地,令M

是完备非紧且连通的 Riemann 流形, 记 µ 和 ∇ 分别是 M 上的测度和梯度. 假设 M 满足测度双倍条

件 (1.4)且 µ(M) = ∞. 记 | · |为切空间上的模, 定义 Laplace-Beltrami算子 ∆为 L2(M,dµ)上的自伴

算子:

(∆f, f) = ∥|∇f |∥2L2(X,dµ).

记热半群 e−t∆ 对应的核为 pt(x, y), t > 0, x, y ∈M . 假设热核满足 Gauss 上界:

pt(x, y) 6
C

V (y,
√
t)

exp

(
− c

d2(x, y)

t

)
, ∀ t > 0, x, y ∈M, (1.9)

且有如下梯度估计:

|∇pt(x, y)| 6 C
C√

tV (x,
√
t)

exp

(
− c

d2(x, y)

t

)
, ∀ t > 0, x, y ∈M. (1.10)

注意到满足上述条件 (1.4)、(1.9)和 (1.10)的流形总是存在的,如 Ricci曲率非负的完备非紧 Riemann

流形, 参见文献 [9, 10]. 定义与算子 ∆ 相联系的平方函数 S∆,α(f) 为

S∆,α(f)(x) :=

(∫ ∞

0

∫
d(y,x)<αt

|t2∆e−t
√
∆f(y)|2 dµ(y)

V (x, t)

dt

t

)1/2

, α > 0. (1.11)

一个已知的事实是,由于热核 pt(x, y)满足 Gauss上界 (1.9),因此,对任意的 1 < p <∞和 α > 0,平方

函数 S∆,α 是 Lp 有界的,且 ∥S∆,α(f)∥p 6 Cp1/2∥f∥p,参见文献 [11–13]. 自然地,我们关心 S∆,α 的 Lp

下界有界性对 p 的依赖关系如何? 我们有如下结果.

定理 B 令 M 是完备非紧且连通的 Riemann流形,其测度 µ满足双倍性质 (1.4),且 M 上的热

核 pt(x, y) 满足 Gauss 上界 (1.9) 和梯度估计 (1.10), 则存在正常数 C = C(Cµ, α) 使得

∥f∥Lp(M,dµ) 6 Cp1/2∥S∆,α(f)∥Lp(M,dµ), p→ ∞. (1.12)

2 预备知识

本节介绍齐型空间 (X, d, µ) 上的二进方体族和 Haar 基理论. 需要指出的是, 这些理论在更一般

的空间上也成立, 参见文献 [7, 8]. 为与后文论证保持一致, 本节总限制在齐型空间的框架下来叙述.
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2.1 齐型空间上的二进方体族

我们先回顾二进方体族的结构与性质.

定理 2.1 (参见文献 [7, 定理 2.2]) 假设常数 0 < c0 6 C0 <∞ 和 δ ∈ (0, 1) 满足

12A3
0C0δ 6 c0,

其中 A0 是 (1.3) 中的常数. 给定点集 {zkβ}, β ∈ Jk, 且对任意的 k ∈ Z, 满足

d(zkβ1
, zkβ2

) > c0δ
k (β1 ̸= β2), min

β
d(x, zkβ) < C0δ

k, ∀x ∈ X,

则可以构造 Borel 集 Qkβ ⊂ X, 使得

(i) 若 ℓ > k, 则 Qℓβ2
⊆ Qkβ1

或 Qkβ1
∩Qℓβ2

= ∅;
(ii) X =

∪
β∈Jk

Qkβ , ∀ k ∈ Z;
(iii) B(zkβ , c1δ

k) ⊂ Qkβ ⊂ B(zkβ , C1δ
k), 其中 c1 := (3A2

0)
−1c0, C1 := 2A0C0;

(iv) 若 ℓ > k 且 Qℓβ2
⊆ Qkβ1

, 则 B(zℓβ2
, C1δ

ℓ) ⊂ B(zkβ1
, C1δ

k).

称 Qkβ 是以 zkβ 为中心、ℓ(Q
k
β) := δk 为边长的第 k 代二进方体, 并称集合 {Qkβ}β, k 是 (与参数 c1、C1

和 δ 相关联的) 二进方体族.

为方便进一步讨论, 须要求参数 δ > 0 充分小, 本文与文献 [14, 第 2.2 小节] 一致, 总是固定

δ 6 10−3A−10
0 . 运用文献 [14, 第 2 节] 中的相关结论 (或参见文献 [7, 第 4 节]), 我们有如下结果.

定理 2.2 令 (X, d, µ) 为齐型空间并给定 δ 6 10−3A−10
0 .

(i) 存在二进方体族

D =
∪
k∈Z

Dk, Dk = {Qkβ : β ∈ Jk},

其对应的参数为 c1 = (3A0)
−1、C1 = (4A0)

2 和 δ, 且 Qkβ 的中心 xkβ 满足

d(xkβ1
, xkβ2

) > δk (β1 ̸= β2), min
β

d(x, xkβ) < 2A0δ
k, ∀x ∈ X.

(ii)存在相邻二进方体族 {Db : b = 1, 2, . . . , L},它们对应的参数均为 c1 = 6−1A−5
0 、C1 = 6A4

0 和 δ,

其中 L = L(A0, A1, δ) 是一个几何常数. 记 bQkβ ∈ Db 的中心为 bzkβ , 则有

d(bzkβ1
,b zkβ2

) > (2A0)
−1δk, min

α
d(x,b zkβ) < 4A2

0δ
k,

并且存在正常数 c = c(c1, C1, δ), 使得对每个球 B = B(x, rB) ⊂ X, 存在 b ∈ {1, 2, . . . , L} 和 bQ ∈ Db,

使得

B ⊂ bQ 且 diam(bQ) 6 c rB .

对任意的 ℓ > 0 和 Q ∈ Dk, 记

Ch(ℓ)(Q) = {P ⊂ Q : P ∈ Dk+ℓ}.

显然, Ch(0)(Q) = {Q}. 当 ℓ = 1 时, 我们略去上标 “(1)”, 即 Ch(Q) = Ch(1)(Q), 且称 Ch(Q) 中的每

个方体 P 是 Q 在 D 中的二进子方体. 同理, 对任意的 b ∈ {1, 2, . . . , L} 和 bQ ∈ Db, 我们可类似地定

义 Ch(ℓ)(bQ).
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2.2 齐型空间上 Haar 函数的构造与性质

令 D =
∪
k∈Z Dk, Dk = {Qkβ : β ∈ Jk} 为齐型空间 (X, d, µ) 上一组二进方体族, 如定理 2.2(i) 所

示. 对每个第 k 代二进方体 Q ∈ Dk, 令

MQ := #Ch(Q) = #{P ∈ Dk+1 : P ⊂ Q}

表示 Q的二进子方体的个数. 由定理 2.1(iii)和几何双倍性质知,存在一个几何常数M =M(A0, A1, δ),

使得对任意的 Q ∈ D , 有

1 6MQ 6M. (2.1)

进一步, 集合 Ch(Q) 中元素存在一个排序 {Q1, Q2, . . . , QMQ} 满足
MQ∑
k=j

µ(Qj) > [1− (j − 1)M−1
Q ]µ(Q), ∀ j = 1, 2, . . . ,MQ, (2.2)

参见文献 [8,引理 4.5]. 对任意 1 6 p 6 +∞,记 f ∈ Lp(X, dµ)的 Lp 模为 ∥f∥p,并记 ⟨·, ·⟩为 L2(X, dµ)

空间上的内积. 另外, 符号 A ≃ B 表示存在正常数 C, 使得 C−1A 6 B 6 CA.

下面介绍 Haar 函数的一些基本性质.

定理 2.3 (参见文献 [8, 定理 4.2]) 对每个 Q ∈ D , 令

hQ0 := µ(Q)−1/2χQ,

其中 χQ 表示 Q 上的特征函数. 对 u = 1, 2, . . . ,MQ − 1, 定义 Haar 函数

hQu :=

0, 若 µ(Qu) = 0,

auχQu − buχEu+1 , 若 µ(Qu) > 0,

其中

au :=
µ(Eu+1)

1/2

µ(Qu)1/2µ(Eu)1/2
, bu :=

µ(Qu)
1/2

µ(Eu)1/2µ(Eu+1)1/2
,

且 Eu = Eu(Q) :=
∪MQ

j=uQj , Qj ∈ Ch(Q) 并满足 (2.2). 上述函数 hQu : Q ∈ D (u = 1, 2, . . . ,MQ − 1) 满

足如下性质:

(i) hQu 是 X 上的 Borel 可测简单函数;

(ii) hQu 紧支撑于 Q;

(iii) hQu 在每个 R ∈ Ch(Q) 上是常数;

(iv)
∫
hQu dµ = 0, ∀u = 1, 2, . . . ,MQ − 1;

(v) ⟨hQu , h
Q
u′⟩ = 0, 其中 u ̸= u′, u′ ∈ {0, 1, . . . ,MQ − 1};

(vi)函数集 {hQu : u = 0, 1, . . . ,MQ− 1}是空间 V (Q)上的正交基,其中 V (Q)表示定义在 Q上且

在每个子方体 P ∈ Ch(Q) 上为常数的函数全体组成的集合;

(vii) 对每个 u = 1, 2, . . . ,MQ − 1, 若 hQu ̸≡ 0, 则

∥hQu ∥Lp(X,dµ) ≃ µ(Qu)
1/p−1/2, 当 1 6 p 6 ∞;

(viii) 对每个 u = 0, 1, 2, . . . ,MQ − 1, 有

∥hQu ∥L1(X,dµ) · ∥hQu ∥L∞(X,dµ) ≃ 1.
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下面回顾 Lp(X, dµ) 函数的 Haar 基表示.

定理 2.4 (参见文献 [8, 定理 4.1]) 令 (X, d, µ) 为齐型空间. 当 1 < p < ∞ 时, 对每个 f ∈
Lp(X, dµ), 有

f(x) = fX +
∑
Q∈D

MQ−1∑
u=1

⟨f, hQu ⟩hQu (x),

其中级数在 Lp 范数和几乎处处意义下收敛.

注 2.5 对每个 b ∈ {1, 2, . . . , L}, 当二进方体族 D 被替换成 Db 时, 对每个 bQ ∈ Db, 同样可定

义 Haar 函数 h
bQ
u , 且相应的定理 2.3 和 2.4 亦成立.

3 与二进平方函数相联系的指数平方类的三个等价刻画

本节仍令 (X, d, µ) 是 Coifman 与 Weiss 意义下的 (拟度量) 齐型空间, 记 A0、Cµ 和 n 分别

为 (1.3)–(1.5) 中的常数. 此外, 对 d 和 µ 不附加其他条件, 也不要求全空间 X 的测度是否有限.

固定参数 δ 6 10−3A−10
0 , 令 D =

∪
k∈Z Dk, Dk = {Qkβ}β∈Jk

是 X 上的二进方体族, 如定理 2.2(i)

所示, 且记 ℓ(Qkβ) := δk. 令 f ∈ L1
loc(X, dµ), 回顾 (与 D 相联系的) 经典二进平方函数为

Sd(f)(x) =

( ∑
Q∋x,Q∈D

∥aQ(f)∥2L2(X)

µ(Q)

)1/2

, (3.1)

其中鞅差 aQ(f)(x) =
∑
P∈Ch(Q)(fP − fQ)χP (x).

本节的主要内容是证明定理 A, 即在齐型空间上证明, 若 Sd(f) 有界, 则 f 属于指数平方类函数

空间, 并且给出该性质的等价刻画: 好 λ 不等式及平方函数的 Lp 下界最佳估计. 为论证方便, 考虑由

鞅差的 L∞ 范数定义的二进平方函数

S(f)(x) =

( ∑
Q∋x,Q∈D

∥aQ(f)∥2L∞(Q)

)1/2

. (3.2)

显然由定义知, Sd(f)(x) 6 S(f)(x), ∀x ∈ X. 另一方面, 对每个 Qkβ1
∈ D , 存在某个 Qk+1

β2
∈ Ch(Qkβ1

)

使得 ∥aQk
β1

(f)∥L∞ = aQk
β1

(f)(x), ∀x ∈ Qk+1
β2

. 因此, 结合 µ 的双倍性质和定理 2.2(i) 可知,

∥aQk
β1

(f)∥2
L2(Qk

β1
)

µ(Qkβ1
)

> ∥aQk
β1

(f)∥2L∞

µ(Qk+1
β2

)

µ(Qkβ1
)

> ∥aQk
β1

(f)∥2L∞

V (xk+1
β2

, (3A0)
−1δk+1)

V (xkβ1
, (4A0)2δk)

> C(A0, Cµ, δ) ∥aQk
β1

(f)∥2L∞ .

注意到参数 δ 已经固定, 故存在正常数 C6 = C6(A0, Cµ) < 1 使得

C6S(f)(x) 6 Sd(f)(x) 6 S(f)(x), ∀x ∈ X. (3.3)

因此, 为证明定理 A, 只需论证当平方函数 Sd(f) 被替换成 S(f) 时, 定理 A 仍成立即可.
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进一步, 一个重要的事实是对每个 Q ∈ D , 有

aQ(f)(x) =

MQ−1∑
u=1

⟨f, hQu ⟩hQu , (3.4)

参见文献 [8, (4.6)].

利用 (3.3) 和 (3.4), 定理 A 的证明结构安排如下. 我们先证明指数平方可积性 (1.6), 然后依次证

明 (1.6) 与好 λ 不等式 (1.7) 和二进平方函数的 Lp 下界最佳估计 (1.8) 分别等价. 证明的关键是利用

Haar 函数的基本性质及二进方体的结构和性质.

3.1 与二进平方函数相联联系的指数平方可积定理

为证明定理 A(i), 我们需要下述两个结果.

引理 3.1 (参见文献 [4, 引理 4.2]) 令 (Ω, ν) 是一个概率空间, f : Ω → R 是一个可测函数. 若

|f(x)| 6 t, ∀x ∈ Ω, 且 ∫
Ω

f(x)dν(x) = 0,

则 ∫
Ω

exp(f(x))dν(x) 6 cosh(t).

命题 3.2 令 (X, d, µ) 是齐型空间. 若 f ∈ L1
loc(X, dµ) 且 0 ̸= ∥S(f)∥L∞(X) < ∞, 则对任意的二

进方体 Q ∈ D , λ > 0 和 0 < v 6 ∥S(f)∥L∞ , 有

µ({x ∈ Q : |f − fQ| > λ, S(f)(x) 6 v}) 6 2 exp

(
− λ2

2v2

)
µ(Q). (3.5)

证明 运用 Haar 函数的性质 (见定理 2.3), 我们将修正文献 [4, 定理 3.2] 的论证方法来证明本

命题.

步骤 1 任给 g ∈ L1
loc(X, dµ) 且 0 ̸= ∥S(g)∥L∞(X) <∞, 证明∫

Q

exp

(
g(x)− gQ − 1

2
S2(g)(x)

)
dµ(x) 6 µ(Q) (3.6)

对每个 Q ∈ D 恒成立. 注意到存在某个 k0 ∈ Z使得 Q ∈ Dk0 . 令 g̃ := (g−gQ)χQ,则 g(x)−gQ = g̃(x),

x ∈ Q. 利用定理 2.3(iii) 和 2.3(iv) 知,

⟨g̃, hRu ⟩ = 0, R ∈ Dj , j < k0, u = 1, 2, . . . ,MR − 1,

⟨g̃, hPu ⟩ = ⟨g, hPu ⟩, P ∈ Dj , j > k0, P ⊂ Q, u = 1, 2, . . . ,MP − 1,

且

⟨g̃, hPu ⟩ = 0, P ∈ Dj , j > k0, P ∩Q = ∅, u = 1, 2, . . . ,MP − 1,

故结合定义可知, suppS(g̃) ⊂ Q, 且

S(g̃)(x) 6 S(g)(x), x ∈ Q.

1463



吴良川等: 齐型空间上的指数平方类的刻画与应用

另外, 令 g0 ≡ 0 并作

gk := gk−1 +
∑

P∈Ch(k−1)(Q)

MP−1∑
u=1

⟨g̃, hpu⟩hPu , k > 1.

我们有如下性质:

(P1) 对任意的 k > 0, gk 在每个 R ∈ Ch(k)(Q) 上取常数, 且

gk+1(x)− gk(x) ≡
MR−1∑
u=1

⟨g̃, hRu ⟩hRu , x ∈ R, R ∈ Ch(k)(Q).

再结合定理 2.3(iv) 可知, ∫
R

gk+1(x)− gk(x)dµ(x) = 0, R ∈ Ch(k)(Q).

同时,由定理 2.3(iii)得 gk+1− gk 在每个 Ri ∈ Ch(R)上取常数,其中 R ∈ Ch(k)(Q). 不妨设 xRi 为 Ri

的中心, 则有

gk+1(x)− gk(x) =

MR−1∑
u=1

⟨g̃, hRu ⟩hRu (xRi) =: cRi , x ∈ Ri, i = 1, 2, . . . ,MR.

(P2) 对任意的 k > 1, S(gk) 在每个 P ∈ Ch(k−1)(Q) 上取常数. 进一步, 对每个 x ∈ R, 其中

R ∈ Ch(k)(Q), k > 0, 有

S2(gk+1)(x)− S2(gk)(x) ≡
∥∥∥∥MR−1∑

u=1

⟨g̃, hRu ⟩hRu
∥∥∥∥2
L∞(R)

= max
16i6MR

{c2Ri
}.

(P3) 对任意的 k > 1 和 x ∈ Q, 有 gk(x) = (g̃)P , 其中 P ∈ Ch(k)(Q) 且 x ∈ P . 由 g̃ ∈ L1(X, dµ)

且 µ 满足双倍性质, 易知

lim
k→∞

gk(x) = g̃(x), a.e. x ∈ Q.

又由 {S(gk)(x)} 是单调非减数列且 S(g̃) ∈ L∞ 知,

lim
k→∞

S(gk)(x) = S(g̃)(x), a.e. x ∈ Q.

由引理 3.1 及上述性质 (P1)–(P3) 知, 对任意的 R ∈ Ch(k)(Q), k > 0, 有∫
R

exp

(
gk+1 − gk −

1

2
(S2(gk+1)− S2(gk))

)
dµ(x)

= exp

(
− 1

2
max

16i6MR

{c2Ri
}
)∫

R

exp(gk+1 − gk) dµ(x)

6 exp

(
− 1

2
max

16i6MR

{c2Ri
}
)
cosh

(
max

16i6MR

{cRi}
)
µ(R)

6 µ(R), (3.7)

其中最后一个不等式利用了 cosh(c) 6 ec
2/2.
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由 (P1) 和 (P2) 可知, gk − 1
2S

2(gk) 在每个 R ∈ Ch(k)(Q) 上都是常数, 再结合 (3.7) 知, 对每个

k > 0, 有 ∫
Q

exp

(
gk+1 −

1

2
S2(gk+1)

)
dµ(x) =

∑
R∈Ch(k)(Q)

∫
R

exp

(
gk+1 −

1

2
S2(gk+1)

)
dµ(x)

6
∑

R∈Ch(k)(Q)

∫
R

exp

(
gk −

1

2
S2(gk)

)
dµ(x)

=

∫
Q

exp

(
gk −

1

2
S2(gk)

)
dµ(x),

即数列 {
∫
Q
exp(gk+1 − 1

2S
2(gk+1))dµ(x)}k>0 是非增的. 因此, 利用 Fatou 引理可得∫

Q

exp

(
g(x)− gQ − 1

2
S2(g)(x)

)
dµ(x) 6

∫
Q

exp

(
g̃(x)− 1

2
S2(g̃)(x)

)
dµ(x)

6 lim
k→∞

∫
Q

exp

(
gk(x)−

1

2
S2(gk)(x)

)
dµ(x)

6
∫
Q

exp

(
g0(x)−

1

2
S2(g0)(x)

)
dµ(x)

= µ(Q),

从而 (3.6) 获证.

步骤 2 令 g = λv−2f 并代入 (3.6) 得

µ(Q) >
∫
{x∈Q:f−fQ>λ,S(f)(x)6v}

exp

(
λ

v2
(f − fQ)−

λ2

2v4
S2(f)(x)

)
dµ(x)

> exp

(
λ2

2v2

)
µ({x ∈ Q : f − fQ > λ, S(f)(x) 6 v}).

同理, 令 g = −λv−2f , 同样有

µ({x ∈ Q : f − fQ < −λ, S(f)(x) 6 v}) 6 exp

(
− λ2

2v2

)
µ(Q).

至此, (3.5) 成立, 命题 3.2 得证.

利用上述命题 3.2, 下面证明定理 A(i).

定理 A(i) 的证明 由命题 3.2 可知, 若 0 ̸= ∥S(f)∥L∞(Q) <∞, 则

µ({x ∈ Q : |f − fQ| > λ}) 6 2 exp

(
− λ2

2∥S(f)∥2L∞(Q)

)
µ(Q), ∀λ > 0.

运用 Lp 范数的分布表示公式 (参见文献 [15, 定理 1.13]) 知, 存在 β2 ∈ (0, 1/2) 和 C7 = C7(β2), 使得

sup
Q∈D

1

µ(Q)

∫
Q

exp

(
β2

|f(x)− fQ|2

∥S(f)∥2L∞(Q)

)
dµ(x) 6 C7. (3.8)

再结合 (3.3) 中的第一个不等式知, 当取 C2 = C7 且 β1 = β2C
2
6 时, (1.6) 成立, 其中 C6 是 (3.3) 中的

常数. 至此我们完成定理 A(i) 的证明.
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3.2 指数平方可积与好 λλλ 不等式的等价性

本小节将证明指数平方可积性 (1.6) 与好 λ 不等式 (1.7) 是等价的. 由于 (1.6) 与 (3.8) 是等价的,

我们通过修正文献 [1, 4] 中的论证方法来证明 (3.8) 蕴含 (1.7). 反过来, 我们可证明 (1.7) 蕴含 (1.6).

为论证需要, 我们定义截断型二进极大函数 f∗,Q 为

f∗,Q(x) = sup
P∋x,P∈D,P⊂Q

|fP |,

其中 f ∈ L1
loc(X), Q ∈ D .

定理 A(i)⇒A(ii) 的证明 首先考虑 µ(X) = ∞的情形,此时对 f ∈ L1
loc(X, dµ),按约定 fX = 0.

由 (3.3) 知, 要证定理 A(ii) 是成立的, 只需论证下述与 S(f) 相联系的好 λ 不等式: 存在正常

数 C8 = C8(A0, Cµ, C7) 和 C9 = C9(β2), 其中 β2 和 C7 是 (3.8) 中的常数, 使得对任意的 λ > 0 和

γ2 ∈ (0, 1/10), 有

µ({x ∈ X : f∗(x) > 2λ, S(f)(x) 6 γ2λ})

6 C8 exp

(
− C9

γ22

)
µ({x ∈ X : f∗(x) > λ}). (3.9)

为证明 (3.9), 不妨假设

0 < µ({x ∈ X : f∗(x) > λ}) <∞. (3.10)

令 {Qλ,i} 是 D 中使得 |fQλ,i
| > λ 成立的极大二进方体集, 由 (3.10) 知这样的 Qλ,i 是存在的. 进一

步, 由二进方体族的结构可知这些 Qλ,i 是互不相交的, 且

{x ∈ X : f∗(x) > λ} =
∪
i

Qλ,i.

因此, 为证 (3.9), 只需证明

µ({x ∈ Qλ,i : f
∗(x) > 2λ, S(f)(x) 6 γ2λ}) 6 C8 exp

(
− C9

γ22

)
µ(Qλ,i). (3.11)

对上述每个 Qλ,i 都成立.

对每个点 x ∈ Qλ,i, Qλ,i 的选取方式蕴含着 |fQ| 6 λ 对每个真包含 Qλ,i 的方体 Q ∈ D 都成立.

因此,

f∗(x) = sup
P∋x, P∈D

|fP | = sup
P∋x,P∈D, P⊂Qλ,i

|fP | =: f∗,Qλ,i(x), x ∈ Qλ,i. (3.12)

对每个 P ∈ D , 记 P 的二进父方体为 P̂ , 即 P ∈ Ch(P̂ ). 若 |fQλ,i
| > 1.1λ, 则

∥aQ̂λ,i
(f)∥L∞ > |fQλ,i

− fQ̂λ,i
| > |fQλ,i

| − |fQ̂λ,i
| > 0.1λ.

从而, 对任意的 x ∈ Qλ,i, 恒有 S(f)(x) > 0.1λ > γ2λ, 则 (3.11) 中左边的点集是空集. 因此, 我们只需

考虑 |fQλ,i
| < 1.1λ. 再结合 (3.12) 可得

{x ∈ Qλ,i : f
∗(x) > 2λ, S(f)(x) 6 γ2λ}

= {x ∈ Qλ,i : f
∗,Qλ,i(x) > 2λ, S(f)(x) 6 γ2λ}
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⊂ {x ∈ Qλ,i : (f − fQλ,i
)∗,Qλ,i(x) > 0.9λ, S(f)(x) 6 γ2λ}.

为证明 (3.11), 我们只需证对每个 Qλ,i, 有

µ({x ∈ Qλ,i : (f − fQλ,i
)∗,Qλ,i(x) > 0.9λ, S(f)(x) 6 γ2λ}) 6 C8 exp

(
− C9

γ22

)
µ(Qλ,i).

令

g(x) = (f(x)− fQλ,i
)χQλ,i

(x).

由定理 2.3(iv) 知,

⟨g, hRu ⟩ = ⟨f, hRu ⟩, R ∈ D , R ⊂ Qλ,i, u = 1, 2, . . . ,MR − 1,

进一步, 运用定理 2.3(iii) 可得

⟨g, hRu ⟩ = 0, R ∈ D , Qλ,i $ R, u = 1, 2, . . . ,MR − 1.

因此, 当 x ∈ Qλ,i 时, S(g)(x) 6 S(f)(x); 且 x /∈ Qλ,i 时, S(g)(x) = 0. 同时,

g∗(x) = g∗,Qλ,i(x) = (f − fQλ,i
)∗,Qλ,i(x), x ∈ Qλ,i.

综上所述, 下面只需证

µ({x ∈ Qλ,i : g
∗,Qλ,i(x) > 0.9λ, S(g)(x) 6 γ2λ}) 6 C8 exp

(
− C9

γ2

)
µ(Qλ,i).

记 {Qjλ,i} 为 Qλ,i 的子方体集 (称 Qjλ,i 是 Qλ,i 的一个子方体, 如果存在 ℓj > 1 使得 Qjλ,i ∈
Ch(ℓj)(Qλ,i)), 使得 ∑

P :Qj
λ,i$P

∥∥∥∥MP−1∑
u=1

⟨g, hPu ⟩hPu
∥∥∥∥2
L∞

6 (γ2λ)
2,

∑
P :Qj

λ,i⊂P

∥∥∥∥MP−1∑
u=1

⟨g, hPu ⟩hPu
∥∥∥∥2
L∞

> (γ2λ)
2.

(3.13)

不妨假设 Rλ,i := Qλ,i \
∪
j Q

j
λ,i 是非空集. 显然, S(g)(x) 6 γ2λ 当且仅当 x ∈ Rλ,i, 从而,

{x ∈ Qλ,i : g
∗,Qλ,i(x) > 0.9λ, S(g)(x) 6 γ2λ} = {x ∈ Rλ,i : g

∗,Qλ,i(x) > 0.9λ}.

定义

gs(x) =

gQj
λ,i
, x ∈ Qjλ,i,

g(x), 其他.

给定 x ∈ Rλ,i, 对每个包含 x 的二进方体 P ∈ D , 要么 Qjλ,i ∩ P = ∅, 要么 Qjλ,i ⊂ P , 故

(gs)P =
1

µ(P )

{∫
P∩Rλ,i

g(x)dµ(x) +
∑

j:Qj
λ,i⊂P

∫
Qj

λ,i

gQj
λ,i
dµ(x)

}
= gP . (3.14)
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从而, 当 x ∈ Rλ,i 时, g∗,Qλ,i(x) = (gs)
∗,Qλ,i(x), 因此,

{x ∈ Rλ,i : g
∗,Qλ,i(x) > 0.9λ} = {x ∈ Rλ,i : (gs)

∗,Qλ,i(x) > 0.9λ}

⊂ {x ∈ Qλ,i : (gs)
∗,Qλ,i(x) > 0.9λ}.

下面估计 S(gs)(x), 其中 x ∈ Qλ,i.

情形 1 存在 j 使得 x ∈ Qjλ,i.

由定理 2.3(iv) 及 gs 的定义可知,

S(gs)(x)
2 =

∑
P∋x,P∈D,Qj

λ,i$P

∥∥∥∥MP−1∑
u=1

⟨gs, hPu ⟩hPu
∥∥∥∥2
L∞

.

对每个满足 Qjλ,i $ P 的方体 P ∈ D , 注意到这些 Qjλ,i 互不相交, 故要么 Qkλ,i ∩ P = ∅, 要么 Qkλ,i $ P ,

其中 k ̸= j. 再结合定理 2.3(iii) 可推导出

⟨gs, hpu⟩ = ⟨g, hpu⟩, u = 1, 2, . . . ,MP − 1.

故利用 (3.13) 知 S(gs)(x) 6 γ2λ, 其中 x ∈ Qλ,i.

情形 2 x ∈ Rλ,i.

易验证对每个包含 x 的 P ∈ D , 有

⟨gs, hPu ⟩ = ⟨g, hPu ⟩, u = 1, 2, . . . ,MP − 1.

这说明了当 x ∈ Rλ,i 时, 有 S(gs)(x) = S(g)(x) 6 γ2λ.

由上述情形 1 和 2 知, 任给 x ∈ Qλ,i, 恒有 S(gs)(x) 6 γ2λ. 进一步, 运用定理 3.2 可推出

{x ∈ Qλ,i : (gs)
∗,Qλ,i(x) > 0.9λ} = {x ∈ Qλ,i : (gs)

∗,Qλ,i(x) > 0.9λ, S(gs)(x) 6 γ2λ}.

另外, 注意到对每个 θ > 0 和 x ∈ Qλ,i, 由指数函数的凸性可知, 对任意的 P ∈ D , 其中 P 满足

x ∈ P 且 P ⊂ Qλ,i, 则有

exp(θ|(gs)P |2) 6 exp(θ(|gs|2)P ) 6 (exp(θ|gs|2))P 6 [exp(θ|gs|2)]∗,Qλ,i(x)

= [exp(θ|gs|2)χQλ,i
]∗,Qλ,i(x) 6 [exp(θ|gs|2)χQλ,i

]∗(x).

因此,

exp{θ[(gs)∗,Qλ,i(x)]2} 6 [exp(θ|gs|2)χQλ,i
]∗(x), x ∈ Qλ,i, θ > 0.

故取定

θ =
β2

2∥S(gs)∥2L∞(Qλ,i)

,

其中 β2 是 (3.8) 中的常数, 可得

µ({x ∈ Qλ,i : (gs)
∗,Qλ,i(x) > 0.9λ, S(gs)(x) 6 γ2λ})

6 µ

({
x ∈ Qλ,i : exp

(
β2
2

[(gs)
∗,Qλ,i(x)]2

∥S(gs)∥2L∞(Qλ,i)

)
> exp

(
0.81β2
2γ22

)})
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6 µ

({
x ∈ Qλ,i :

[
exp

(
β2
2

|gs|2

∥S(gs)∥2L∞(Qλ,i)

)
χQλ,i

]∗
(x) > exp

(
0.81β2
2γ22

)})

6 exp

(
− 0.81β2

γ22

)∫
Qλ,i

{[
exp

(
β2
2

|gs|2

∥S(gs)∥2L∞(Qλ,i)

)
χQλ,i

]∗}2

(x)dµ(x)

6 C10 exp

(
− 0.81β2

γ22

)∫
X

[
exp

(
β2
2

|gs|2

∥S(gs)∥2L∞(Qλ,i)

)
χQλ,i

]2
(x)dµ(x),

其中最后一个不等式利用了二进极大函数的 L2有界性,且 C10 = C10(A0, Cµ)仅依赖于常数 A0和 Cµ,

参见文献 [16, 定理 1.3].

接下来, 注意到 (gs)Qλ,i
= 0, 且利用定理 A(i) 证明中的 (3.8) 可推知,

µ({x ∈ Qλ,i : (gs)
∗,Qλ,i(x) > 0.9λ, S(gs)(x) 6 γ2λ})

6 C10 exp

(
− 0.81β2

γ22

)∫
Qλ,i

[
exp

(
β2

|gs − (gs)Qλ,i
|2

∥S(gs)∥2L∞(Qλ,i)

)]2
(x)dµ(x)

6 C7C10 exp

(
− 0.81β2

γ22

)
µ(Qλ,i).

故当 µ(X) = ∞ 时, 取 C8 = C7 C10 且 C9 = 0.81β2, 则 (3.9) 成立.

当 µ(X) < ∞ 时, 令 h = f − fX , 由定义知 S(f) = S(h). 不妨令 {x ∈ X : h∗(x) > λ} ̸= ∅, 并作
{Pλ,i} 是满足 |hPλ,i

| > λ 的 D 中的极大二进方体集. 由
∫
X
h dµ = 0 知 Pλ,i ̸= X. 该事实允许我们利

用 µ(X) = ∞ 时的论证方法来证明 (3.9) 在 µ(X) <∞ 时亦成立, 不再赘述.

综上所述, (3.9) 成立, 故定理 A(i) 可推导出定理 A(ii).

为说明定理 A(i) 与 A(ii) 是等价的, 下面只需证明定理 A(ii) 蕴含 A(i).

定理 A(ii)⇒A(i) 的证明 因为 (3.9) 与定理 A(ii) 是等价的, 我们只需证明 (3.9) 蕴含了 (3.8)

即可.

对每个 λ > 0和 γ3 ∈ [2,∞),有 2γ2/γ3 ∈ (0, 1/10),其中 γ2 ∈ (0, 1/10)是 (3.9)中的常数. 运用 (3.9)

可知,

µ({x ∈ X : (f − fX)∗(x) > γ3λ, S(f)(x) 6 γ2λ})

= µ

({
x ∈ X : (f − fX)∗(x) > 2

γ3λ

2
, S(f)(x) 6 2γ2

γ3

γ3λ

2

})
6 C8 exp

(
− C9γ

2
3

4γ22

)
µ

({
x ∈ X : (f − fX)∗(x) >

γ3λ

2

})
. (3.15)

对任意满足 0 ̸= ∥S(f)∥L∞(Q) <∞ 的 Q ∈ D , 令 f̃ = (f − fQ)χQ. 显然有

∥S(f̃)∥L∞(Q) 6 ∥S(f)∥L∞(Q), (f̃)X = 0,

且对任意 λ > 0, 有

{x ∈ X : (f̃)∗(x) > λ} ⊂ Q.

利用这些估计和 (3.15), 并取 γ2 = 1/20, λ = 20 ∥S(f)∥L∞(Q), 易验证对 γ3 > 2, 有

µ({x ∈ Q : |f(x)− fQ| > 20 γ3 ∥S(f)∥L∞(X)})
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6 µ

({
x ∈ X : (f̃ − (f̃ )X )∗(x) > 20 γ3 ∥S(f)∥L∞(X), S(f̃)(x) 6

1

10γ3
(10γ3∥S(f)∥L∞(Q))

})
6 C8 exp(−100C9γ

2
3)µ({x ∈ X : (f̃ − (f̃ )X )∗(x) > 10 γ3 ∥S(f)∥L∞(X)})

6 C8 exp(−100C9γ
2
3)µ(Q).

因此, 可取 β3 ∈ (0, C9/4), 从而可得∫
Q

exp

(
β3

|f(x)− fQ|2

∥S(f)∥2L∞(Q)

)
dµ(x)

6 exp(1,600β3)µ({x ∈ Q : |f − fQ| 6 40 ∥S(f)∥L∞(Q)})

+

∫ ∞

2

800β3γ3 exp(400β3γ
2
3)µ({x ∈ Q : |f(x)− fQ| > 20γ3∥S(f)∥L∞(X)})dγ3

6 C11µ(Q),

其中 C11 = C11(C8, C9, β3), 故 (3.8) 成立, 证明完毕.

3.3 指数平方可积与平方函数的 LpLpLp 下界最佳估计的等价性

本小节将证明指数平方可积性 (1.6) 与二进平方函数 Sd 的 Lp 下界最佳估计 (1.8) 是等价的. 为

此,先运用 Fefferman-Pipher方法 [2] 来证明好 λ不等式 (1.7)可推导出 (1.8),从而, (1.6)蕴含了 (1.8).

然后使用 Stirling 公式证明 (1.8) 可推导出 (1.6).

为论证需要, 我们介绍下述辅助泛函和估计. 对任意 Q ∈ D 和非负可测函数 W ∈ L1
loc(X, dµ),

0 < η 6 1, 定义泛函 Yη(Q,W ) 如下:

Yη(Q,W ) =


∫
Q
W (x) logη(e +W (x)/WQ)dµ(x)∫

Q
W (x)dµ(x)

,

∫
Q

W (x)dµ(x) > 0,

1,

∫
Q

W (x)dµ(x) = 0.

(3.16)

泛函 Yη(Q,W ) 首次出现在文献 [17] 中 (η = 1 情形), 并在文献 [3] 中被进一步研究, 所涉底空间均为

配备 Lebesgue 测度的 Euclid 空间. 如文献 [3] 中所示, 该泛函反映了函数 W 在 Q 上的 “峰度系数”

(非 A∞ 行为).

引理 3.3 给定 Q ∈ D 和 E ⊂ Q. 若 Yη(Q,W ) 6 y0 且 a > 0 使得

µ(E) 6 C12 exp(−a)µ(Q),

则存在正常数 C13 = C13(C12, η), 使得

W (E) 6 C13 a
−ηy0W (Q), (3.17)

其中 W (E) :=
∫
E
W (x)dµ(x).

证明 该引理的证明可参见文献 [4, 第 45 页]. 事实上, 若 W (Q) = 0, 则 W (E) = W (Q) = 0, 从

而, 显然有 (3.17). 因此, 只需考虑 W (Q) > 0 的情形. 任给 λ > 0, 令

Qλ := {x ∈ Q :W (x) > exp(λ)WQ}.
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则有

W (E) =W (E ∩Qa/2) +W (E \Qa/2).

由 (3.16) 知, (a/2)ηW (E ∩Qa/2) 6 y0W (Q), 即 W (E ∩Qa/2) 6 2ηa−ηy0W (Q).

另一方面, 注意到 y0 = Yη(Q,W ) > 1, 则

W (E \Qa/2) 6 exp

(
a

2

)
µ(Q)−1W (Q)µ(E) 6 C12 exp

(
− a

2

)
W (Q) 6 C14a

−ηy0W (Q),

其中 C14 = C14(C12, η). 取 C13 = 2η + C14, (3.17) 成立, 得证.

利用上述引理, 下面证明定理 A(i) 蕴含定理 A(iii).

定理 A(i)⇒A(iii) 的证明 由 Fefferman-Pipher 证明 Hilbert 变换 Lp 有界性的方法 (参见文

献 [2, 第 356 和 357 页]) 知, 为证定理 A(iii), 只需如下加权估计成立:

∥f − fX∥L2(X,Wdµ) 6 C ∥W∥1/2A1
∥Sd(f)∥L2(X,Wdµ), (3.18)

其中 A1 是经典的 Muckenhoupt 权空间. 事实上, 对任意的 f ∈ Lp(X, dµ), p > 2, 有

∥f − fX∥2Lp(X,dµ) = sup
∥φ∥

L(p/2)′ (X,dµ)
=1

φ>0

∫
X

|f − fX |2φdµ. (3.19)

对任意非负的 L(p/2)′(X, dµ) 函数 φ 且 ∥φ∥L(p/2)′ (X,dµ) = 1, 令

v = φ+
M(φ)

2∥M∥L(p/2)′ (X,dµ)

+
M ◦M(φ)

(2∥M∥L(p/2)′ (X,dµ))
2
+ · · · ,

其中 M 是经典 Hardy-Littlewood 极大函数. 显然, ∥v∥L(p/2)′ (X,dµ) 6 2 且

∥v∥A1 6 2∥M∥L(p/2)′ (X,dµ)→L(p/2)′ (X,dµ) = O(p), 当 p→ ∞.

若 (3.18) 成立, 则∫
X

|f − fX |2φdµ 6
∫
X

|f − fX |2vdµ 6 C∥v∥A1

∫
X

|Sd(f)|2v dµ 6 Cp∥Sd(f)∥2Lp(X,dµ).

结合 (3.19) 知定理 A(iii) 成立. 故我们只需证明 (3.18) 成立.

注意到对每个 λ > 0 和 γ1 ∈ (0, C6/10), 由 (3.3) 知,

W ({x ∈ X : (f − fX)∗(x) > 2λ, Sd(f)(x) 6 γ1λ})

6
∑
i

W

({
x ∈ Qλ,i : (f − fX)∗(x) > 2λ, S(f)(x) 6

(
γ1
C6

)
λ

})
, (3.20)

其中 {Qλ,i} 是 D 中使得 |(f − fX)Qλ,i
| > λ 成立的极大二进方体集. 注意到我们已证明定理 A(i) 可

推导出 (3.11), 则对每个 Qλ,i, 有

µ

({
x ∈ Qλ,i : (f − fX)∗(x) > 2λ, S(f)(x) 6

(
γ1
C6

)
λ

})
6 C8 exp

(
− C2

6C9

γ21

)
µ(Qλ, i). (3.21)
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另一方面, 易验证存在常数 C15 = C15(A0, Cµ) > 1, 使得对每个二进方体 Q ∈ D , 如果 W (Q) ̸= 0,

那么, ∫
Q

W (x) log

(
e +

W (x)

WQ

)
dµ(x) 6 C15

∫
Q

M(WχQ)dµ(x) 6 C15 ∥W∥A1W (Q).

又 ∥W∥A1 > 1 恒成立, 故结合泛函 Y1(Q,W ) 的定义知,

Y1(Q,W ) 6 C15∥W∥A1 , ∀Q ∈ D . (3.22)

将 (3.21) 和 (3.22) 代入引理 3.3 知, 对每个 Qλ,i, 有

W

({
x ∈ Qλ,i : (f − fX)∗(x) > 2λ, S(f)(x) 6

(
γ1
C6

)
λ

})
6 C16γ

2
1∥W∥A1W (Qλ,i),

其中 C16 = C16(C6, C8, C9). 取 γ1 = C6√
100(1+C16)∥W∥A1

∈ (0, C6/10) 并将上式代入 (3.20) 得

W

({
x ∈ X : (f − fX)∗(x) > 2λ, Sd(f)(x) 6

C6√
100(1 + C16)∥W∥A1

λ

})
6 C2

6

100
W ({x ∈ X : (f − fX)∗(x) > λ})

<
1

100
W ({x ∈ X : (f − fX)∗(x) > λ}).

再结合经典的好 λ 不等式 [18] 可知 (3.18) 成立, 证明完毕.

为证明定理 A(i) 与 A(iii) 等价, 下面只需证定理 A(iii) 蕴含定理 A(i).

定理 A(iii)⇒A(i) 的证明 为说明当 0 ̸= ∥Sd(f)∥L∞(X) < ∞ 时 (1.6) 成立, 对每个 Q ∈ D , 令

g = (f − fQ)χQ. 易验证: 当 P ∈ Ch(ℓ)(Q) (ℓ > 1) 时, gP = fP − fQ; 否则, 若 R ∈ D 不是 Q 的真

子集, 则 gR = 0. 这些事实结合 Sd 的定义可知, 当 x ∈ Q 时, Sd(g)(x) 6 Sd(f)(x), 且当 x /∈ Q 时,

Sd(g)(x) = 0.

因此, 对任意的 k > 2, 有

∥Sd(g)∥Lk(X) 6 ∥Sd(f)∥L∞(X) µ(Q)1/k.

进一步, 由定理 A(iii) 可知, 存在正常数 C17 = C17(C5) 使得

∥g − gX∥Lk(X) = ∥f − fQ∥Lk(Q) 6 C17 k
1/2∥Sd(f)∥L∞(X) µ(Q)1/k, ∀ k > 2.

再结合 Chebyshev 不等式可知,∫
Q

exp(|f − fQ|)dµ(x) 6 e2µ(Q) +
∞∑
k=2

ek+1µ({x ∈ Q : k 6 |f − fQ| < k + 1})

6 e2µ(Q) +

∞∑
k=2

ek+1

k2k
C2k

17 (2k)k ∥Sd(f)∥2kL∞(X) µ(Q)

= e2µ(Q) + eµ(Q)

∞∑
k=2

(2C2
17∥Sd(f)∥2L∞(X))

k

(k/e)k
. (3.23)

回顾 Stirling 公式

lim
k→∞

k!√
2πk(k/e)k

= 1,
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故存在正常数 C18, 使得对每个正整数 k, 有

k!√
k
6 C18

(
k

e

)k
.

将之代入 (3.23) 可推出∫
Q

exp(|f − fQ|)dµ(x) 6 e2µ(Q) + 2eC2
17C18∥Sd(f)∥2L∞(X)µ(Q)

∞∑
k=2

(2C2
17∥Sd(f)∥2L∞(X))

k−1

(k − 1)!

6 e2µ(Q) + eC18(2C
2
17∥Sd(f)∥2L∞(X)) exp(2C

2
17∥Sd(f)∥2L∞(X))µ(Q)

6 (e2 + eC18) exp(4C
2
17∥Sd(f)∥2L∞(X))µ(Q),

其中第二个不等式运用了指数函数的 Taylor 展开公式, 第三个不等式成立是因为 t < et, ∀ t ∈ R.
因此, ∫

Q

exp(|f − fQ| − 4C2
17∥Sd(f)∥2L∞(X))dµ(x) 6 (e2 + eC18)µ(Q).

由命题 3.2 证明中步骤 2 可得定理 A(i), 证毕.

注 3.4 由定理 2.2(ii) 知, X 上存在相邻二进方体族 {Db : b = 1, 2, . . . , L}, 且每个 Db 是与参数

c1 = 6−1A−5
0 、C1 = 6A4

0 和 δ 相联系的二进方体族. 故与 Sd 和 S 相类似, 我们可以定义与 Db 相联系

的二进平方函数 Sbd 和 Sb, 例如,

Sb(f)(x) =

( ∑
bQ∋x,bQ∈Db

∥abQ(f)∥2L∞(bQ)

)1/2

=

( ∑
bQ∋x,bQ∈Db

∥∥∥∥MbQ
−1∑

u=1

⟨f, h
bQ
u ⟩h

bQ
u

∥∥∥∥2
L∞(bQ)

)1/2

. (3.24)

显然, 存在正常数 Cb < 1 使得

CbS
b(f)(x) 6 Sbd(f)(x) 6 Sb(f)(x).

由于定理 A 的证明仅依赖于 Haar 函数和二进方体的性质, 故结合注 2.5 知, 将定理 A 中的方体

Q ∈ D、极大函数 f∗ 和平方函数 Sd(f) 分别替换成 bQ ∈ Db、f b∗(x) := supbP∋x, bP∈Db |fbP | 和 Sbd(f)

(或 Sb(f)) 时, 定理 A 仍成立.

4 非紧流形上平方函数的 LpLpLp 下界最佳估计

令 M 是完备非紧且连通的 Riemann 流形, µ 和 ∇ 分别是 M 上的测度和梯度. 假设 M 满足测

度双倍条件 (1.4), µ(M) = ∞, 且 M 上的热核 pt(x, y) 满足 Gauss 上界 (1.9) 和梯度估计 (1.10).

本节的目的是证明定理 B. 为此一个重要的观察是 M 上的 Laplace-Beltrami 算子 ∆ 满足守恒律

e−t∆1 = 1, ∀ t > 0, (4.1)

参见文献 [19, (1.5)]. 另外, 算子 ∆ 满足有限速度传播性质, 即存在正常数 c0, 使得 cos(t
√
∆) 对应的

核 Kcos(t
√
∆) 满足

(FS) supp Kcos(t
√
∆) ⊂ {(x, y) ∈M ×M : d(x, y) 6 c0t},
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参见文献 [20–22]. 由于 c0 的具体的数值不是本质的, 本节总是令 c0 = 1.

由 Fourier逆变换公式知,若 F 是有界 Borel偶函数且 F̂ ∈ L1(R),可用 cos(t
√
∆)来表示 F (

√
∆).

具体地,

F (
√
∆) = (2π)−1

∫ ∞

−∞
F̂ (t) cos(t

√
∆) dt,

再结合有限速度传播性质知,

KF (
√
∆)(x, y) = (2π)−1

∫
d(x,y)6|t|

F̂ (t)Kcos(t
√
∆)(x, y) dt.

引理 4.1 令 M 是完备非紧且连通的 Riemann 流形, 其测度 µ 满足双倍性质 (1.4), 且 M 上的

热核 pt(x, y) 满足 Gauss 上界 (1.9) 和梯度估计 (1.10). 令 ρ > 0, ϕ ∈ C∞
0 (R) 是实值偶函数并满足

suppϕ ∈ (−ρ, ρ), 作 φ = ϕ̂. 对每个 t > 0 及 k = 0, 1, 2, . . . , 令 ψk(t
√
∆) = (t2∆)kφ(t

√
∆), 则有

(i) 算子 ψk(t
√
∆) 对应的核 Kψk(t

√
∆)(x, y) 满足

supp Kψk(t
√
∆) ⊂ {(x, y) ∈M ×M : d(x, y) 6 ρt},

且

|Kψk(t
√
∆)(x, y)| 6

C(Cµ, k, ρ)

V (x, t)
, ∀ t > 0, ∀x, y ∈M ;

(ii) 算子 ψk(s
√
∆)ψk(t

√
∆) 对应的核 Kψk(s

√
∆)ψk(t

√
∆)(x, y) 满足

|Kψk(s
√
∆)ψk(t

√
∆)(x, y)| 6 min

(
s

t
,
t

s

)
C(Cµ, k, ρ)

V (x,max (s, t))
, ∀ s, t > 0, ∀x, y ∈M ;

(iii) 对任意的 x, x′, y ∈M 和 t > 0, 有

|Kψk(t
√
∆)(x, y)−Kψk(t

√
∆)(x

′, y)| 6 min

{
d(x, x′)

t
, 1

}
C(Cµ, k, ρ)

V (y, t)
. (4.2)

证明 引理 4.1(i)的证明是标准的,可参见文献 [21,23]. 引理 4.1(ii)可利用文献 [24,引理 2.3]的

论证技巧得到. 另外, 运用梯度估计 (1.10) 并直接计算即可得引理 4.1(iii).

令 ψ := ψ1 如引理 4.1 所示, 即对参数 ρ > 0, 令 ϕ ∈ C∞
0 (R) 是实值偶函数, 且 supp ϕ ∈ (−ρ, ρ),

并作 ψ(s) := s2ϕ̂(s), s ∈ R. 由谱理论 [25, 26] 知, 对每个 f ∈ L2(M), 如下 Calderón 再生公式:

f = cψ lim
ε→0+
N→∞

∫ N

ε

ψ(t
√
∆) t2∆e−t

√
∆f

dt

t
(4.3)

在 L2(M) 范数意义下收敛.

注意到 (M,d, µ) 是齐型空间且相应常数 A0 = 1, 故可构造 M 上与参数 δ 6 10−3 相联系的二进

方体族

D =
∪
k∈Z

Dk, Dk = {Qkβ : β ∈ Jk}.

对每个 Qkβ ∈ Dk, k ∈ Z, β ∈ Jk, 定义

Tρ(Q
k
β) := {(x, t) ∈M × (0,∞) : x ∈ Qkβ , ρ

−1δk+1 6 t < ρ−1δk}, (4.4)
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其中 ρ > 0 是 ϕ 支撑集中相关的参数, 见引理 4.1. 从而,

M × (0,∞) =
∪
k∈Z

∪
β∈Jk

Tρ(Q
k
β).

对任意的 Qkβ1
, Qℓβ2

∈ D , 其中 β1 ̸= β2 或 k ̸= ℓ, 显然有 Tρ(Q
k
β1
) ∩ Tρ(Qℓβ2

) = ∅. 因此, 由 (4.3) 知, 对

每个 f ∈ L2(M), 有

f(x) = cψ

∫∫
X×(0,∞)

Kψ(t
√
∆)(x, y)(t

2∆e−t
√
∆f(y))

dµ(y)dt

t

= cψ
∑
k∈Z

∑
β∈Jk

∫∫
Tρ(Qk

β)

Kψ(t
√
∆)(x, y)(t

2∆e−t
√
∆f(y))

dµ(y)dt

t

=:
∑
k∈Z

∑
β∈Jk

aρ,Qk
β
(f)(x)

=:
∑
k∈Z

∑
β∈Jk

λρ,Qk
β
bρ,Qk

β
(f)(x), (4.5)

其中

aρ,Qk
β
(f)(x) = cψ

∫∫
Tρ(Qk

β)

Kψ(t
√
∆)(x, y)(t

2∆e−t
√
∆f(y))

dµ(y)dt

t
, (4.6)

λρ,Qk
β
=

(∫∫
Tρ(Qk

β)

|t2∆e−t
√
∆f(y)|2 dµ(y)dt

t

)1/2

, (4.7)

且

bρ,Qk
β
(f) =

0, λρ,Qk
β
= 0,

λ−1
ρ,Qk

β

aρ,Qk
β
(f), λρ,Qk

β
̸= 0.

(4.8)

我们有如下关于 bρ,Qk
β
(f) 的基本性质.

引理 4.2 令 M 是完备非紧且连通的 Riemann 流形, 其测度 µ 满足双倍性质 (1.4), 且 M 上的

热核 pt(x, y) 满足 Gauss 上界 (1.9) 和梯度估计 (1.10). 任给 k ∈ Z 和 β ∈ Jk, 由 (4.8) 定义的函数

bρ,Qk
β
(f) 满足如下性质:

(i) supp bρ,Qk
β
(f) ⊂ B(xkβ , 17δ

k);

(ii) ∥bρ,Qk
β
(f)∥∞ 6 C(Cµ, ρ)µ(Q

k
β)

−1/2;

(iii) 对任意的 x, x′ ∈M , 有

|bρ,Qk
β
(f)(x)− bρ,Qk

β
(f)(x′)| 6 C(Cµ, ρ)min

{
d(x, x′)

δk
, 1

}
µ(Qkβ)

−1/2;

(iv)
∫
M
bρ,Qk

β
(f)(x)dµ(x) = 0.

证明 由 Tρ(Q
k
β) 和 bρ,Qk

β
(f) 的定义, 结合引理 4.1(i) 和定理 2.2(i) 可知,

suppbρ,Qk
β
(f) ⊂ {x ∈M : d(x,Qkβ) 6 δk} ⊂ {x ∈M : d(x,B(xkβ , 16δ

k)) 6 δk} = B(xkβ , 17δ
k),

故引理 4.2(i) 得证.
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关于引理 4.2(ii) 和 4.2(iii), 运用引理 4.1(i) 和 4.1(iii) 并结合双倍性质 (1.4), 直接计算可得, 也可

参见文献 [27].

下面证明引理 4.2(iv). 记 Kt2∆e−t∆(x, y) 为 t∆e−t∆ 对应的核, 结合热核守恒律 (4.1) 及

t∆e−t∆ = −t d
dt

e−t∆

可知 ∫
M

Kt∆e−t∆(x, y)dµ(y) = 0, ∀ t > 0, x ∈M. (4.9)

回顾 ψ(s) = ψ1(s) = s2ϕ̂(s) = s2ψ0(s), s ∈ R, 其中 ψ0、ψ1 和 ϕ 是引理 4.1 中定义的函数. 任给

m > n/2 + 1 和 t > 0, 其中 n 是 (1.5) 中常数. 由谱理论知,

ψ(t
√
∆) = (t

√
∆)2(1 + t2∆)−m((1 + t2∆)mψ0(t

√
∆)),

且

(t
√
∆)2(1 + t2∆)−m =

1

(m− 1)!

∫ ∞

0

(t2s∆e−t
2s∆)e−ssm−2ds.

再结合 (4.9) 和 Fubini 定理可推导出, 对任意的 t > 0 和 y ∈M , 有∫
M

Kψ(t
√
∆)(x, y)dµ(x) = 0.

从而引理 4.2(iv) 得证. 综上, 引理 4.2 证毕.

结合定理 2.1(iii)、2.2(i) 和引理 4.2(i) 可知, 当 λρ,Qk
β
̸= 0 时,

B

(
xkβ ,

δk

3

)
⊂ Qkβ ⊂ supp bρ,Qk

β
(f) ⊂ B(xkβ , 17δ

k).

再运用定理 2.2(ii) 可推导知, 存在某个映射

E1 : D →
L∪
b=1

Db

满足: 对每个 Qkβ ∈ D ,存在 b ∈ {1, 2, . . . , L}使得 E1(Q
k
β) ∈ Db, supp bQk

β
(f) ⊂ E1(Q

k
β)且 diam (E1(Q))

6 Cδδ
k,其中常数 Cδ 不依赖于 Qkβ 和参数 ρ. 在此基础上,我们可定义与 ∆相联系的离散型平方函数

A∆, ρ(f)(x) :=

( ∑
Q∈D

|λρ,Q|2

µ(Q)
χE1(Q)(x)

)1/2

. (4.10)

另外注意到 A∆, ρ(f) 的定义与引理 4.1 中的参数 ρ 相关. 进一步, 利用双倍性质 (1.4) 可知,

A∆, ρ(f)(x)≃
(∑
k∈Z

∫ ρ−1δk

ρ−1δk+1

∫
Ωk(x)

|t2∆e−t
√
∆f(y)|2 dµ(y)

V (x, t)

dt

t

)1/2

,

其中

Ωk(x) =
∪

Q∈Dk,x∈E1(Q)

Q.
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对每个 α > 0, 运用映射 E1 的定义和性质可知, 可选定某个 ρ = ρ(α, δ) 使得对任意的 (y, t) ∈ Ωk(x)

×[ρ−1δk+1, ρ−1δk), 有 d(x, y) < αt.

该事实说明, 对每个 α > 0, 可选定参数 ρ = ρ(α, δ), 使得

A∆, ρ(f)(x) 6 CS∆,α(f)(x), ∀ f ∈ L2(M), (4.11)

其中 C = C(Cµ, α).

定理 B 的证明 任给 f ∈ Lp(M), 其中 p 充分大且固定, 不妨设 p > 2. 显然存在子列 {fk}, 其
中每个 fk 都是 Lp(M) ∩ L2(M) 函数, 且

∥f∥Lp(M) = lim
k→∞

∥fk∥Lp(M).

再结合 S∆,α 的 Lp 有界性 [11–13] 可知,

∥S∆,αf∥Lp(M) = lim
k→∞

∥S∆,αfk∥Lp(M).

因此, 为证明定理 B, 只需考虑 f ∈ Lp(M) ∩ L2(M) 的情形, 此时一个可利用的关键估计是 (4.11).

运用估计 (4.11), 只需证当用 A∆, ρ(f) 替换 S∆,α(f) 时, (1.12) 亦成立, 其中参数 ρ = ρ(α, δ) 的取

值满足 (4.11) 即可. 下面的论证中总是固定参数 ρ 使得 (4.11) 成立.

对每个 b ∈ {1, 2, . . . , L}、N ∈ N 和 f ∈ Lp(M) ∩ L2(M), 令

fb,N (x) :=
∑

|k|6N

∑
E1(Q)∈Db

k

λρ,Q bρ,Q(f)(x),

并形式地定义

A∆, ρ(fb,N )(x) :=

( ∑
|k|6N

∑
E1(Q)∈Db

k

|λρ,Q|2

µ(Q)
χE1(Q)(x)

)1/2

.

我们断言: 存在不依赖于 f、b 和 N 的常数 C19 = C19(Cµ, α) > 0 使得

Sb(fb,N )(x) 6 C19 A∆,ρ(fb,N )(x), (4.12)

其中 Sb 的定义如注 3.4 所示. 事实上, 任给 P ∈ Db, 不妨记 P ∈ Db
kP
且令 xP 表示 P 的中心. 结合

引理 4.2、定理 2.3 和注 2.5 知,

|aP (fb,N )(x)| =
∣∣∣∣ ∑
|k|6N

∑
E1(Q)∈Db

k

P⊂E1(Q)

λρ,Q

MP−1∑
u=1

⟨bρ,Q(f), hPu ⟩hPu (x)
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣ ∑
|k|6N

∑
E1(Q)∈Db

k

P⊂E1(Q)

λρ,Q

MP−1∑
u=1

⟨bρ,Q(f)− bρ,Q(f)(xP ), h
P
u ⟩hPu (x)

∣∣∣∣
6 C(Cµ, ρ)

∑
|k|6N

∑
E1(Q)∈Db

k

P⊂E1(Q)

(MP − 1)|λρ,Q|
diam(E1(Q))

diam(P )µ(E1(Q))1/2
.

由双倍性质知, 存在正常数 ML =ML(Cµ, δ) 和 NL =ML(Cµ, δ) 使得

1 6MP 6ML, ∀P ∈ Db, ∀ b ∈ {1, 2, . . . , L},
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且

0 6 #{Q ∈ D : E1(Q) = R} 6 NL, ∀R ∈ Db, ∀ b ∈ {1, 2, . . . , L}.

从而,

(Sb(fb,N ))2(x) =
∑
P∈Db

∥aP (fb,N )∥2∞χP (x)

6 CM2
L

∑
P∈Db

( ∑
|k|6N

∑
E1(Q)∈Db

k

P⊂E1(Q)

|λρ,Q|
diam(E1(Q))

diam(P )

µ(P )1/2

µ(E1(Q))1/2
χE1(Q)(x)

)2

6 CM2
L

∑
P∈Db

∑
−N6k6min{N,kP }

2kP−k
( ∑
E1(Q)∈Db

k

P⊂E1(Q)

|λρ,Q|δkP−k 1

µ(E1(Q))1/2
χE1(Q)(x)

)2

6 CM2
LNL

∑
P∈Db

∑
−N6k6min{N,kP }

2kP−k
∑

E1(Q)∈Db
k

P⊂E1(Q)

|λρ,Q|2δ2(kP−k) 1

µ(E1(Q))
χE1(Q)(x)

= CM2
LNL

∑
|k|6N

∑
E1(Q)∈Db

k

( ∑
P∈Db:P⊂E1(Q)

(2δ2)kP−k
)

|λρ,Q|2

µ(E1(Q))
χE1(Q)(x)

6 CM2
LNL

∑
|k|6N

∑
E1(Q)∈Db

k

|λρ,Q|2

µ(E1(Q))
χE1(Q)(x)

= CM2
LNL(A∆, ρ(fb,N ))2(x).

故 (4.12) 得证.

注意到 f = limN→∞
∑L
b=1 fb,N 在 L2(M) 范数意义下收敛, 且由 Riesz 定理可知存在子序列

{|
∑L
b=1 fb,Ni |p}i 使得

|f(x)|p = lim
i→∞

∣∣∣∣ L∑
b=1

fb,Ni(x)

∣∣∣∣p
对几乎处处 x ∈M 成立. 进一步, 运用 Fatou 引理可知,

∥f∥Lp(M) 6 lim
i→∞

∥∥∥∥ L∑
b=1

fb,Ni

∥∥∥∥
Lp(M)

,

且对每个 b ∈ {1, 2, . . . , L}、Ni ∈ N 和 x ∈M , 有

A∆,ρ(fb,Ni)(x) 6 A∆, ρ(f)(x).

综上, 结合定理 A(iii) 和注 3.4 知, 当 p→ ∞ 时,

∥f∥Lp(M,dµ) 6 lim
i→∞

∥∥∥∥ L∑
b=1

fb,Ni

∥∥∥∥
Lp(M)

6
L∑
b=1

lim
i→∞

∥fb,Ni∥Lp(M)

6 Cp1/2
L∑
b=1

lim
i→∞

∥Sb(fb,Ni)∥Lp(M)

6 Cp1/2
L∑
b=1

∥A∆,ρ(fb,N )∥Lp(M)

1478



中国科学 : 数学 第 48 卷 第 10 期

6 Cp1/2∥A∆, ρ(f)∥Lp(M).

结合 (4.11) 知定理 B 得证.

致谢 作者感谢陈鹏有益的讨论.
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