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摘要! 结构中的混凝土应力和应变都在随着时间而改变! 在众多的徐变时间本构方程中! 代数本构是最强有利的工

具! 其精度和关键取决于松弛系数" 松弛系数是与时间相关的变量! 有工程意义的是松弛系数终值! 用计算图来表

示它! 精度高! 使用方便" 基于我国公路混凝土桥涵规范的徐变系数模型! 按照徐变增量求和本构方程! 采用逐步

积分的数值方法! 对影响松弛系数终值的主要因素进行了参数分析! 包括弹性模量# 加载龄期# 有效厚度# 环境湿

度和混凝土抗压强度" 精细考虑混凝土弹性模量随时间的变量模型! 对结果影响不大! 故可用 $' 6弹性模量的常量

模型" 加载龄期和有效厚度是影响松弛系数终值的两个主要因素! 加载龄期越早松弛系数越小! 有效厚度越小松弛

系数越大" 由此给出了松弛系数终值的计算图" 应用该计算图! 按照代数方法推导了两跨整浇连续梁的徐变次弯矩

计算公式! 对预制梁现场连接的连续梁采用一个重分布系数来修正徐变次弯矩计算公式" 结果表明% 若采用7+)8:提

出的定值 %B' 的松弛系数! 对加载龄期早情况的结果偏差大$ 徐变对整浇连续梁的支座负弯矩没有影响! 但对通常

的体系转换连续梁影响大! 如对预制梁现场连接连续梁产生较大的支座负弯矩! 忽略徐变这一与时间有关的因素可

能造成安全隐患"

关键词! 桥梁工程$ 徐变$ 松弛$ 逐步积分$ 次弯矩
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<=引言

在应力作用下$ 混凝土将产生随着时间而增加

的徐变变形( 若没有受到任何约束$ 混凝土的徐变

为自由变形$ 混凝土中的应力不会发生变化 "常应

力#( 此情况便是已知应力来求应变$ 为徐变问

题)&*

$ 其计算比较简单$ 如静定结构的徐变计算(

当徐变受到强制约束后$ 使应变保持不变 "常应

变#$ 将产生约束应力$ 该应力与初始应力叠加得到

当前应力$ 其值与初始应力相比减小了$ 即出现了

应力松弛$ 为松弛问题( 由此看出$ 徐变问题和松

弛问题是约束徐变的两个极端$ 前者是无约束$ 无

应力改变$ 仅有徐变增加$ 徐变应变 "变应变# 是

待求的未知量% 后者是强制约束$ 无应变改变$ 仅

有应力减小$ 约束应力 "变应力# 是待求的未知量(

混凝土的徐变老化行为是介于两者之间的$ 应力和

应变都是 "随时间# 变化的$ 且两者都是待求的未

知量( 变应变+ 变应力和时间之间的关系由混凝土

的时间本构方程来描述$ 至今有积分本构+ 微分本

构+ 增量求和本构和代数本构( 采用代数本构方程

是最为有效的工程实用方法)$*

( 该法关键是要确定

松弛系数
)

"7+)8:

)!*提出$ d-a-,:

)H*等称它为老化系

数@#(

由于一般形式的时间本构方程为积分本构$ 求

解松弛系数需要采用数值法$ 如 d-a-,:

)H* 按照

A).:<++-积分求解$ 假设一个阶跃应变历程$ 由松弛

函数求松弛系数( 陈永春)"*采用了0BDB克雷洛夫G

0BCB鲍戈柳布夫数值方法( 数值法过程复杂不便

于工程应用$ 要方便应用$ 需将结果绘制成实用图

表( 工程图表能够用于手算$ 并为有限元计算提供

了一种有效的验证手段(

在解析法上$ 按照>18=31,2<+假设$ 可获得松弛

系数指数形式的解析公式$ 该公式对晚期加载情况

误差大( 孙宝俊)J*按照混凝土继效流动徐变理论推

导了松弛系数计算的解析式( 张军等)F*基于变系数

广义开尔文模型提出了率型迭加算法( 以上属于基

于徐变系数的理论算法$ 另外$ 还有基于实测数据

或数值分析的经验公式法$ 如朱伯芳)'*对大体积混

凝土提出的指数函数公式$ 王勋文等)I*根据试验数

据采用高斯 G牛顿法进行非线性回归得到的公式(

d-a-,:和Z-=16)2,-等)&% G&&*采用进行大量数值分析获

得的公式( 这些近似公式使用方便$ 但在精度上逊

于数值法(

本研究采用逐步积分的数值方法计算松弛系数$

基于 ,公路钢筋混凝土及预应力混凝土桥涵设计规

范- "(7U>J$.$%%H#

)&$*

"以下简称为公路桥梁规

范# 的徐变系数模型$ 给出了计算图$ 并分析了如

何用该图来求解超静定连续梁的徐变次弯矩(

>=基本理论

>?>=混凝土结构的徐变效应

随着时间的推移$ 混凝土中的水分会不断减小$

混凝土体积也在随之缩小$ 在无荷载作用时混凝土

的体积缩小为收缩% 在有荷载作用时混凝土产生的

变形为徐变( 结构中的混凝土受到了各种约束$ 如

钢筋和超静定支座$ 随着时间推移所发生的变化如

图 & 所示( 当确定图 & 中的时间本构方程$ 联立结

构的静力平衡方程和变形协调方程后$ 由这 !个方程

便可求解混凝土结构的各种徐变效应$ 如内力重分

布+ 变形增加+ 刚度降低+ 预应力损失和徐变次内力(

图 $%时间的影响

)#*+$%X==,53"=3#2,

F!
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>?@=时间本构方程

随着时间的推移$ 结构中混凝土的应力和应变

总是在持续变化$ 应力和应变往往相互影响和同时

变化( 应力可能是由荷载作用引起的$ 也可能是由

应变引起的$ 如收缩引起的重分布应力( 应变可能

是由应力产生的$ 也可能是由非直接荷载作用产生

的$ 如支座沉降引起的应变( 无论是应力引起了应

变$ 还是应变引起了应力$ 它们最终都须满足物理

方程 "时间本构方程$ 也称为徐变本构方程#(

考虑时间<因素$ 混凝土的应变
,

包括瞬时弹性

应变
,

<

+ 徐变
,

=+

+ 收缩
,

=8

( 无论是弹性还是非弹

性$ 这些应变均满足叠加原理$ 即有!

,

"<# ,

,

<

"<# 3

,

=+

"<# 3

,

=8

"<#( "&#

##这 ! 项应变中$ 前两项是与应力相关的$ 即应

力松弛计算涉及的瞬时弹性应变和徐变$ 这样混凝

土应变为!

,

=

"<# ,

,

<

"<# 3

,

=+

"<#( "$#

##徐变是混凝土材料特有的时变特性$ 其大小取

决于许多因素$ 主要包括压应力+ 时间 "加载龄期

<

%

+ 应变计算时间 <#+ 水灰比+ 水泥品种+ 构件尺

寸+ 湿度和温度等混凝土自身因素和环境影响( 通

常$ 采用一个无量纲的以时间为自变量的徐变系数

来考虑这些因素$ 用符号
#

"<$ <

%

# 表示 "简写为

#

<$<

%

#$ 代表<时刻单位应力的徐变与<

%

时刻的瞬时弹

性应变的比值(

引入徐变系数后$ 至混凝土在 <

%

时刻施加应力

%

+%

$ <时刻混凝土的应变可表示为!

,

=

"<# ,

%

=

"<

%

#

%

=%

"& 3

#

<$<

%

#$ "!#

式中$

%

=

为混凝土应力$ %

=

为混凝土弹性模量( 下

文用下标 &%' 表示 <

%

时刻$ <

%

时刻的混凝土应力

%

=

"<

%

# 简写为
%

=%

$ %

=

"<

%

# 简写为%

=%

(

若<时刻应力对<

%

时刻应力的增量为
$%

=

$ 按照

黏弹性材料在应力不超过 %B" 倍抗压强度时的

d):a@-, 叠加原理$ 并考虑应力增量的连续变

化$ 有!

,

=

"<# ,

%

=%

%

=%

"& 3

#

<$ <

%

# 3

)

$%

=

%

"& 3

#

<$

-

#

%

=

"

-

#

6

%

=

"

-

#$

"H#

式中
-

为龄期变量(

这是积分形式的时间本构方程$ 方程右边的第 $

项是否可解析积分$ 还是只能数值积分$ 取决于积

分核函数 "徐变系数
#

<$

-

#$ 若
#

<$

-

能解析表达$ 则

可解析积分$ 否则只能数值积分( 针对
#

<$

-

$ 人们提

出了各种不同程度的近似简化或假设$ 以推导获得

便于应用的本构方程( 代数本构方程是最常用的$

由此来求解结构的徐变效应的方法称为代数方法(

代数方法中关键要确定的松弛系数$ 可由松弛问题

来确定 "&B! 至 &B" 节#(

>?A=混凝土纯松弛的增量求和本构关系

松弛问题 "混凝土的纯松弛# 是指在 <

%

时刻对

素混凝土施加强制约束$ 保持应变
,

=

不随时间改

变$ 混凝土的应力将随时间减小( 松弛函数 9 "<$

<

%

# "简写为 9

<$<

%

# 指在这一情况下每单位应变在任

意<时刻的应力$ 即应力与松弛函数的关系可表

示为!

%

=

"<# ,

,

=

9

<$ <

%

( ""#

##采用数值法)'$&!*计算松弛函数是把时间划分为

若干个间隔逐步计算( 现将时间从<

%

至<划分为 A 3

& 个时点$ 令时点向量*

1

,0<

%

$ <

&

$ <

$

$1$ <

A

2

7

$ 令中

间时点向量*

@

f0<

@&

$ <

@$

$1$ <

@A

2

7

$ 其中<

@

"1# f%B"

"<

1*&

3<

1

#$ 1为时点变量( 并假设! "&# 应变历程

是在第 & 时段施加单位阶跃应变$ 此后时段应为 &(

"$# 按照梯形法的思路$ 应力以增量形式在每个时

段的中点阶跃式变化$ 如图 $ 所示$ 其中B为时点变

量( 当时间步足够多$ 并采用早期间隔小后期大的

变步划分时$ 这一近似处理对结果的影响较小( 当

时间步较大时可采用 c1@98),法)&!*

(

图 6%应力[时间关系

)#*+6%(3-,..F3#2,-,?93#"/.<#1

为了统一表达式$ 假设第 & 个时段的持续时间

为 %$ <

&

f<

%

$ 这样初始应力也可等效为增量加载在

时段的中点( 对任意第1个时段 "<

1*&

5<

1

#$ 积分本

构式 "H# 改写为增量求和形式$ 有!

,

=

"<

1

# ,

%

1

B,&

& 3

#

<

1

$ <

-B

%

=

"<

-B

#

$%

+B

$ "J#

式中
$%

=B

表示第B个应力增量(

又$ 按照松弛函数 &应变始终为 &' 的定义$

'!
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并将式 "J# 的求和项的第1式提出$ 有!

%

1*&

B,&

& 3

#

<$<

@B

%

=

"<

@B

#

$%

=

       

B

静定!自由变形

3

& 3

#

<$ <

@1

%

=

"<

@1

#

$%

=

     

1

超静定!约束变形

,&( "F#

##采用力法可以解释式 "F# 这一混凝土纯松弛的

增量求和形式的时间本构方程$ 如图 ! 所示(

图 ;%变形的分解

)#*+;%S,5"21".#3#"/"=!,="-293#"/

考查时间进程中的任意第1个时间间隔$ 有!

"&# 在起点$ 混凝土的应力为 1*& 个应力的叠

加$ 应变为 &$ 此时解除强制约束$ 将构件变为静定

的基本体系(

"$# 静定结构随着时间推移$ 在原有 1*& 个应

力作用下产生新的自由变形$ 应变将大于 &(

"!# 若要保持应变为 &$ 必然需要有另外一部

分变形量存在 "约束变形#$ 用于抵消增加的自由变

形$ 即未知的约束应力 "方向与自由变形相反的应

力增量
$%

=1

#(

"H# 在终点$ 混凝土的应力为 1个应力的叠加$

应变为 &$ 应力减小(

>?I=松弛函数和松弛系数的计算

"&# 按照增量求和本构方程和式 "F#$ 第 1个

时段的应力增量为!

$%

=1

,

%

=

"<

@1

#

& 3

#

<

1

$ <

@1

& *

%

1*&

B,&

& 3

#

<$ <

@B

%

=

<

@

( )
B

$%

=( )B ( "'#

##至时间点<

1

的总应力为!

%

=1

,

%

1

B,&

$%

=B

( "I#

##联立式 ""#+ "I# 和 &

,

=

f&'$ 松弛函数为!

9

<$ <

%

,

%

=

"<# ,

%

A

1,&

$%

=1

$ "&%#

即松弛函数等于当前应力$ 松弛函数的计算实质上

是给定应变历程求解应力反应的过程(

"$# 将积分本构方程式 "H# 改写为代数方程!

,

=

"<# ,

%

=%

%

=%

"& 3

#

<$ <

%

# 3

$%

=

%

=%

"& 3

)

<$ <

%

#

<$ <

%

#$

"&&#

式中
)

<$ <

%

为松弛系数(

按照松弛函数的定义有!

$%

=

,

%

=

"<# *

%

=%

,

,

=

"9

<$ <

%

*%

=%

#( "&$#

##"!# 将式 "&$# 代入式 "&&#$ 可得由松弛函

数和徐变系数求松弛系数的公式!

)

<$ <

%

,

&

& *9

<$ <

%

'%

=%

*

&

#

<$ <

%

( "&!#

##值得一提的是$ 在水工结构中习惯将松弛比

"+<.-̀-:1), +-:1)# 称为松弛系数)'*

$ 记为 :"<$ <

%

#(

松弛比是<时刻的应力与<

%

时刻的应力之比$ 即!

:

<$ <

%

,

%

"<#

%

"<

%

#

,

9

<$ <

%

%

=%

( "&H#

##这样$ 式 "&!# 用松弛比可以表示为!

)

<$ <

%

,

&

& *:

<$ <

%

*

&

#

<$ <

%

( "&"#

>?J=计算过程

"&# 弹性模量与时间的关系模型

目前$ 我国规范均采用不随时间变化的弹性模

量$ 因此根据 ,/1] D)6<.X)6</)+X),=+<:<c:+*=:*+<8

$%&%-

)$*

$ 时变弹性模量是在龄期 $' 6 的混凝土弹

性模量%

=$$'

的基础上乘以一个与时间相关的调整系

数$ 计算式为!

%

=

"<# ,%

=$$'

<

C

&* $'槡( )
槡

'<

$ "&J#

式中C为水泥强度等级影响系数(

"$# 徐变系数模型

按照公路桥梁规范模型$ 徐变系数为 H 个影响

因子的乘积形式$ 计算式为!

#

<$ <

%

,

#

;0

(

"D

=@

#

(

"<

%

#

(

=

"<*<

%

#$ "&F#

式中$ 环境相对湿度因子
#

9(

f& Q

& G9(

%BHJ

!

%B%&槡 !

$ 其

中9(为环境湿度$ !为有效厚度% 混凝土抗压强度

因子
(

"D

=@

# f

"B!

%B&D槡 =@

$ 其中 D

=@

为混凝土抗压强度

平均值% 加载龄期因子
(

"<

%

# f

&

%B& Q:

%B$

%

% 应力持续

时间因子
(

=

"<*<

%

# ,

<*<

%

(

3

3<*<

[ ]
%

%B!

$ 其中构件尺寸

(

3

,&B"!)& Q"&B$9(#

&'

* 3$"%

$

& "%%(

"!# 流程图

从第 & 时段开始$ 由应变为 & 条件$ 逐步计算

每一时段的应力增量$ 如图 H 所示$ 进而确定每一

I!
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时点的应力+ 松弛函数和松弛系数(

图 @%计算流程

)#*+@%)?">5<9-3"=59?5:?93#"/

@=混凝土松弛系数的参数分析

在国内外各大规范还没有提供松弛系数的解析

公式的情况下$ 采用图表法能够相对精细地反映变

量之间的非线性关系$ 不失为一种较好的工程实用

途径( 而要获得精度好又便于应用的工程图表$ 需

要进行大量的参数分析(

众所周知$ 徐变系数模型是决定松弛系数大小

的关键$ 影响徐变系数的众多因素同样地影响着松

弛系数( 若是在计算图表中考虑的因素或参数过多$

势必造成图表数量过多$ 不便于使用( 为此$ 基于

公路桥梁规范的徐变系数模型$ 寻求有工程意义的

主要影响因素(

@?>=弹性模量的影响

假设有效厚度 ! fH%% @@$ 环境湿度 9(f

"%O$ 混凝土抗压强度 D

=_

f!$ D̂ -$ 水泥强度等级

影响系数Cf%B$"$ 混凝土 $' 6 的弹性模量 %

=$$'

f

! h&%

H

D̂ -$ 加载龄期<

%

f$' 6$ 计算时间<f& %%% 6(

按照弹性模量变化模型 "式 "&J## 的计算过程

如下(

"&# 时点计算

由于徐变在早期增长速率大$ 随着时间发展$

增长速率逐渐递减$ 需采用非线性的时间划分$

d-a-,:采用了 &% 的等比数列$ 即按照以 &% 为底的时

间对数函数等间隔划分( 假设将时间划分为 &%% 个

间隔$ 时间对数的间隔
$

E为!

$

E,".2& %%% G.2$'#M&%% f%B%&" "(

##时点的值为! <

%

f$' 6$ <

&

f$' 6$ <

$

f$I 6$1$

<

1

f&%

).2$' Q%B%&" ""1G&#*

$1$ <

&%%

fIJ" 6$ <

&%&

f& %%% 6(

中间时点的值为! <

@&

f$' 6$ <

@$

f$'B" 6$1$ <

@II

f

IH' 6$ <

@&%%

fI'$ 6(

"$# 应力增量计算

按照纯松弛问题$ 在第 & 时段$ 混凝土受到强

制约束$ 应变由 % 增加到 &$ 因此应力由 % 增加到

%

=$<%

$ 应力增量
$%

=&

f! h&%

H

D̂ -( 从第 $ 时段开

始$ 应变保持不变$ 应力将松弛 "递减#$ 此后的应

力增量为负(

由式 "&J#$ %

=

"<

@$

# f!% %!H D̂ -( 由式 "&F#$

#

"<

$

$ <

@&

# f%B$"& IH$

#

"<

$

$ <

@$

# f%B$%H( 由式

"'#$

$%

=$

fG!%% !H h%B$"& IHM"& Q%B$%H# f

GJ$' " D̂ -(

"!# 松弛函数计算

由式 "&%#$ 9"<

&

$ <

%

# f

$%

=&

f! h&%

H

D̂ -$

9"<

$

$ <

%

# f

$%

=&

Q

$%

=$

f$! F&" D̂ -(

"H# 松弛系数计算

按照第 $B! 节$ 第 & 段是一个持续时间为 % 的假

想时间间隔$ 假设为单位阶跃应变历程$ 故无需计

算松弛系数
)

"<

&

$ <

%

#( 由式 "&!#$

)

"<

$

$ <

%

# ,&'

"& G$! F&"'!% %%%# G&M%B$"& IH f%B'%H(

同理$ 可求得上述其余各量及按照弹性模量常

量模型 "%

=

f%

=$$'

# 的结果$ 见表 & 和图 "(

表 $%部分计算结果

'98+$%U9-3#9?59?5:?93#"/-,.:?3

时段

1

时点

<

1

M6

应力增量MD̂ - 松弛函数MD̂ - 松弛系数

! " ! " ! "

& $' !% %%% !% %%% !% %%% !% %%% . .

$ $I GJ $'" GJ $F' $! F&" $! F$$ %B' %B'&

! !% G& %J' G& %JH $$ JH' $$ J"' %B'F %B''

H !& GF$H GF$% $& I$H $& I!' %B'I %BI

&%% IJ" G"' G"$ I !HF &% %%I %B'& %B'J

&%& & %%% G"F G"& I $I& I I"' %B'& %B'J

##注! 表 &+ 图 " 和图 J 中的 &模型
!

' 表示弹性模量按照式

"&J# 变化的情况% &模型
"

' 表示弹性模量不变的情况(

从表 & 和图 " 可以看出$ 应力松弛与徐变有一

些相似之处$ 如早期发展速率快$ 后期渐缓( 在假

设加载龄期为 $' 6 的前提下$ 比较变化和不变化弹

性模量两种情况$ 松弛函数和松弛系数的结果差别

较小$ 松弛系数的最大差值位于终点$ 为 %B'& G

%B'J fG%B%"( 因此$ 通常的混凝土结构在实用计

算上$ 可按不变化弹性模量 "模型
"

# 来计算徐变

和应力松弛(

对于通常的混凝土结构$ 在设计荷载施加时$

混凝土的龄期已较晚$ 模量已基本达到了 $' 6 值$

%H
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图 B%弹性模量的影响

)#*+B%d/=?:,/5,."=,?9.3#52"!:?,.

若迟于 $' 6加载$ 强度和模量将大于 $' 6 值$ 为有

利影响$ 可以忽略( 至于施工过程中加载龄期小于

$' 6的临时荷载属于活荷载$ 无需考虑其时间效应(

永久荷载加载龄期小于 $' 6的情况将在 $B$ 节分析(

@?@=加载龄期的影响

加载龄期将对松弛系数产生显著的影响$ 而大

跨径混凝土桥梁等工程加载龄期早$ 可在 H PF 6(

为此$ 计算加载龄期为 H 6的结果$ 如图 J 所示( 对

比加载龄期 H 6和 $' 6按照模型
!

计算的终值 "图 J

"]# 和图 " "]##$ 差值为 %B"I G%B'& fG%B$$$ 显

然在计算图表中应考虑加载龄期这一主要影响因素(

图 D%早龄期加载

)#*+D%X9-?C 9*,?"9!#/*

如图 J "-# 所示$ 当加载龄期早时$ 采用弹性

模量为 $' 6 常量模型 "模型
"

#$ 松弛函数计算值

总是要小于弹性模量变化模型 "模型
!

#$ 即弹性模

量为常量模型所得的应力值偏于保守( 另外$ 当模

型
"

的曲线在接近终值时$ 松弛函数出现了小于 %

的情况$ 即应力为负$ 这是由于徐变系数基于的

DXI% 模型所导致的$ 虽然与实际不相符合$ 但对松

弛系数的数值影响不大$ 因此采用简化的处理方式$

对小于 % 的松弛函数令其等于 %(

如图 J "]# 所示$ 采用模型
"

的松弛系数曲线

时随变化大$ 甚至出现初始值小于 %( 例如$ 当1f$"

时$ <

1

f&" 6$ %

=$$'

f!% %%% D̂ -$ %

=$H

f$H H$$ D̂ -$

#

"&"$ H# f%BF!I $( 按照变化弹性模量计算的松弛系

数9"&"$ H# f&! %!H D̂ -$ 由式 "&!# 松弛系数
)

"&"$ H# f%BFI$ 按照不变弹性模量有松弛函数 9F

"&"$ H# f&& %$" D̂ -$ 松弛系数
)

F"&"$ H# f%B$!(

尽管如此$ 图 " "]# 的两条曲线随着时间相互趋于

靠近$ 在终值的差值仅为 %B"I G%B"! f%B%J( 而通

常具有工程意义的是松弛系数终值
)

t

"& %%% 6#$ 因

此对于加载龄期早的情况$ 在工程实用计算中也可

以不考虑弹性模量的变化( 尽管如此$ 为了有更精

细的结果$ 下面的分析及图表的计算均采用弹性模

量变化的计算模型(

@?A=有效厚度的影响

通常$ 结构或构件的有效厚度越小$ 混凝土内

部的水分越容易迁移到外界环境$ 徐变越大( 为此$

对不同的有效厚度 !进行计算$ 如图 F 所示(

图 G%有效厚度的影响

)#*+G%d/=?:,/5,."=,==,53#4,3<#5L/,..

从图 F 可以看出$ 薄壁构件的厚度变化对松弛

系数影响较大$ 当 !

"

H%% @@时$ 不同有效厚度的

松弛系数终值差约在 %B%" 以内$ 加载龄期越晚$ 差

值越小% 当加载龄期为 $' 6 时$ ! fH%% @@与 ! f

&%% @@的松弛系数终值差为 %B'& G%B'F fG%B%J @@$

与 ! f& %%% @@的差值为 %B'& G%BFF f%B%H @@( 因

此$ 在计算图表中$ 取 ! 的 &%%$ $%%$ H%%$ & %%% @@

H种情况(

@?I=环境湿度和混凝土强度的影响

环境湿度决定了混凝土内部水分迁移的程度$

是影响徐变的主要因素( 当混凝土强度高时$ 混凝

土的密实度高和孔隙率低$ 配制时的水灰比小$ 混

凝土强度影响了徐变大小)&H*

( 为此$ 对不同的 9(

和D

=_

进行计算$ 分别如图 ' "-# 和图 ' "]# 所示(

从图 ' 可以看出$ 环境湿度和混凝土强度都不

会对松弛系数终值造成显著影响$ 因此在计算图表

中将这两个因子作为常量$ 9(fF"O$ D

=_

f"% D̂ -(

&H
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图 R%环境湿度和混凝土抗压强度

)#*+R%a28#,/3<:2#!#3C 9/!5"21-,..#4,

.3-,/*3<"=5"/5-,3,

然而$ 值得注意的是$ 根据公路桥梁规范的结

果得出了混凝土强度没有显著影响的结论$ 原因在

于公路桥梁规范基于的是 DXI% 徐变模型$ 而新的

DX$%&%

)$$&"*徐变模型对混凝土强度影响因子模型进

行了修正$ 较大幅度地提高了其影响权重$ 因此在

新规范修编时应注意这一问题(

A=实用计算

A?>=计算图

按照参数分析$ 基于公路桥梁规范的徐变系数

模型$ 以加载龄期和有效厚度为主要影响参数$ 其

他影响参数取为常量$ 由此获得松弛系数终值的计

算图 "见图 I#(

图 P%松弛系数终值的计算图

)#*+P%E9?5:?93#"/5<9-3"==#/9?-,?9093#"/5",==#5#,/3

按照/1]$%&%

)$*

$ 在计算徐变效应时$ 通常的混

凝土结构和预应力混凝土结构可以不考虑钢筋的内

部约束$ 将其作为材料单一的素混凝土结构

"0)@)2<,)*8c:+*=:*+<8#$ 即截面上各点的徐变特性

相同( 这是由于钢筋的面积小$ 引起的重分布应力

有限$ 不会对挠度和结构弹性次内力产生显著影响(

并且$ 无论是弹性内力引起变形$ 还是徐变次内力

引起的变形$ 受到的钢筋影响是相同的( 当然$ 对

配筋率较大且显著不对称布置的混凝土结构$ 还是

需要考虑钢筋约束的影响( 也因此$ 相关研究表

明)"*

$ &通常的混凝土结构考虑钢筋约束的松弛系

数' 和 &素混凝土纯松弛问题的松弛系数' 两种情

况在数值上非常接近$ 后者可作为一般混凝土结构

的松弛系数$ 即图 I 可用于大部分的混凝土结构或

预应力混凝土结构的计算(

随着时间发展$ 混凝土产生收缩或徐变$ 钢筋

则会约束混凝土的变形$ 混凝土不能自由变形$ 因

此考虑钢筋的约束属于内部超静定问题( 而通常的

混凝土结构不考虑钢筋约束的处理本质上是将内部

超静定问题简化为内部静定问题(

A?@=超静定梁的徐变效应计算

混凝土梁按照徐变特性相同的素混凝土梁计算$

其内部是静定的$ 若为简支梁$ 外部也是静定的%

若为连续梁$ 外部则是超静定的( 随着时间推移$

连续梁的收缩或徐变受到支座的冗余约束力$ 不能

自由变形$ 产生徐变次内力( 由于徐变是混凝土自

身所产生的$ 因而体系内部重分布的徐变次内力和

支座的徐变次反力是一组自相平衡力系( 即便是仅

考虑外部超静定$ 连续梁的徐变效应计算本身也是

复杂的$ 因涉及到时间问题$ 如求解高次微分方程

组的>18=31,2<+法( 而自 7+)8:提出代数本构方程$

它便成为了求解这一类问题的最强有力的工具(

内部静定而外部超静定的连续梁可能产生显著

的徐变效应$ 典型的情况如结构体系转变时)&*

( 下

面以素混凝土的两跨连续梁为例$ 应用代数方法和

松弛系数图 "见图 I# 来计算其徐变次内力(

A?@?>=连续梁的弹性次弯矩8

<.

假设连续梁承受均布荷载 G 作用$ 跨度分别为

E

-

和E

]

$ 弹性弯曲刚度为%

=

H

=

( 为了便于与考虑时间

效应的次内力比较$ 将不考虑时间效应的中间支座

负弯矩称为弹性次弯矩8

<.

( 按照力法容易求解这个

& 次超静定的连续梁 "以中间支座弯矩 8为基本未

知量#$ 弯矩图如图 &% 所示(

按照中间支座处的相对转角
"

为 % 的变形条件$

写出变形协调方程!

E

-

3E

]

!%

=

H

=

8

<.

*G

E

!

-

3E

!

]

$H%

=

H

=

,%$ "&'#

则弹性次弯矩!

$H
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图 $O%弹性阶段的弯矩图

)#*+$O%X?9.3#52"2,/3!#9*-92

8

<.

,

&

'

G

"E

!

-

3E

!

]

#

"E

-

3E

]

#

( "&I#

##若梁的跨度相等 "均为E#$ 弹性次弯矩为!

8

<.

,

&

'

GE

$

( "$%#

A?@?@=整浇连续梁的徐变次弯矩!

%

按照代数方法$ 由常应力或荷载产生的徐变为

瞬时弹性位移h

#

$ 由变应力或荷载产生的徐变为瞬

时弹性位移 ;

)#

$ 即变应力是在常应力的基础上对

徐变系数乘以一个调整系数$ 这个调整系数便是松

弛系数
)

"按照图 I 计算#( 这一代数处理方式极大

地简化了计算$ 又提高了精度)&*

(

在<

%

到<的这段时间$ 基本体系上的荷载有 G+

弹性次弯矩8

<.

和徐变次弯矩 8

+

$ 其中 G 和 8

<.

为常

量$ 8

+

为变量(

假设两跨梁的徐变特性不同$ 徐变系数和松弛

系数分别为
#

-

$

)

-

$

#

]

$

)

]

( 由相对转角的增量在

任意时刻均为 %$ 列出考虑徐变的变形协调方程!

E

-

"& 3

)

-

#

-

# 3E

]

"& 3

)

]

#

]

#

!%

=

H

=

8

             

+

变应力引起的徐变增量

3

E

-

#

-

3E

]

#

]

!%

=

H

=

8

<.

     

*

常应力引起的徐变增量

G

E

!

-

#

-

3E

!

]

#

]

$H%

=

H     =
常应力引起的徐变增量

,%( "$&#

##将式 "&I# 代入方程$ 推导获得徐变次弯矩的

计算公式!

8

+

,

GE

-

E

]

"E

-

*E

]

#"

#

-

*

#

]

#

')E

-

"& Q

)

-

#

-

# 3E

]

"& 3

)

]

#

]

#*

( "$$#

##式 "$$# 也证明了一条令人惊讶的徐变特性$

即! 当将整浇连续梁设计为等跨 E

-

fE

]

或徐变系数

#

-

f

#

]

时$ 徐变次弯矩为 %$ 徐变不会增加支座负

弯矩$ 在时间发展后总弯矩仍保持不变( 这两个条

件在工程中容易满足$ 即徐变不影响整浇连续梁的

受力性能$ 并且这不限于两跨$ 也适用于多跨(

A?@?A=由预制梁现场连接的连续梁的徐变次弯矩

由预制梁现场连接为连续梁是工程当中较为常

见的结构体系发生改变的情况( 如图 && 所示$ 预制

梁在现场安装并承受永久荷载时为简支梁 "假设为

<

G

%

时刻#$ <

Q

%

时刻现场连接为连续梁$ 此时中间支

座弯矩为 %$ 即采用这种方式形成的连续梁没有支座

负弯矩$ 显然这对结构受力来说是有利的( 那么随

着时间发展$ 徐变对这种现场连接连续梁的受力是

否如同整浇连续梁一样没有影响呢3 下面仍由代数

方法推导其计算公式(

图 $$%体系改变的弯矩图

)#*+$$%&"2,/3!#9*-92"=.C.3,25<9/*,

在<时刻$ 考虑徐变的转角增量方程为!

E

-

"& 3

)

-

#

-

# 3E

]

"& 3

)

]

#

]

#

!%

=

H

=

8F

+

*G

E

!

-

#

-

3E

!

]

#

]

$H%

=

H

=

,%(

"$!#

##徐变次弯矩8u

+

为!

8F

+

,

G"E

!

-

#

-

3E

!

]

#

]

#

')E

-

"& 3

)

-

#

-

# 3E

]

"& 3

)

]

#

]

#*

( "$H#

##显然有 8u

+

R%$ 说明对预制梁现场连接的连续

梁$ 8u

+

总是存在( 若不考虑徐变$ 中间支座弯矩为

%$ 若考虑徐变中间支座弯矩为负$ 徐变对结构受力

显然是不利的( 若不考虑徐变则可能造成负筋配置

不足$ 忽略中间支座负弯矩引起的混凝土开裂等安

全隐患(

当预制梁同时浇注并且截面特性相同时$ 两跨

梁的徐变特性相同$ 令
#

-

f

#

]

f

#

$

)

-

f

)

]

f

)

$ 式

"$H# 改写为!

8F

+

,

G

'

/

E

!

-

3E

!

]

E

-

3E

]

/

#

& 3

)#

,

#

& 3

)#

8

<.

( "$"#

##令
.

为重分布系数$

.

,

#

& 3

)#

$ "$J#

则!

8F

+

,

.

8

<.

( "$F#

##重分布系数
.

可以理解为结构体系改变后$ 徐

!H
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变对支座负弯矩的影响( 而这在工程中是常有的情

况$ 如为了减小支座负弯矩+ 缩短工期等因素$ 在

桥梁工程中常采用预制梁现场连接的连续梁方式$

而不是一次整浇方式(

现考查
.

的取值范围( 通常徐变系数终值的范

围是 &

$#$

H( 当
)"

%B' 时$ 约有 %B" n

.

n&% 随

着
)

的减小$

.

可能要大于 &$ 如取
)

f%B"$

#

fH$

则
.

,&B!!$ 8F

+

I8

<.

( 即$ 一般约有 %B" n

.

J&B!!(

总之$ 当采用预制梁方式$ 尽管弹性次弯矩减

小为 % "没有支座负弯矩#$ 然而随着时间推移将产

生较大的徐变次弯矩$ 增加后的负弯矩甚至可能超

过一次整浇梁的负弯矩$ 应充分考虑徐变可能导致

的这一不利影响(

I?@?I=算例! 加载龄期的影响

假设E

-

f' @$ E

]

fJ @$ ! fH%% @@$ G f&$ _CM@(

两跨梁的徐变特性相同$ 徐变系数
#

f!( 按照不同

加载龄期$ 查图 I 得到松弛系数的终值$ 按照式

"&I# 和式 "$F# 计算$ 结果见表 $(

表 6%中间支座负弯矩

'98+6%K,*93#4,2"2,/3"=2#!!?,.:11"-3

加载龄

期M6

松弛系

数终值

整浇梁弹

性次弯矩M

"_C

*

@#

由预制梁形成

<

%

时刻
<时刻

支座负弯矩M

"_C

*

@#

重分布

系数

支座负弯矩M

"_C

*

@#

H %B"H F' % &B&" 'IB!&

F %BJ$ F' % &B%" '&B'$

&H %BJI F' % %BI' FJB$$

$' %BF" F' % %BI$ F$

"% %B' F' % %B'' J'B'$

##从表 $ 可以看出!

"&# 对通常的 $' 6的加载$ 徐变引起的支座负

弯矩较大$ 应在设计中充分考虑(

"$# 加载龄期越早$ 重分布系数
.

越大$ 中间

支座负弯矩越大$ 更应注意徐变引起的不利影响(

"!# 当加载龄期较早时$ 松弛系数终值若按照

7+)8:建议的定值 %B'

)&$!*

$ 有较大的误差$ 如加载龄

期为 H 6 时的支座负弯矩的偏差为 " 'IB!& G

J'B'$#MJ'B'$ f!%O$ 这也说明了松弛系数终值图

"图 I# 的作用和必要性(

I=结论

在混凝土结构徐变效应 "如内力重分布+ 挠度

增加+ 刚度降低+ 预应力损失和徐变次内力# 的各

种计算方法)&J G&'*中$ 最为有效的是7+)8:

)!*所提出的

代数方法( 代数方法精度取决于松弛系数( 而在实

用计算上$ 通常对混凝土结构不考虑内部钢筋对混

凝土徐变的约束$ 假设其为徐变特性单一的均质结

构)$*

$ 因此钢筋混凝土结构的松弛系数可完全按松

弛问题 "素混凝土# 的松弛系数来确定( 松弛系数

的计算模型有很多( 本研究基于 ,公路钢筋混凝土

及预应力混凝土桥涵设计规范- 的徐变系数模型$

按照徐变增量求和本构方程$ 采用逐步积分的数值

方法$ 给出了松弛系数终值的一种计算图 "图 I#(

该图能够用于徐变效应的实用计算$ 如超静定结构

的徐变次内力计算(

另外$ 在分析和计算过程中$ 得到以下结论!

"&# 对比弹性模量随时间的变化模型和常量模

型$ 在松弛系数终值上两者的结果偏差不大$ 当加

载龄期早时$ 常量模型结果偏于保守( 因此$ 在松

弛问题的工程实用计算上可以采用弹性模量常量模

型 "$' 6#(

"$# 加载龄期是影响松弛系数终值
)

t

的最主要

因素$ 加载龄期越早$

)

t

越小( 结构或构件的有效

厚度对
)

t

有较大影响$ 对薄壁构件尤为显著$ 有效

厚度越小$

)

t

越大( 环境湿度和混凝土抗压强度对

)

t

影响相对较小(

"!# 对整浇连续梁$ 采用代数方法推导的徐变

次弯矩计算公式表明$ 连续梁等跨或各跨徐变系数

相等时$ 徐变次弯矩为 %$ 徐变不会增加支座负弯

矩$ 徐变不影响整浇连续梁的受力性能(

"H# 相对于整浇连续梁 "弹性次弯矩 8

<.

#$ 采

用预制梁现场连接方式$ 结构体系发生了改变$ 由

简支梁转变为连续梁$ 徐变次弯矩计算可由 8

<.

乘以

一个重分布系数
.

$

.

与徐变系数和
)

t

有关( 体系

改变时$ 徐变引起的次内力较大( 若采用 7+)8:提出

的
)

t

定值 %B'$ 加载龄期早时的结果偏差较大( 若

不考虑徐变可能造成安全隐患$ 如支座负筋配置不

足$ 忽略徐变引起的混凝土开裂(
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è9<+1@<,:-.;<8<-+=3 ), X),=+<:<X+<<9 /)+D-1, U1+6<+

)/X),:1,*)*8;1216 b+-@<d+162<)/c*:),2d+162<)(*E

()*+,-.)/01234-5-,6 7+-,89)+:-:1), ;<8<-+=3 -,6

><?<.)9@<,:$ $%&%$ $F "H#! &%& G&%HE

)&'* 李法雄$ 王晓夫$ 黄厚卿$ 等E钢G混凝土组合梁斜拉

桥收缩徐变影响 )(*E公路交通科技$ $%&!$ !%

"&%#! "H GJ%E

ZYb-\̀1),2$ WTCU[1-)\/*$ 0STCU0)*\L1,2$ <:-.E

Y@9-=:)/c3+1,_-2<-,6 X+<<9 ), c:<<.\=),=+<:<X)@9)81:<

X-].<\8:-5<6 d+162< ) (*E ()*+,-.)/01234-5 -,6

7+-,89)+:-:1), ;<8<-+=3 -,6 ><?<.)9@<,:$ $%&!$ !%

"&%#! "H GJ%E

"H


