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摘要 本文是一篇综述, 概述正定第一 Chern 类的复流形上 Kähler-Einstein 度量的存在性最近 30 年

来的研究进展. 本文将重点介绍 Tian 解决 Yau-Tian-Donaldson 猜想的工作.
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1 引言和历史回顾

紧复流形上 Kähler-Einstein 度量的研究可以追溯到 20 世纪 50 年代初的 Calabi 问题. Calabi [1]

提出: 给定紧复流形 M 上的一个 Kähler- 类 [ω] 和 2πc1(M) 中任意的一个 (1, 1)- 形式 Ω, 是否存在

[ω] 中的一个 Kähler- 度量 ωg 满足

Ric(ωg) = Ω? (1.1)

求解 Ricci- 曲率平坦的 Kähler-Einstein 度量就是求方程 (1.1) 在 Ω = 0 时的解. Calabi 问题被 Yau

在 1978 年所解决 (参见文献 [2]).

若 M 上的 Kähler- 度量 ωg 满足

Ric(ωg) = λωg, λ = 1, λ = −1 或 λ = 0, (1.2)

即 ωg 的 Ricci-曲率为常数,则称 ωg 为一个 Kähler-Einstein度量 (以下简写作 KE-度量). 显然,在M

上存在 KE- 度量时 Kähler- 流形的第一 Chern 类 c1(M) 有确定的符号, 即 c1(M) > 0, c1(M) < 0 或

c1(M) = 0. 因此, 为求解 (1.2), 可根据 c1(M) 的符号取 ωg ∈ 2πc1(M), 或 ωg ∈ −2πc1(M) 1). 40 多年

1) 在 c1(M) = 0 时可选择任意 Kähler 类, 参见文献 [2].
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前, Yau通过研究一类复Monge-Ampère方程 (以下简记作MA-方程)解决了 c1(M) < 0和 c1(M) = 0

情形的 KE- 度量存在性问题 [2]. Aubin [3] 在同一时期也独立解决了 c1(M) < 0 情形.

关于在 c1(M) > 0 (即 Fano- 情形) 的方程 (1.2) 的可解性, 我们熟知有 KE- 度量存在性的障碍.

早在 20 世纪 50 年代初, Matsushima [4, 5] 通过研究 KE- 度量的 Laplace- 算子的特征函数证明了存

在 KE- 度量的 Fano- 流形, 其全纯自同构群 Aut(M) 必须是约化的. 由此可知, 自同构群非约化的

Kähler- 曲面 CP 2#CP 2 和 CP 2#2CP 2 上都不存在 KE- 度量.

在 1983 年, Futaki 发现了另一个重要的存在性障碍, 即 Futaki- 不变量. Futaki- 不变量 f(·) 是
定义在 Aut(M) 的 Lie- 代数 η(M) 上的线性形式. 取定 2πc1(M) 中的 Kähler- 度量 g, 并记 h 是其

Ricci- 位势, 即 h 满足

Ric(g)− ωg =
√
−1∂∂̄h,

则

f(X) =

∫
M

X(h)ωn
g , ∀X ∈ η(M).

Futaki 证明了 f(X) 不依赖于 2πc1(M) 中具体 ωg 的选取, 因而是全纯不变量. 特别地, 当 M 具有

KE- 度量时 f(·) 消失. 可以构造出许多具有可约的 Aut(M)、但 f 不消失的 Fano 余 1 维齐性空间

(space with cohomogenous one) [6, 7] 的例子. 显然, 这些流形上也不存在 KE- 度量.

从现在起, 我们都假设 M 是 Fano- 流形. KE- 度量的唯一性问题由两位日本数学家 Bando 和

Mabuchi [8] 在 1985年解决. 此后人们开始寻找 Fano-流形上存在 KE-度量的充要条件.在过去 30多

年中, 数学家们在这方面建立了许多基础性工作. 以下是一些有代表性的工作.

(1) Tian [9] 引进了 α- 不变量并用它给出了存在 KE- 度量的一个充分条件. 由此通过计算 α- 不

变量构造出一系列 KE- 流形的新例子. 在随后的文献 [10] 中, Tian 和 Yau 证明了大量的 Fano- 曲面

都存在 KE- 度量.

(2) Tian [11] 在文献 [10]的基础上通过建立部分 C0-估计解决了 Fano-曲面上 KE-度量的存在性

问题.随后,他提出了高维情形的部分 C0-估计猜测 [12]. 这个猜测是用连续性方法研究 KE-度量的技

术关键 (参见文献 [13]).

(3) Ding 和 Tian [14] 引入了广义 Futaki- 不变量并构造出不存在 KE- 度量且不存在非平凡全纯

向量场的 Kähler- 轨形 (Kähler orbifold) 的例子.

(4) Tian [15] 引入了 K-稳定性的概念并证明了在不存在非平凡全纯向量场时 K-稳定是存在 KE-

度量的必要条件. 同时, 他提出了关于 Fano- 流形上 KE- 度量的存在性与 K- 稳定性等价的猜测, 也

就是熟知的 Yau-Tian-Donaldson猜想 (以下简称 YTD-猜想).在文献 [15]中, Tian还引进了 CM -丛

的概念. 在后来的文献 [16]中,他和 Paul证明了广义 Futaki-不变量是 CM -丛的一个权 (weight) (也

可参见文献 [17]).

(5) Donaldson [18] 用代数几何中不变量对广义 Futaki- 不变量和 K- 稳定性给出了新的解释和推

广 2). 他在另一文献 [20] 中证明了在没有非平凡全纯向量场时 Kähler- 流形的 Chow- 稳定是存在具

有常数量曲率的 Kähler- 度量的必要条件.

(6) Wang 和 Zhu [21] 通过将 (1.2) 约化为 Rn 上的一个实 MA- 方程得到 C0- 先验估计, 完整地解

决了环流形上 KE- 度量的存在性问题.

(7) Berman [22] 用 Deligne- 配对推广了 Tian [15] 的结果, 证明了在存在非平凡全纯向量场的情形,

K- 多重稳定 (K-polystability) 是存在 KE- 度量的必要条件.

2) Li 和 Xu [19] 证明了对 Fano- 流形 Donaldson 的 K- 稳定性定义与 Tian [15] 的定义是一致的.
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(8) Berndtsson [23] 证明了 Kähler- 流形上有关奇异 KE- 度量或奇异 Kähler-Ricci 孤立子的唯一

性. 特别地, 他对 Tian 和 Zhu [24] 的 Kähler-Ricci 孤立子唯一性定理给出了一个新证明.

(9) Donaldson 和 Sun [25] 用 Hörmander L2- 理论将 Tian 的 KE- 复曲面上部分 C0- 估计推广到

高维 KE- 流形. Tian [26] 也独立证明了这一结果.

(10) 通过对 KE- 锥度量建立 Cheeger-Colding-Tian 紧性理论以及部分 C0- 估计后, Tian [27] 最终

解决了 YTD- 猜想 3). Chen 等 [28] 也在同一时期给出这一猜想的另一个证明.

猜想 1.1 (YTD- 猜想) Fano 流形上存在 KE- 度量当且仅当流形是 K- 多重稳定的.

类似于 Hermite-Yang-Mills 理论, YTD- 猜想建立了 KE- 度量存在性与代数几何稳定性之间的联

系 [12, 29–31]. 它开创了在 K- 稳定代数簇范畴中建立 KE- 流形模空间的课题. Li 等 [19, 32–35] 在这方面

的研究取得了丰富的成果. 最近, 文献 [36–38] 用代数几何的语言和工具深刻地刻划了 K- 半稳定或

K- 多重稳定的代数簇的一些基本代数性质. 然而目前除对 Fano- 曲面 [11]、环流形 [21] 和 Lie- 群紧化

空间 [39, 40] 外, 仍不知道是否存在更简洁有效的方法来验证一个给定的 Fano- 流形是否满足 K- 稳定

条件.

本文是一篇综述, 希望给最近 30 年来 Fano- 流形上 KE- 度量的存在性研究一个概括. 我们将重

点介绍 Tian 有关 YTD- 猜想的证明. 这个证明的基本思想是他在早期文献 [12,13] 中提出, 即通过建

立部分 C0- 估计来完成. 证明过程牵及了微分几何中多个分支的深刻理论, 如 Cheeger-Colding-Tian

紧性理论、Bergman 核估计和奇性 KE- 簇的自同构群结构等. 关于这些课题以及 KE- 度量存在性的

研究至今仍相当活跃. 自 2012 年以来, YTD- 猜想的证明也有了一些新的证明, 如文献 [41–45] 等. 另

外, Berman 等 [46] 给出了在不存在非平凡全纯向量场情形的 YTD- 猜想的一个变分法证明. 实际上,

他们需要假设一致 K- 稳定性 (详细见第 3.3 小节的讨论). 其他相关进展可参见文献 [47–50] 等.

本文安排如下: 第 2 节主要回顾用复 MA- 方程的连续性方法来研究 KE- 度量存在性, 特别是有

关 Tian 的 α- 不变量和能量泛函逆紧性等存在性判别定理 (参见命题 2.1 和定理 2.2). 在这一节还讨

论几类典型的 KE- 流形例子. 第 3 节主要讨论 Ding 和 Tian 的广义 Futaki- 不变量及其与 K- 稳定

性和 YTD-猜想的关系 (参见定理 3.1和 3.2). 还将在第 3.3小节介绍一致 K-稳定的概念. 第 4节讨

论 KE-锥度量与一类复 MA-方程的关系,和 Donaldson开性定理 (定理 4.1). 在第 4.2小节还将概要

地回顾 Tian 对 YTD- 猜想的证明. 第 5 节讨论如何在定理 3.2 的证明中运用部分 C0- 估计, 将介绍

文献 [27]中的两个主要结果 (定理 5.1和 5.2). 在第 6–8节讨论定理 3.2证明中的技术性部分,包括关

于 KE- 锥度量的 Cheeger-Colding-Tian 收敛性定理 (定理 6.2)、定理 5.1 和 5.2 等的证明.

2 复 Monge-Ampère 方程

受 Yau [2] 解决 Calabi 问题的启发, 研究 Fano- 流形上方程 (1.2), 我们通过用连续性方法求解以

下的复 MA- 方程 [9, 15,51,52]:

det(gij̄ + φij̄) = det(gij̄)exp{h− tφ}, (gij̄ + φij̄) > 0, 参数 t ∈ [0, 1]. (2.1)

易知在 t = 1时 (2.1)与 (1.2)等价. 根据文献 [2]等的方法,可以证明求解 (2.1)的关键是解 φt 的 C0-

估计 (参见文献 [9, 51,52]). 然而根据引言所述的存在性障碍, 方程 (2.1) 在 t = 1 时一般没有解.

3) Tian 曾在 2012 年 10 月 25 日在美国 Stony-Brook 大学的 Simons 数学和物理中心举办的一次学术会议上宣布他的
结果, 并给出了证明的主要步骤.
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为对 (2.1) 建立存在性判据, 1987 年 Tian [9] 引入了下述 α- 不变量: 对 [ω] = 2πc1(M), 在规范化

Kähler- 位势空间

H0 =
{
ϕ
∣∣∣ωϕ = ω +

√
−1∂∂̄ϕ, sup

M
ϕ = 0

}
上定义 α- 不变量

α(M) = sup

{
α > 0

∣∣∣∣ ∫
M

e−ϕωn <∞,∀ϕ ∈ H0

}
.

Tian 证明了下面的命题:

命题 2.1 若 Mn 是 n- 维 Fano 流形并

α(M) >
n

n+ 1
, (2.2)

则 (2.1) 对任意 t ∈ [0, 1] 有解.

通过计算 α(M), Tian 和 Yau [10] 证明了大量的 Fano- 曲面都存在 KE- 度量. 随后, 在 1990 年

Tian [11] 通过建立部分 C0- 估计完整解决了复曲面情形的 KE- 度量存在性问题, 即定理 2.1.

定理 2.1 Fano- 曲面上存在 KE- 度量当且仅当其 Futaki- 不变量消失.

综合定理 2.1和 Fano-曲面分类定理可知,除两个爆破 (blowing-up)空间 CP 2#CP 2和 CP 2#2CP 2

外的 Fano-曲面上都存在 KE-度量. 十几年前 Cheltsov [53] 曾计算了所有 Fano-曲面的 α-不变量. 特

别地, 他指出对一类三次曲面, α- 不变量恰好等于命题 2.1 中的临界值 2
3 . 因此, 命题 2.1 不能直接应

用于这类曲面. 实际上, 为证明定理 2.1, Tian 还构造了更复杂的 αl- 不变量.

一般来说, 特别对高维 Fano 流形, 很难计算 α- 不变量. 在实践应用中, 我们通常以 αK- 不变量

代替 α- 不变量 [9, 10,54], 其中 K 是 Aut(M) 的一个紧子群. αK- 不变量在一些特殊情形可以显式计算

出来. 例如, 在环流形上取 K 是 Aut(M) 的极大紧环面和 Wely 群生成的紧群, Song [55] 计算了环流

形的 αK-不变量; Delcroix [56] 通过研究凸位势的 Newton多面体将 Song的结果推广到约化复 Lie-群

的 Fano-紧化空间; 最近, Li和 Zhu [57] 将约化复 Lie-群紧化空间的 αK-不变量和 αK
l -不变量用动量

映射多面体 (moment polytope) 给出了显式表达.

2.1 FFF - 泛函/KKK- 能量和分析判据

虽然命题 2.1 一般能有效地解决 (2.1), 但 (2.2) 仍只是一个充分条件. 为建立充要条件, Tian [15]

在 1997 年引入了 F - 泛函建立 (2.1) 有解的分析判据. F - 泛函最早由 Ding [58] 引进, 是 (2.1) 在 t = 1

时的变分泛函. F - 泛函也称 Ding- 泛函.

首先定义空间 H0 上的 J- 泛函 (参见文献 [9, 51])

J(ϕ) =
1

V

n−1∑
i=0

i+ 1

n+ 1

∫
M

√
−1∂ϕ ∧ ∂̄ϕ ∧ ωi ∧ ωn−i−1

ϕ ,

则 F - 泛函 F (·) 定义为

F (ϕ) = J(ϕ) − 1

V

∫
M

ϕωn − log

(
1

V

∫
M

eh−ϕ ωn

)
. (2.3)

定义 2.1 [13, 15,59,60] 记 Aut0(M)为 Aut(M)的单位分支. 记 ϕσ 是 σ ∈ Aut0(M)诱导的 Kähler-

位势, 即 ϕσ 满足

ω +
√
−1∂∂̄ϕσ = σ∗(ω +

√
−1∂∂̄ϕ). (2.4)
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若存在连续函数 p(t) : R → R 满足 limt→+∞ p(t) = +∞, 使得

F (ϕ) > inf
σ∈Aut0(M)

p(J(ϕσ)),

则称 F (·) 是模 Aut0(M)- 逆紧的.

我们有下述 KE- 度量存在性的分析判据:

定理 2.2 Fano- 流形上存在 KE- 度量当且仅当 F - 泛函 F (·) 是模 Aut0(M)- 逆紧的.

在 Aut0(M) = {Id}的情形,定理 2.2最先由 Tian [15]证明 (也可参见文献 [61]). 之后 Tian [26]对一

般情形给出了充分性部分的证明 4). 2017 年, Darvas 和 Rubinstein [60] 用 Mabuchi [63] 、Semmes [64] 和

Donaldson [65] 的关于 Kähler- 位势的测地线理论证明了必要性部分. 目前还不知道是否可用 Tian [15]

的连续性方法来证明 Davas 和 Rubinstein 的结果.

定理 2.2对 Mabuchi的 K-能量 µ(·) [63] 也成立. µ(ϕ)可定义于任意 Kähler-类,其临界点是具有

常数量曲率的 Kähler- 度量. 特别地, 在 H0 空间, µ(·) 可以表示成

µ(ϕ) = − 1

V

∫ 1

0

∫
M

ϕ̇t(S(ωϕt)− n)ωn
ϕt

∧ dt, (2.5)

其中 {ϕt} 是 H0 中任意连接 Kähler- 位势 0 和 ϕ 的一个道路. Tian [15] 证明了

µ(ϕ) > F (ϕ)− C, ∀ϕ ∈ H0.

若存在满足定义 2.1 假设的函数 p(t), 使得

µ(ϕ) > inf
σ∈Aut0(M)

p(J(ϕσ)), (2.6)

则称 µ(·) 是模 Aut0(M)- 逆紧的. 由此, 从定理 2.2 推出下面的定理:

定理 2.3 Fano- 流形上存在 KE- 度量当且仅当 K- 能量 µ(·) 是模 Aut0(M)- 逆紧的.

2.2 Fano KE- 流形的例子

本小节列出一些高维 Fano KE- 流形的例子. 我们略去熟知的 Hermite- 对称空间的例子 [66].

例 2.1 CPn+1 中 k- 次超曲面 Mn,k,

Mn,k =

{ n+1∑
i=0

zki = 0

}
, k = 1, . . . , n+ 1.

记 HCPn+1 为 CPn+1 的超平面线丛, 则

K−1
Mn,k

= (n+ 2− k)HCPn |Mn,k
.

因此, 在 k = 1, . . . , n + 1 时 Mn,k 是 Fano- 流形. 还知, CPn 是 Mn,k 的 k 次分歧覆盖. 记 K 是

Aut(Mn,k) 的极大紧子群. 用 CPn 上 F - 泛函的逆紧性, Tian [67] 证明了 F - 泛函 F (ϕ) 在 K- 不变的

Kähler 位势空间 H0(Mn,k) 上也是逆紧的. 所以, 从定理 2.2 知, 在 k = 1, . . . , n+ 1, Mn,k 上存在 KE-

度量.

4) 在文献 [59, 62] 中使用 Hamilton 的 Ricci 流方法也证明了定理 2.2 的充分性部分.
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例 2.2 复环面 (C∗)n 的紧化空间称为 n- 维环流形. n- 维 Fano- 环流形都可以与 Zn 中形如

P =
∩

i=1,...,d

{li(x) = ⟨Ai, x⟩ < 1}

的格点多面体一一对应, 其中 Ai ∈ Zn. 因此, 对每个确定的维数, Fano- 环流形的数目有限.

Wang 和 Zhu [21] 通过将 (2.1) 约化为 Rn 上一个实 MA- 方程证明了下面的定理:

定理 2.4 Fano- 环流形 M 上存在 KE- 度量当且仅当其 Futaki- 不变量消失.

定理 2.4 还可以用 Hamilton 的 Ricci- 流或定理 2.2 来证明, 参见文献 [59, 68].

例 2.3 紧 Hermite- 对称空间上的环丛.

环丛是指其每点的纤维都是环流形. 易见紧 Hermite- 对称空间上的环丛是 Fano- 流形当且仅当

其纤维是 Fano- 环流形. Podesta 和 Spiro [69] 将 Wang 和 Zhu 的结果推广到 Fano 环丛.

定理 2.5 紧 Hermite- 对称空间上的环丛 M 上存在 KE- 度量当且仅当其 Futaki- 不变量消失.

对底空间是 Fano KE- 流形 (可以任意) 的 CP 1- 丛, 定理 2.5 也可用常微分方程方法来证明, 参

见文献 [6, 70].

例 2.4 约化复 Lie- 群 G 的紧化空间.

设 M 是具有全纯 G ×G- 作用的紧复流形. 如果 M 上存在 (作为 G ×G- 齐性空间) 与 G 同构

的开、稠密 G ×G- 轨道, 则称 M 是 G- 群紧化. 由于 G ×G- 作用有不同的延拓方式, 相应的 G- 紧

化空间一般只是一个代数簇 [71–73].

类似于环流形的情形, 每个 G- 群紧化都对应动量多面体 P . 记 G 的 Weyl- 群为 Γ 和 P+ = P/Γ.

在 2017 年, Delcroix [39] 证明了下面的定理:

定理 2.6 若 M 是 Fano G- 群紧化, 记 bar(2P+) 为 2P+ 的重心, ρ 是正根和的一半, Ξ 是正根

张成的内部锥, 则 M 上存在 KE- 度量当且仅当

bar(2P+) ∈ 4ρ+ Ξ. (2.7)

Delcroix 还证明了从 (2.7) 可以得出 Futaki- 不变量对 G×G- 作用诱导的全纯向量场都消失, 反

之一般不成立. 事实上, (2.7) 对应于一类等变形变构形 (C∗- 作用) 的广义 Futaki- 不变量, 因而与 K-

稳定性有关 (参见文献 [40, 74]). Delcroix [39] 用文献 [21] 中方法证明了定理 2.6 的充分性部分. 最近,

Li 等 [40] 通过研究 K- 能量的逆紧性给出了定理的另一证明.

3 KKK- 稳定性和 YTD- 猜想

Futaki-不变量首先定义于 η(M) ̸= 0的 Fano-流形. 在 1992年由 Ding和 Tian [14] 推广到 Q-Fano

簇. 由于存在奇点, 推广 Futaki- 不变量到 Q-Fano 簇上定义有相当的技术困难. 一个正规簇 M 若存

在正整数 m 使得 K−m
M 能从正则部分 Mreg 全纯延拓到整个 M , 则称它是一个 Q-Fano 簇. 这时存在

正整数 l > 0 使得 H0(K−ml
M ,M) 的基给出一个 Kodaira- 嵌入

Φ :M → CPN ,

其中 N = dimH0(K−ml
M ,M)− 1. 于是,

ω =
1

ml
Φ∗ωFS ∈ 2πc1(M).
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定义 3.1 [14] 设 M 是 Q-Fano簇, Φ是其到 CPN 的一个 Kodaira-嵌入. 若存在正整数 r > 0使

得 1
rΦ

∗ωFS ∈ 2πc1(M), 则称 1
rΦ

∗ωFS 是 M 上的一个容许 (admissible) Kähler- 度量.

对每个容许 Kähler- 度量 ωg, 都存在 Ricci- 位势 h 满足

Ric(g)− ωg =
√
−1∂∂̄h, 在 Mreg 内.

由于 M 上的任意全纯向量场 X 都可以提升到 CPN , Ding 和 Tian 运用文献 [75] 中的推理证明了下

面的引理:

引理 3.1 线性泛函

fM (X) =

∫
M

X(h)ωn
g , ∀X ∈ η(M)

可定义并且与容许 Kähler- 度量的具体选取无关.

这样用引理 3.1, 我们推广 Futaki- 不变量如下: 记 Φ 是 M 到 CPN 的一个 Kodaira- 嵌入, 满足

对某正整数 r > 0, 1
rΦ

∗ωFS ∈ 2πc1(M). 记 σs = exp{sX} (s ∈ [0,∞)) 是 X ∈ η(CPN ) 生成的单参数

子群. 还设 σs(Φ(M)) 在 s → ∞ 时有 (作为代数链的) Q-Fano 极限簇 M0 (即 σs(Φ(M)) 是文献 [15]

中所述 σs 生成的特殊退化). 我们称

fM0(X) =

∫
M0

X(h)ωn
g

是 M 上关于 X 的 Ding 和 Tian 的广义 Futaki- 不变量. 有时为了方便起见, 我们称之为 DT- 不变

量. 正如 Futaki- 不变量, DT- 不变量是 Q-Fano 簇上存在典则度量的障碍.

Tian [15] 证明了以下 DT- 不变量与 K- 能量间的关系.

命题 3.1 对于任意关于 X ∈ η(CPN ) 诱导的特殊退化 σs(Φ(M)) 的 Q-Fano 极限簇 M0, 成立

real(fM0(X)) = − lim
t→0

d

dt
µ(ϕσ− log t

), (3.1)

其中 ϕσs 是由 σs 按 (2.4) 决定的一族诱导 Kähler- 位势.

3.1 DT- 不变量与 KKK- 稳定性

Tian [15] 通过 DT- 不变量定义下面的 K- 稳定性:

定义 3.2 设 M 是 Fano- 流形.

(i) 若对 M 的任意特殊退化, 其极限 M0 都满足 fM0(X) > 0, 则称 M 是 K- 半稳定的;

(ii) 若对 M 的任意特殊退化, 其极限 M0 都满足 fM0(X) > 0, 则称 M 是 K- 稳定的;

(iii) 若对 M 的任意特殊退化, 其极限 M0 都满足 fM0
(X) > 0 并且等式成立当且仅当 X ∈ η(M),

则称 M 是 K- 多重稳定的.

DT- 不变量 fM0(X) 还可以从代数几何的权来解释. 根据命题 3.1, 文献 [15–17] 也称它为关于 σs

的 CM - 权. 一般来说, σs(Φ(M)) 的极限 M0 只是代数链, 然而极限 limt→0
d
dtµ(ϕσ− log t

) 总存在 (参见

文献 [76, 77]). 文献 [19, 78,79] 等还有对极限 limt→0
d
dtµ(ϕσ− log t

) 更进一步的解释.

Donaldson [18]用形变构形 (即 C∗-作用)的概念代替单参数群 σs重新描述了 DT-不变量 fM0(X).

定义 3.3 Fano- 流形 M 的形变构形是指满足下述条件的概型M 以及 M 上的 C∗- 作用组成

的对:

(1) 存在平坦 C∗- 等变映射 π : M → C 使得 Mt = π−1(t) 在任意 t ̸= 0 处与 M 双全纯等价;

345



朱小华: 正定第一 Chern 类的复流形上 Kähler-Einstein 度量的研究

(2) 存在 M 上的 C∗- 等变线丛 L 使得在任意 t ̸= 0 处 L |π−1(t) 都与某固定的 K−r
M (r ∈ N+)

同构.

记 L = L |M0 是 L 在 M0 上的限制. 由于 π : M → C 是平坦 C∗- 等变映射, 故

H0(M0, L
k) = H0(M,K−rk

M ).

记 C∗- 作用在 H0(M0, L
k) 的最高次外积空间上作用的权为 S1(k), 则从 S1- 等变 Riemann-Roch 公

式 [18] 知, S1(k) 和 S2(k) = dim(H0(M0, L
k)) 可以形式地写作

S1(k) = Ckn+1 +Dkn +O(kn−1),

S2(k) = Akn +Bkn−1 +O(kn−2).

Donaldson 的广义 Futaki- 不变量 F1, 也可称为 DF- 不变量, 定义如下:

F1 =
B

A
C −D.

若 M0 是 Q-Fano 簇, 用 S1- 等变 Riemann-Roch 公式 [18, 68] 可知,

V F1 = fM0(X),

其中 V = c1(M)n. 不变量 F1 实际上可以解释为 Chow- 权 (参见文献 [69, 80,81]).

注 3.1 射影空间 CP 1 存在广义 Futaki- 不变量为 0 的非平凡形变构形, 参见文献 [19]. 因此,

定义 3.2 中 K- 多重稳定的概念必须限制于单参数群所诱导的特殊退化而不能是任意的形变构形. 也

就是说, YTD- 猜想中的 K- 多重稳定只须用 DT- 不变量来定义就行了.

3.2 YTD- 猜想

类似于 Futaki- 不变量, K- 稳定也是存在 KE- 度量的障碍.

定理 3.1 若 M 是 KE- 流形, 则

(i) 当 η(M) = 0 时, M 是 K- 稳定的;

(ii) 当 η(M) ̸= 0 时, M 是 K- 多重稳定的.

定理 3.1(i) 可由定理 2.2 得出. 在 2013 年, Berman [22] 用 Deligne- 配对证明了定理 3.1(ii). 在文

献 [27] 中, Tian 证明了定理 3.1 的逆定理. 几乎同一时期, Chen 等 [28] 给出了逆定理的另一证明. 总

之, 有如下的定理 3.2.

定理 3.2 若 Fano- 流形 M 是 K- 多重稳定的, 则 M 存在 KE- 度量.

综合定理 3.1 和 3.2 可知 YTD- 猜想 1.1 成立. 在下面的章节我们主要讨论 Tian 用形变 KE- 锥

度量的过程来证明定理 3.2 5).

3.3 关于一致 KKK- 稳定性

根据文献 [46, 77], 我们可定义关于 Fano- 流形的一致 K- 稳定性.

5) 在文献 [82], Donaldson 曾提出用形变 KE- 锥度量到零角度来研究与文献 [83,84] 相关的一个光滑代数簇外的 Ricci-
平坦的 Kähler- 度量.
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定义 3.4 如果对 Fano- 流形 M 存在常数 δ > 0 使得对任意单参数变换群 σs, 下面不等式都

成立 6):

lim
t→0

d

dt
µ(ϕσ− log t

) 6 δ lim
t→0

d

dt
J(ϕσ− log t

),

则称 M 是一致 K- 稳定的.

文献 [27] (或文献 [79]) 证明了极限 limt→0
d
dtJ(ϕσ− log t

) 与 limt→0
d
dtµ(ϕσ− log t

) 一样, 也是某个

SL(N + 1,C)- 表示的权. 由 K- 能量泛函的逆紧性不等式 (2.6) 所改进的强迫性不等式 [60] 可知, 在

η(M) = 0 的情形, KE- 度量的存在必然导致流形满足一致 K- 稳定性条件. Berman 等 [46] 证明了逆

命题也成立. 事实上, 文献 [46] 证明了一致 K- 稳定可以推出 K- 能量的逆紧性, 由此给出了在假设

一致 K- 稳定的条件下 η(M) = 0 情形的 YTD- 猜想的一个变分法证明. 用 K- 能量的逆紧性来研究

Q-Fano 簇上的奇性 KE- 度量可参见文献 [85]. 有关奇性 KE- 度量与一致 K- 稳定性的关系最近的研

究可以参见文献 [38, 49,50]. 但是, 从 K- 稳定性能否推出一致 K- 稳定性仍然是一个未解决的问题.

4 KE- 锥度量的形变

取 z = ρe
√
−1θ 是复平面 C 上点的坐标. 取定 β ∈ (0, 1] 并定义度量 C \ {0},

√
−1

dz ∧ dz̄
|z|2−2β

. (4.1)

这是在顶点 0 具有锥角 2πβ 的锥度量. 若作坐标变换 r = β−1ρβ , 则上述度量可写作

dr2 + β2r2dθ2. (4.2)

这是标准的单位圆周 (准线) 长 2πβ 的锥度量.

在 Cn (n > 2) 的高维情形, 标准锥度量取作

ωβ =
√
−1

(
dz1 ∧ dz̄1
|z1|2−2β

+

n∑
i=2

dzi ∧ dz̄i
)
. (4.3)

于是, ωβ 是沿超平面 {0} × Cn−1 具有锥奇性的平坦度量.

更一般地, 可以定义光滑流形上沿除子具有指定渐近正则性的 Kähler 锥度量. 设 M 是 Kähler-

流形, D 是 M 上的一个光滑除子. 我们有下面的定义:

定义 4.1 若M\D上的光滑 Kähler-度量 ω满足在任意 p ∈ D附近都存在局部坐标 (z1, . . . , zn),

使得

(C1) 在坐标 (z1, . . . , zn) 下 D = {z1 = 0};
(C2) 在坐标变换 ξ = |z1|β−1z1 下, 存在与 p ∈ D 无关的 α ∈ (0, 1) 使得系数

ω11̄ = ω

(
∂

∂zβ1
,
∂

∂z̄1β

)
, ω1j̄ = ω

(
∂

∂zβ1
,
∂

∂z̄j

)
, ωij̄ = ω

(
∂

∂zi
,
∂

∂z̄j

)
, 2 6 i, j 6 n,

在坐标 (ξ, z2, . . . , zn) 下是 Cα- 函数;

(C3) 在 D 上 ω11̄ > 0, 并对 2 6 i, j 6 n 在 D 上成立 ω1j̄ = 0,

则称 ω 是沿除子 D 带锥角 2πβ 和 Cα;β- 系数的 Kähler- 锥度量.

6) 根据文献 [19], 我们只要限制 σs 为对应特殊退化的单参数变换群.
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可从光滑度量出发构造 Kähler- 锥度量. 例如, 若 ω 是光滑 Kähler- 度量, S 是 D 的一个光滑截

面, ϵ > 0 是小常数, 则

ω0 = ω +
√
−1ϵ∂∂̄|S|2β (4.4)

是沿 D 带锥角 2πβ 和 Cα;β- 系数 (α = min(1−β
β , 1)) 的 Kähler- 锥度量 7) (参见文献 [86]).

类似地,设 f 是 M\D 上的光滑函数,在锥坐标系 (ξ, z2, . . . , zn)下,可以定义函数的光滑性 [82, 87].

定义 4.2 若

f, ∂f, ∂̄f ∈ C,α;β ,

则称 f ∈ C1,α;β(M); 若

f, ∂f, ∂̄f, ∂∂̄f ∈ C ,α;β ,

则称 f ∈ C2,α;β(M).

Jeffres 等 [88] 证明了下面的锥度量的 Cα;β- 正则性定理 8).

引理 4.1 设 ω 是 M 上的一个光滑 Kähler 度量, ϕ 是 U 上

(ω +
√
−1∂∂̄ϕ)n =

1

|S|2−2β
ehωn (4.5)

的弱解, 其中 h 是 U 上的一个光滑函数. 假设

(1) ω′ = ω +
√
−1∂∂̄ϕ 在 U \D 上光滑;

(2) 存在常数 A > 0 使得

A−1ω0 6 ω′ 6 Aω0,

其中 ω0 是 (4.4) 定义的带锥角 2πβ 的 Kähler- 锥度量;

(3) 存在一致常数 C 使得 |∆ω0h| 6 C,

那么 ϕ 是 U 上的 C2,α;β- 函数, 因而 ω′ 是 Cα;β- 锥度量.

Jeffres、Mazzeo 和 Rubinstein 对引理 4.1 的证明用到了 Tian [89] 的迭代方法. 最近, Huang [90] 将

条件 (3) 减弱到 h 是 Lipshitz 函数的情形. Guenancia 和 Paun [91] 用逼近的方法也证明了引理 4.1.

4.1 KE- 锥度量

Donaldson [82] 提出用形变 Kähler- 锥度量的方法求解 (1.2). 在 Fano- 流形 M 上取定一个光滑除

子 D 使得 [D] ∈ |K−λ
M | (λ > 1) 9). 一个 Cα;β Kähler- 锥度量 ω ∈ 2πc1(M) 如果在流意义下满足方程

Ric(ω) = µω + 2π(1− β)[D], (4.6)

则 ω 称为 KE- 锥度量. 直接计算可知 µ = 1− (1− β)λ. 特别地, (4.6) 在 β = 1 时化为 (1.2), 因此可

以通过在 (4.6) 将 β 从 β0 形变到 1 来求解 (1.2).

仿照求解 (1.2) 的情形, 可以将 (4.6) 约化为求解复 MA- 方程. 若将 KE- 锥度量改写作

ω = ω0 +
√
−1∂∂̄ϕ,

7) Jiang W, Wang F, Zhu X H. Lecture Notes on Kähler-Einstien Metrics. Preprint, 2015

8) Tian G. A third derivative estimate for conic Monge-Ampère equations. Preprint

9) Donaldson 在文献 [82] 中假设 |K−1
M | 中存在光滑除子 D. 现在仍不知道这一假设是否对所有的 Fano- 流形都成立.

后来, Li 和 Sun [92] 发现可以取足够大的 λ 使光滑除子 D 满足 [D] ∈ |K−λ
M | 来代替.
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其中 ϕ ∈ C2,α0;β(M), 则 ϕ 满足

(ω0 +
√
−1∂∂̄ϕ)n = eh0−µϕωn

0 , (4.7)

其中 h0 ∈ Cα0;β(M) 满足

Ric(ω0)− ω0 =
√
−1∂∂̄h0,

∫
M

(eh0 − 1)ωn
0 = 0.

通过对方程 (4.7) 应用 Donaldson [82] 的有关 Kähler- 锥度量的 Laplace- 算子的线性理论和隐函

数定理, 我们可以证明下面的定理:

定理 4.1 设 M 是 Fano- 流形, D 是其上的一个光滑除子, 满足 [D] ∈ λc1(M) (λ > 1). 若 M

上存在一个沿 D 带锥角 2πβ0 (0 < β0 < 1) 的 KE- 锥度量, 则对任意充分接近 β0 的 β 都存在带锥角

2πβ 的 KE- 锥度量.

注意到方程 (4.7) 的解空间 C2,α0;β(M) 依赖于锥度量 2πβ 而改变. 因此, 为证明定理 4.1, 必须改

进以往标准的隐函数定理方法 [82].

为避免空间 C2,α0;β(M) 变化所带来的困难, 我们可修改方程 (4.7) 来另外证明定理 4.1. 仿照文

献 [27] 将方程 (4.7) 改写为

(ω +
√
−1∂∂̄φ̂δ)

n =
1

(δ + |S|2)1−β
eh−µφ̂δωn. (4.8)

记 ηδ = λω0 +
√
−1∂∂̄ log(δ + |S|2), 则它与 Ricci 曲率方程

Ric(ωφδ
) = µωφδ

+ (1− β)ηδ (4.9)

等价.

下面的结果在文献 [93] 中所证明 (也可参见文献 [94]).

定理 4.2 设 Fano- 流形 M 上存在一个沿光滑除子 D ([D] ∈ λc1(M)) (λ > 1) 带锥角 2πβ0

(0 < β0 < 1) 的 KE- 锥度量, 则存在 ϵ0 > 0 和 δ0 > 0 使对任意 β ∈ [β0, β0 + ϵ0] 和 δ ∈ (0, δ0], (4.8) 都

有光滑解, 并且 φδ 收敛到 (4.7) 的某 C2,α;β- 解.

Jeffres 等 [88] 证明了对充分小的 β0, (4.7) 可解. 通过建立类似于方程 (2.1) 中的有关 (4.7) 的 2-

阶估计并结合引理 4.1, 他们还证明了下面的命题:

命题 4.1 设 ϕ 是方程 (4.7) 的 L∞- 弱解且 ϕ 在 M \D 上光滑, 则对任意 α ∈ (0,min( 1−β
β , 1))

都有 ϕ ∈ C2,α;β(M), 并且

∥ϕ∥C2,α;β(M) 6 C(∥ϕ∥L∞ , α, β).

4.2 定理 3.2 的证明概要

下面利用定理 4.1 和命题 4.1 给出定理 3.2 证明的一个概要. 记

E = {β ∈ (1− λ−1, 1] |存在 (M,D) 上带锥角 2πβ 的 KE- 锥度量}.

于是根据定理 4.1 可知, E 是非空的开集. 只再证 E 是闭的. 设 ωβi 是 (M,D) 上一列带锥角 βi 的

KE- 锥度量并且 βi → β̄, 我们希望证明 ωβi 收敛到 (M,D) 上某个带锥角 2πβ̄ 的 KE- 锥度量.

步骤 1 要证明 ωβi 存在局部光滑 KE- 度量的 Gromov-Hausdroff 极限 (M∞, D∞), 其中 D∞ 是

D 作为子集的极限 (参见第 6 节定理 6.2). 需要将文献 [95] 中的 Cheeger-Colding-Tian 理论推广于一
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列 KE- 锥度量的情形. Tian 证明了 KE- 锥度量存在具有一致 Ricci 下界的光滑化 Kähler- 度量逼近.

在 β̄ = 1 的情形, Tian 还需要用 Tian 和 Wang [96] 的有关几乎 KE- 度量序列的一个收敛性结果来分

析极限空间的奇点集结构.

步骤 2 要证明存在 Kodaira 嵌入 Φ : M∞ → CPN 使得 M̃∞ = Φ(M∞) 是一个 Q-Fano 簇并

且 D̃∞ = Φ∞(D∞) 是一个除子. 这一步的关键是建立像 KE- 度量情形 [11, 25,26] 的有关 KE- 锥度

量的部分 C0- 估计. Tian 还将 Matsushima 定理 [4, 5] 推广于弱的 KE- 度量, 证明了限制的自同构群

Aut(M̃∞, D̃∞) 的可约性 (参见定理 5.2) 10).

步骤 3 取一列沿 D 带锥角 2πβi 的锥度量 ω0
βi
作背景度量. 并设

ωβi = ω0
βi

+
√
−1∂∂̄ϕβi . (4.10)

由命题 4.1, 只要证明 ϕβi 一致有界. 这部分证明需利用 Mumford 的几何不变量理论, 以及步骤 2 中

的部分 C0- 估计和 K- 稳定性条件来完成. 详见第 5 节. 定理 3.2 证明完毕.

5 Bergman- 核与部分 C0C0C0- 估计

记 E(λ, β) 为所有的 (M,D) 上锥角为 2πβ 的 KE- 锥度量构成的集合. 对任意 ω ∈ E(λ, β), 选取
一个 C0-Hermite 度量 H, 其以 ω 为曲率形式, 亦即在流的意义下,

R(K−1
M ,H) = ω. (5.1)

定义内积

(S, S′) =

∫
M

⟨S, S′⟩Hωn, ∀S, S′ ∈ H0(M,K−ℓ
M ).

并由此取 H0(M,K−ℓ
M ) 的一组标准正交基 {Si}06i6N . 与光滑情形一致 (参见文献 [97]), 我们可以在

M 上定义如下函数:

ρω,ℓ(x) =
N∑
i=0

|Si|2H(x). (5.2)

ρω,ℓ 被称为多重反典则线丛 K−ℓ
M 的 Bergman 核. 易见 ρω,ℓ 的定义仅依赖于 ω 和 ℓ.

由 ρω,ℓ 的定义, 可得∫
M

ρω,ℓ(x)ω
n = N + 1 = dimH0(M,K−ℓ

M ) =
ℓnc1(M)n

n!
+O(ℓn−1).

最后一个等式来自于 Riemann-Roch定理和 Kodaira消灭定理 (对充分大的 ℓ). 事实上,根据文献 [97],

如果 ω 光滑, 那么当 ℓ→ ∞ 时, ℓ−nρω,ℓ(x) → a0 > 0. 因此, 对充分大的 ℓ, 有

ρω,ℓ >
1

2
a0ℓ

n.

但是我们并不知道 ℓ要取到多大.事实上,我们有以下关于 KE-锥度量的 Bergman-核的关键估计 (参

见文献 [13, 定理 5.1]).

10) Chen等 [28] 通过用 Berndtsson [23] 的方法证明奇性 KE-度量的唯一性来说明 Aut(M̃∞, D̃∞)的可约性. 但 Berman
等在文献 [85] 中指出 Chen 等的证明并不完整.
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定理 5.1 对任意固定的 λ > 1和 β0 > 1−λ−1,存在大整数m0和一致常数 ck = c(k, n, β0, λ) > 0,

其中 k > 1, 使得对于任意 β > β0 和 ω ∈ E(λ, β), 当 ℓ = ℓk = km0 时, 有

ρω,ℓ(x) > cℓ > 0. (5.3)

令 ω ∈ E(λ, β) 和 {Si}06i6N 为关于 ω 的标准正交基. 定义一个嵌入 Φℓ :M → CPN , 则

1

ℓ
Φ∗

ℓωFS − ω =
√
−1∂∂̄

(
1

ℓ
log ρω,ℓ

)
,

其中 ωFS 是 CPN 上的 Fubini-Study 度量. 由此可得

φ =
1

ℓ
log

N∑
i=0

|Si|2β − 1

ℓ
log ρω,ℓ +Aφ, (5.4)

其中 Aφ 是一个依赖于 φ的常数, |S|β 是 S 关于由背景 Kähler-锥度量诱导的 Hermite度量 Hβ 所定

义的范数 (参见 (4.4)). 根据标准的 Moser- 迭代 (此时 Sobolev- 不等式成立), 我们有一致估计,

ρω,ℓ(x) 6 C(ℓ).

因此, 结合定理 5.1, 得到在差一个常数的意义下,∣∣∣∣φ− 1

ℓ
log

N∑
i=0

|Si|2β
∣∣∣∣ 6 C. (5.5)

另一方面, 我们可以固定一组 H0(M,K−ℓ
M ) 的基 {S̃i}06i6N , 则存在 σ = (aji ) ∈ SL(N + 1,C) 使得

σ{S̃i} = {Si}. 从而我们证明下面的推论:

推论 5.1 对任意固定的 λ > 1 和 β0 > 1− λ−1, 存在 σ = (aji ) ∈ SL(N + 1,C), 使得在差一个常
数的意义下, ∣∣∣∣φ− 1

ℓ
log

∑N
i,j=0 |a

j
i S̃i|2∑N

i=0 |S̃i|2

∣∣∣∣ 6 C. (5.6)

(5.6) 最早出现在文献 [11] 中, 被称为部分 C0- 估计.

5.1 部分 C0C0C0- 估计与 KKK- 稳定性

下面的结果可以通过几何不变量理论证明.

引理 5.1 令 βi (βi → β̄) 和 ωi ∈ E(λ, β). 与推论 5.1 一样, 令 σi ∈ SL(N + 1,C) 为 ωi 诱导的

变换. 假设 (M̃, D̃) 是在基 {S̃i}06i6N 下的 (M,D) 的一个 Kodaira- 嵌入代数簇, σi(M̃) 收敛到一个

CPN 中的正规簇 (M̃∞, D̃∞), 其中除子 D̃∞ 是 σi(D̃) 的一个极限代数环. 如果限制自同构群

Aut(M̃∞, D̃∞) = {g ∈ Aut(M̃∞) ⊂ SL(N + 1,C) | g(D̃∞) = D̃∞}

是约化的, 那么存在一个单参数 σt 和一个 SL(N + 1,C) 中的元素 σ0 使得

lim
t
σt(M̃) = σ0(M̃∞).
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证明 我们可以令 M̃ 和 D̃ 分别对应两个射影空间中的 Chow- 点 [u] 和 [v], 那么 SL(N + 1,C)
自然作用在 (u, v)上,序列 σi[u, v])收敛到一个极限点 [u∞, v∞],并且 [u∞]和 [v∞]对应于 M̃∞ 和 D̃∞

的 Chow- 点. 易见, [u∞, v∞] 的迷向子群 G 同构于约化群 Aut(M̃∞, D̃∞). 因此, 根据几何不变量基本

理论 [98] 可知, 存在一个单参数子群 σt ⊂ G 和一个 SL(N + 1,C) 中的元素 σ0 ∈ G 使得

lim
t
σt[u, v] = σ0[u∞, v∞].

特别地, limt σt(M̃) = σ0(M̃∞).

下面这个定理是 Tian 在文献 [27] 中证明的.

定理 5.2 令 ωi ∈ E(λ, β) 为一列引理 5.1 中的 KE- 锥度量, 那么 σi(M̃) 收敛到一个 CPN 中

的正规簇 (M̃∞, D̃∞) (其中除子 D̃∞ 是 σi(D̃) 的一个极限代数环), 且该正规簇与 M 关于度量 ωβi 的

Gromov-Hausdroff 极限 (M∞, ω∞) 同胚. 更进一步地, 有

(1) 存在同胚 Φ :M∞ → M̃∞ 使得 Φ∞(D∞) = D̃∞;

(2) Aut(M̃∞, D̃∞) 是约化的.

继续定理 3.2 中步骤 3 的证明 根据推论 4.1,只需证明 ϕβ 一致有界. 于是通过取 ωβ 当 β → β̄

的极限,就能得到锥角为 2πβ̄ 的 KE-锥度量. 我们用反证法. 假设当 βi → β̄,存在一串 ∥ϕβi∥C0(M) 趋

向 ∞ 的子序列. 故由引理 5.1 和定理 5.2, 存在单参数子群 σt = exp{tX} 和 SL(N + 1,C) 中元素 σ0

使得

lim
t
σt(M̃) = σ0(M̃∞).

由于我们可以假设 M̃∞ 与 M 不全纯同构, 根据 K- 多重稳定性条件, Ding 和 Tian 的广义 Futaki- 不

变量 f(X) 是正的. 下面断言

f(X) =

∫
M̃∞

X(h) 6 0. (5.7)

于是得到了矛盾从而完成证明.

情形 1 β̄ = 1. 此时, (M∞, ω∞) 是一个在至少复余 2 维的奇点集 S̄ 外具有光滑 KE- 度量的

Q-Fano 簇. 利用部分 C0- 估计, ω∞ 是一个 M∞ 上相容的 KE- 度量 [14]. 因此, 由引理 3.1 知,

fM∞(X) = 0.

特别地, (5.7) 成立.

情形 2 β̄ < 1. 此时, 我们回顾由引进 Donaldson 的锥版本的 Futaki- 不变量 [82] (也可参见文

献 [99, 100])

fM,(1−β)D(Y ) = fM (Y ) +

(∫
D

nθY ω
n−1 − vol(D)

vol(M)

∫
M

θY ω
n

)
, (5.8)

其中 Y 是任意一个沿着 D 消失的全纯向量场, θY 是由 Y 如下诱导的位势:

iY ω =
√
−1∂̄θY .

(5.8) 也能推广到具有不可约除子 D∞ 的 Q-Fano 簇 M∞ 上. 文献 [27] 证明了对于任意 β̄1 < β̄, 有

等式

(β̄ − β̄1)fM∞(X) = −(1− β̄)fM∞,(1−β̄1)D∞
(X). (5.9)
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另一方面, 对于充分小的 β̄1, 有

real(fM∞,(1−β̄1)D∞
(X)) > 0.

故 (5.7) 得证.

6 Cheeger-Colding-Tian 的关于 KE- 锥度量的收敛性定理

本节首先简单描述文献 [95]中有关具有 Ricci-曲率有下界的Kähler-流形的 Cheeger-Colding-Tian

收敛性定理. 考虑如下的 n- 维 Kähler- 流形构成的类:

M(Λ, v) = {(M, g; p) |M 是紧致的 Kähler 流形,并满足 RicM (g) > −Λ2g, volg(Bp(1)) > v > 0}.

把其关于 Gromov-Hausdorff 拓扑下的闭包记为M(Λ, v).

令 (Y, d; y) ∈ M(Λ, v),那么对于任意 z ∈ Y ,切锥 Tz 都是度量锥 [101]. Cheeger和 Colding引入了

如下的 Sk- 型 (k 6 n− 1, n 是实维数) 奇点:

Sk = {z ∈ Y |在 z 处的任意切锥不可以分裂出 Rk+1}.

这些 Sk 给出了 (Y, d; y) 的奇点集合 S 的分层结构.

下面这个关于 Sk 的维数估计是 Cheeger 等 [95] 证明的.

定理 6.1 令 Y 是序列 {(Mi, gi)} ⊂ M(Λ, v) 的极限, 则下述成立:

(1) S2k(Y ) = S2k+1,dim(Sk) 6 k;

(2) 如果还有 |RicMi(gi)| 6 (n− 1)Λ2, 则 S(Y ) = S2n−4(Y ).

定理 6.1 的证明依赖于下面这个关于切锥的 ϵ- 正则性结果.

引理 6.1 对任意 µ0, ϵ > 0, 存在小常数 δ = δ(v, ϵ, n), η = η(v, ϵ, n), τ = τ(v, ϵ, n) 和一个大常数

l = l(v, ϵ, n) 使得如下事实成立: 如果一个 Kähler- 流形 (Mn, g) 满足

(i) RicM (g) > −(n− 1)τ2g;

(ii) volg(Bp(1)) > µ0;

(iii) 1
vol(Bp(2))

∫
Bp(2)

|Ric(g)|dVg < δ;

(v) dGH(Bp(l), B(0,x)(l)) < η,

其中 B(0,x)(l) 是锥 R2n−2 × C(X) 中一个以 (0, x) 为中心的半径为 l 的球 (X 是一个度量空间), 那么

dGH(Bp(1), B(1)) < ϵ. (6.1)

作为定理 6.1 在一串 KE- 锥度量上的推广, Tian 在文献 [27, 定理 4.3] 中证明了下面的定理:

定理 6.2 如定理 5.2, 令 (M∞, ω∞) 是 KE- 锥度量 (M,ωi) 的 Gromov-Hausdorff 极限, 那么存

在 M∞ 的闭集 S̄ ∪D∞, 其中 S̄ 的实余维数至少是 4, 并且

D∞ = lim
i→∞

(D,ωi),

使得 ω∞ 在 S̄ ∪D∞ 外是一个光滑的 KE- 度量. 进一步地, 在 C∞- 拓扑下, (M,ωi) → (M∞, ω∞) (在

S̄ ∪D∞ 之外).
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根据文献 [101], 我们看到 S = S2n−2, 其中 S 是 M∞ 的奇点集. 定理 6.2 表明 S \D∞ ⊂ S2n−4.

定理 6.2 的证明被分为 β∞ < 1 和 β∞ = 1 两种情形. 关键想法是要把 KE- 锥度量光滑化, 再利用定

理 6.1 或引理 6.1.

注 6.1 如果 β∞ = 1, 那么 D∞ 是 K−λ
M∞
的一个除子 11).

6.1 KE- 锥度量的光滑化

本小节构造一串 Ricci-曲率有下界的光滑 Kähler-度量,它们在 Gromov-Hausdorff意义下收敛到

锥 KE- 度量. 这些度量来自于一类复 MA- 方程的 Kähler- 位势解 (参见 (4.8)). 考虑 12)

(ω0 +
√
−1∂∂̄φ)n = ehδ−µφωn

0 , (6.2)

其中

hδ = h0 − (1− β) log(δ + |S|20) + Cδ,∫
M

(ehδ − 1)ωn
0 = 0.

度量 ωδ = ω0 +
√
−1∂∂̄φ 的 Ricci- 曲率的正定性来自于 Ricci- 方程,

Ric(ωδ) = µωδ +
δ(1− β)λ

δ + |S|20
ω0 + δ(1− β)

√
−1

∇S ∧∇S
(δ + |S|20)2

> µωδ. (6.3)

正如利用定理 2.2 解 (2.1), 对于任意 δ > 0, Tian 引入了如下的修正 F - 泛函:

Fδ,µ(φ) = Jω0
(φ)− 1

V

∫
M

φωn
0 − 1

µ
log

(
1

V

∫
M

ehδ−µφωn
0

)
. (6.4)

当 δ = 0, Fδ,µ(·) 正好是 KE- 锥度量 (M,ωβ) 的 log F - 泛函 Fω0,µ(·),

Fω0,µ(φ) = Jω0(φ)−
1

V

∫
M

φωn
0 − 1

µ
log

(
1

V

∫
M

ehω0,β−µφωn
0

)
. (6.5)

由于 KE- 锥度量是唯一性的 7) [23,82,102], 利用 Berndtsson [23] 的一个结果知, 如果 (M,D) 存在

KE-锥度量 ωβ0 , 则 Fω0,µ0(φ)是下方有界的
13). 那么结合定理 4.1, 可以证明存在两个小常数 ϵ0 和 δ0

使得 Fδ,µ(φ) 对于任意 δ 6 δ0 和 µ ∈ [µ0, µ0 + ϵ0] 是逆紧的. 我们也可以用第 4 节中定理 4.2 中的证

明来证明 Fδ,µ(φ) 的逆紧性 [88], 从而避免使用定理 4.1. 因此类似应用定理 2.2 中的充分性部分, 对任

意 δ 6 δ0 我们知道 (6.2) 均可解.

Tian [27] 证明了如下结果:

命题 6.1 令 ωβ (β < 1) 为一个 (M,D) 上的 KE- 锥度量, 并且 φβ,δ 是 (6.2) 的解, 则

(1) φβ,δ 作为 (4.5) 的解收敛到 φβ , 进一步地, 在 M \D 上, 收敛是 C∞ 的;

(2) ωβ,δ 在整体上依 Cheeger-Gromov 拓扑收敛到 ωβ .

11) 根据定理 5.2, 当 β < 1 时, 此结论同样成立.

12) Tian 在 2012 年 10 月 25 日在美国 Stony-Brook 大学的 Simons 数学和物理中心举办的一次学术会议上宣布他的
YTD- 猜想的证明时已给出了方程 (6.2).

13) 利用 KE-锥度量的唯一性,我们也可以直接用 Bando和 Mabuchi在文献 [8]中证明 KE-度量的唯一性方法来证明
Fω0,µ0 (φ) 有下界 7).
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证明 如定理 2.2的证明, Fδ,µ(φ)的逆紧性表明 φβ,δ 一致有界. 由此, φβ,δ 是 Cα-连续的 (参见文

献 [103]). 因此存在 φβ,δ的极限 φ∞满足 (4.5). 另一方面,由命题 4.1, φ∞对于任意 α ∈ (0,min( 1−β
β , 1))

是 C2,α;β(M) 的. 这表明 ωφ∞ 是一个 (M,D) 上的 KE- 锥度量. 利用唯一性, 得到 φ∞ = φβ .

由 (6.3), 存在 ωβ,δ 的 Cheeger-Gromov 极限 (M∞, D∞;ω′
β). 我们断言 ω′

β = ωβ . 事实上, 通过推

广 Yau 的 C2- 估计并结合 Schwartz 引理 (参见文献 [104,105]), 能够证明

C̃ω0 6 ωβ,δ 6 C̃(δ + |S|20)β−1ω0. (6.6)

这表明 (M∞ \D∞;ω′
β) 的完备化正是 (M,D;ωβ). 另一方面, 我们知道 (M \D;ωβ) 是连通的. 因此,

ω′
β = ωβ .

6.2 几乎 KE- 度量

由命题 6.1, 当 β → 1 时, ωβ 可以被一串几乎 KE- 度量 ωβ,δ 逼近. 几乎 KE- 度量首先由 Tian 和

Wang [96] 引进, 见下面定义.

定义 6.1 如果一串 n- 维 Fano- 流形 (Mi, Ji, g
i) (ωgi ∈ 2πc1(Mi)) 满足

(i) Ric(gi) > −Λ2gi, diam(Mi, g
i) 6 D;

(ii)

∫
Mi

|Ric(gi)− gi|ωn
gi → 0;

(iii)

∫ 1

0

∫
Mi

|R(t)− n|ωn
gi
t
dt→ 0, i→ ∞.

(6.7)

我们称其为一串几乎 KE- 流形, 其中 git 是以 gi 为初始度量的 Ricci- 流

∂

∂t
g = −Ric(g) + g

的解.

我们有下面 Fano- 流形上几乎 KE- 度量的判别法 [96].

命题 6.2 假设在 Fano- 流形 M 上有一串度量 ωi ∈ 2πc1(M) 满足 Ric(ω) > µiωi (µi → 1), 则

(M,ωi) 是一串几乎 KE- 度量.

证明 定义 6.1 中的条件 (i) 来自于 Myer 的定理. 条件 (ii) 同样成立:∫
M

|Ric(ωi)− ωi|ωn
i 6

∫
M

|Ric(ωi)− µiωi|ωn
i +

∫
M

|(1− µi)ωi|ωn
i

6 n

∫
M

(Ric(ωi)− µiωi) ∧ ωn−1
i + n(1− µi)

∫
M

ωn
i

= 2n(1− µi)

∫
M

ωn
i

= 2n(1− µi)V
µi→1−−−→ 0,

其中 V =
∫
M
ωn
gi
t
= (2πc1(M))n.

条件 (iii) 可以利用 minM e−t(R(t)− n) 在 R(t) 的演化方程下的单调性验证.

作为定理 6.1 的推广, Tian 和 Wang [96] 把引理 6.1 应用到一串有关几乎 KE- 度量并证明了下面

的定理.

355



朱小华: 正定第一 Chern 类的复流形上 Kähler-Einstein 度量的研究

定理 6.3 令 (Mi, gi) 是一串几乎 KE- 度量. 假设在每个 Mi 上存在点 pi 使得

volMi(Bpi(1)) > v > 0, (6.8)

那么存在 (Mi, gi) 的子序列在 Gromov-Hausdorff 拓扑下收敛到一个极限度量空间 Y , 并且 S(Y ) =

S2n−4, 即 Y 的实余维数至少是 4.

结合命题 6.1 和定理 6.3, 我们可完成定理 6.2 的证明.

定理 6.2 的证明 由于 ωi 在 D 外面都是 KE- 度量, 由定理 6.1, 当 βi → β̄ < 1 时, 定理 6.2 可

从命题 6.1 得到. 当 β̄ = 1 时, 由命题 6.1, 我们可以把 ωi 替换成一串 2πc1(Mi) 中的几乎 KE- 度量.

那么由定理 6.3, 我们看到 (M,ωi) 收敛到一个奇点集 S̄ 至少是实余 4 维的具有局部光滑 KE- 流形的

极限空间 (M∞, D∞), 其中 S̄ 可能包含了 D∞ ⊂M∞ 的奇点. 定理 6.2 得证.

7 定理 5.1 的证明

定理 5.1 的证明可以转化为证明下面的定理:

定理 7.1 令 {(M, gi)} 是一串 (M,D) 上的锥角为 2πβ → 2πβ∞ 的 KE- 锥度量, 并且它们以

(M∞, g∞) 为 Gromov-Hausdorff 极限, 则对任意 x ∈M∞, 存在正整数 lx = lx(β∞, c1(M), D;x) 和一串

xi ∈M 收敛到 x, 使得

inf
i
ρlx(Mi, gi)(xi) > cx > 0, (7.1)

其中 cx = cx(β∞, c1(M), D;x).

下述全纯截面的梯度估计在定理 7.1 的证明中十分重要.

引理 7.1 设 (Mn, ω) 是一个 n- 维的 Fano- 流形并且 h 是 K−1
M 上一个 Hermite- 度量, 其满足

(5.1). 假设对于某个 Λ 有 Ric(ω) > −Λ2ω, 则存在 C = C(n,Cs), 使得对于任意的 σ ∈ H0(M,K−l
M ) 和

ℓ > Λ2

n , 有

sup
M

(|σ|h + ℓ−
1
2 |∇σ|ω⊗h) 6 Cℓ

n
2

(∫
M

|σ|2hωn

) 1
2

, (7.2)

其中 Cs 是 ω 的 Sobolev 常数.

引理 7.1 可用 Moser- 迭代来证明. 由引理 7.1, 我们只要在奇点 x ∈ M∞ 附近证明估计 (7.1). 正

如文献 [25,26] 中对一串 KE- 度量所作的, 基本工具是 Hömander 的解 ∂̄- 方程的 L2- 估计. 第一步是

要构造一个多重反典则线丛上在 xi 附近不为 0 的几乎全纯截面. 我们将利用伸缩的办法把切锥 Cx

上的平凡线丛的平凡截面拉回到 M 上.

为了把局部截面延拓成整体截面, 一个技术性的步骤是在切锥上构造如下的截断函数.

引理 7.2 令 S 为 M∞ 奇点集. 令 Sx 为 Cx 在 x ∈ S 处的切锥的奇点集, 则对任意 ϵ̄ > 0, 存在

Cx 上的光滑函数 γϵ̄, 使得

(1) 当 dist(y, Sx) > ϵ̄ 时, γϵ̄(y) ≡ 1;

(2) 0 6 γϵ̄ 6 1, 且在 Sx 附近, 有 γϵ̄ ≡ 0;

(3) |∇γϵ̄| 6 C = C(ϵ̄);

(4)
∫
Bo(ϵ̄−1)

|∇γϵ̄|2ωn
x 6 ϵ̄.
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例 7.1 平坦锥 Cx = Cn−1 × C ′
x (参见 (4.3)) 上的截断函数.

令 δ̄ < 1
3 为一个正数. 令 η 是 R 上满足下述条件的截断函数: 0 6 η 6 1, |η′| 6 1 并且

η =

0, t > log(− log δ̄3),

1, t 6 log(− log δ̄).
(7.3)

定义 Cx 上的截断函数 γϵ̄ (见图 1):

γϵ̄ =


1, 若 ρ(y) = dist(y, Sx) > ϵ̄,

η

(
log

(
− log

ρ(y)

ϵ̄

))
, 若 ρ(y) 6 ϵ̄,

(7.4)

则当 ρ(y) > δ̄ϵ̄ 时, γϵ̄ ≡ 1; 当 ρ(y) 6 δ̄3ϵ̄ 时, γϵ̄ ≡ 0, 并且

supp|∇γϵ̄| ⊂⊂ {y | δ̄3ϵ̄ 6 ρ(y) 6 δ̄ϵ̄}.

因此, 如果取 δ̄ = O(e−ϵ̄−2n+1

), 则有∫
Bo(ϵ̄−1)

|∇γϵ̄|2ωn
x 6

∫
δ̄3ϵ̄6ρ(y)6δ̄ϵ̄

[
ρ

(
− log

ρ

ϵ̄

)]−2

β̄ρdρθ

∫
Bo(ϵ̄−1)′

ωn−1
flat

6 2πan−1β̄

ϵ̄2(n−1)

∫ δ̄

δ̄3

dr

r(log r)2

=
2πan−1β̄

ϵ̄2(n−1)(− log δ̄)

6 O(ϵ̄), (7.5)

其中 Bo(ϵ̄
−1)′ 是一个 Cn−1 中的以原点为中心的 ϵ̄−1- 球, 并且

an−1 =
1

(n− 1)!
vol(Bo(1)).

Cn−1

εδ 
¯
¯

εδ 
¯
¯3

图 1 γϵ̄ 在黑色区域为 0, 在环形区域外面为 1
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例 7.2 具有复余 2 维奇点集 S̄x 的锥 Cx = Cn−2 × C ′
x 上的截断函数.

我们用球 Bxa(sa, ωx) 做一个 S̄x ∩Bo(ϵ̄
−1) 的有限覆盖, 并且要求

(i) xa ∈ S̄x, 2ra 6 ϵ0;

(ii) 所有 Bxa(
ra
2 , ωx) 互不相交;

(iii)
∑
r2n−2
a ≪ 1.

令 η̄ : R → R 是一个满足如下条件的截断函数:

当 t 6 1

2
, η̄(t) = 1,

当 t > 1, η̄(t) = 0, |η̄′(t)| 6 2.

设

κ(y) = min
i

{
1− η̄

(
d(y, xi)

ri

)}
.

易见, 在一个 S̄x ∩Bo(ϵ̄
−1, ωx) 的邻域外, κ ≡ 1 并且 κ 的支集在 Bo(ϵ̄

−1 + 1, ωx) \ ∪Bxa(
ra
2 , ωx) 上. 可

以简单验证 ∫
Bo(ϵ̄−1,ωx)

|∇κ|2ωn
x 6 4

∑
a

r2n−2
a 6 ϵ0.

注 7.1 根据定理 6.2, 例 7.2 给出了 β̄ = 1 时引理 7.2 的证明. 当 β̄ < 1 时, 由例 7.1 和 7.2, 我

们只要考虑极限 M∞ 中奇点处形如 Cx = Cn−2 × C ′
x 的具有余 1 维奇点集 S̄x 的锥. Tian [27] 事实上

证明了 S̄x 中余 1维的奇点集具有局部除子结构,并且利用例 7.1中的截断函数的粘合完成了引理 7.2

的证明 14).

下面利用引理 7.1 和 7.2 给出定理 7.1 证明的概要.

定理 7.1 的证明分为 5 步. 令 ϵ > 0 和 δ > 0 为待定的充分小的常数. 定义

V (x; ϵ) = {y ∈ Cx | y ∈ Bϵ−1(o, gx) \Bϵ(o, gx), d(y, Sx) > ϵ}

是 Cx 的一个环形区域.

步骤 1 对充分大的 j (可能依赖 ϵ 和 δ), 存在 l = kj lj = lx 和 r = 1
l = 1

lj
, 使得在 V (x; ϵ

4 ) 和

K−1
V (x;ϵ) 上分别有映射 ϕ 和 ψ, 以及有 ϕ(V (x; ϵ)) 上 K−l

Reg(M∞) 的全纯截面 τ = ψ(1), 使得

|τ |2 = e−
ρ2x
2 和 |∂̄τ | 6 Cδr−2,

其中 C 是一致常数并且 δ < ϵ.

步骤 2 对于一个待定的小常数 δ0, 我们可以选取一个如引理 7.2 中所构造的光滑函数 γϵ̄ (ϵ̄ < ϵ

< δ0) 使得 (1)–(4) 成立并且在 V (x; δ0) 上有 γϵ̄ = 1. 令 η 为一个满足下述条件的 R 上的截断函数:

η(t) = 0, t > 2, η(t) = 1, 0 6 t 6 1, |η′(t)| 6 2,

那么 η(2ϵ(ρx(y)+ρx(y)
−1))γϵ̄(y)是一个 Cx 上具有支集 Bo(ϵ

−1) \Bo(ϵ)的截断函数. 定义 K−l
Reg(M) 上

的一个光滑截面

τ̂(ϕ(y)) = η(2ϵ(ρx(y) + ρx(y)
−1))γϵ̄(y)τ(ϕ(y)).

14) 最近, Liu 和 Szekelyhidi 把定理 5.1 推广到一串仅有 Ricci 曲率下界的 Kähler 流形序列. 他们需要利用 Cheeger
等 [106] 一个深刻的奇点集估计结果来构造类似于引理 7.2 中的截断函数.
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由直接计算得到∫
M∞

|∂̄τ̂ |2ωn
∞ 6 4r2n−2

(∫
Bo(ϵ̄−1)

|∂̄(η(2ϵ(ρx(y) + ρx(y)
−1))γϵ̄(y))|2e−

ρ2x
2 ωn

x + Cδvol(V (x; ϵ))

)
6 νr2n−2, (7.6)

其中 ν = ν(ϵ̄, δ). 同样, 还有∫
M∞

|τ̂ |2ωn
∞ 6 2r2n

∫
V (x;ϵ)

e−
ρ2x
2 ωn

x 6 C(x)r2n. (7.7)

步骤 3 由于在 S = S̄ ∪D∞ 外,

(M,ωi) → (M∞, ω∞)

是一个光滑收敛, 并且 K−1
M 上的 Hermite度量 Hi 在 M∞ \ S 上依 C∞-拓扑收敛到 H∞, 故存在微分

同胚

ϕ̃i :M∞ \ Ti(S) →M \ Ti(D)

和光滑同构

Fi : (K
−l
Reg(M∞),M∞ \ Ti(S)) → (K−l

M ,M \ Ti(D)),

并且当 δi → 0 时满足下述条件:

(C1) ϕ̃i(M∞ \ Ti(S)) ⊂M \ Ti(D);

(C2) πi ◦ Fi = ϕ̃i ◦ π∞, 其中 πi 和 π∞ 是相应的投影;

(C3) ∥ϕ̃∗iωi − ω∞∥C2(M∞\Ti(S)) 6 δi;

(C4) ∥F ∗
i Hi −H∞∥C2(M∞\Ti(S)) 6 δi,

其中

Ti(D) = {x ∈M | di(x,D) 6 δi}, Ti(S) = {x ∈M∞ | d∞(x,S) 6 δi},

di(·, D) (d∞(·,S)) 是由度量 ωi (ω∞) 定义的到 D (S) 的距离函数. 令 τ̃i = Fi(τ̃). 显然有

τ̃i = Fi(τ), 在 (ϕ̃i ◦ ϕ)(V (x; δ0)).

并且, 由 (7.6), 对充分大的 i, 得到∫
M

|∂̄τ̃i|2iωn
i 6 4νr2n−2,

∫
M

|τ̃i|2Hi
ωn
i 6 8r2n

∫
Cx

e−
ρ2x
2 ωn

x , (7.8)

其中 | · |i 表示由 H⊗l
i ⊗ ωi 定义的 Hermite 范数.

步骤 4 在 (M,K−l
M ) 上应用 Hörmander 的 L2- 理论, 我们得到 K−l

M 的截面 vi, 它满足

∂̄vi = ∂̄τi, (7.9)

并且有估计 ∫
M

|vi|2Hi
ωn
i 6 1

l

∫
M

|∂̄τ̃i|2iωn
i 6 3νr2n,
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其中 l = 1
r2 . 进一步地, 由于 ϕ̃i ◦ ϕ(V (x; δ0)) 在伸缩后的度量 r−2ωi 下具有与 V (x; δ0) 充分接近的几

何结构, 在 (ϕ̃i ◦ ϕ)(V (x; δ0)) 上对方程 (7.9) 使用椭圆估计, 得到

sup
ϕ̃i◦ϕ(V (x;δ0)∩Bo(1,ωx))

|vi|2Hi
6 C(δ0r)

−2n

∫
M

|vi|2Hi
ωn
i 6 C0δ

−2n
0 ν, (7.10)

其中 C0 是一致常数.

步骤 5 令 σi = τ̃i − vi, 则 σi 是 K−l
M 的全纯截面. 给定任意 δ0, 我们可以找到充分小的 ϵ̄ 和 δ 使

得 8C0ν 6 δ2n0 . 故由 (7.10), 得到

|σi|Hi(y) > |Fi(τ̃)|Hi(y)− |vi|Hi(y) >
1

2
, ∀ y ∈ (ϕ̃i ◦ ϕ)(V (x; δ0)).

另一方面, 由引理 7.1, 有

sup
M

|∇σi|i 6 Cl
n+1
2

(∫
M

|σ|2Hi
ωn
i

) 1
2

6 C ′r−1.

注意到对于 x̄ ∈ ∂Bo(1, ωx), 距离 d(o, δ0x̄) 小于 2δ0r. 故当 i 充分大时,

d(xi, (ϕ̃i ◦ ϕ)(δ0x̄)) 6 3δ0r.

故得

|σi|Hi(xi) > |σi|Hi(ϕ̃i ◦ ϕ(δ0x̄))− sup
M

|∇σi|id(xi, ϕ̃i ◦ ϕ(δ0x̄)) >
1

4
− 3C ′δ0.

选取 δ0 使得 C ′δ0 6 1
16 , 有

|σi|Hi(xi) >
1

8
.

定理 7.1 得证.

8 定理 4.4 的证明

由定理 5.1,我们看到 H0(M,K−km
M )的一组基 (si0, . . . , s

i
n)给出了一串全纯映射 Φk,i :M → CPN .

根据引理 7.1 中 siα 的梯度估计, Φk,i 是一致 Lipschitz 连续的, 从而得到极限映射

Φk,∞ :M∞ → CPN .

另一方面, M̄i 在 Φk,i 下的像在代数环意义下存在极限 M̄∞, 其与 Φk,∞ 的像吻合. 故 Φk,∞ 把 M∞

映到 M̃∞, 并且 Φk,∞(D∞) 与极限 D̃∞ 在 Φk,i(D) 下的像吻合. 进一步地, 由反典则线丛的有限生成

性质 15):

H0(M,K−p
M ) ⊆ H0(M,K

−(p−m)
M )⊗H0(M,K−m

M ), (8.1)

其中 p > m(n+ 1) 为任意整数, 还能证明 Φk,∞ 对某个 k 是单射.

为了证明 M̃∞ 是一个正规簇, 只要对任意整数 l > 1 证明

H0(M∞,K
−l
M∞

) ∼= H0(M,K−l
M ), (8.2)

15) Li [99] 证明了在 Ricci- 曲率有下界时, (8.1) 成立. (8.1) 在我们考虑的情形下也成立, 这是因为每个度量 ωi 可以被
一串 Ricci- 曲率大于 βi 的 Kähler- 度量逼近 (参见第 6 节), 他们诱导的 K−km

M 上的 Hermite- 度量是 Hölder- 收敛的.
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其中 H0(M∞,K
−l
M∞

) 由 (M∞,K
−l
M∞\S) 上全体有界的全纯截面构成. 由于 D∞ 是一个除子, 我们可构

造类似于例 7.1 中截断函数把 H0(M∞,K
−l
M∞

) 中任意的元素 σ 局部提升成一列收敛到 σ 的 K−l
M 上

几乎全纯截面. 再依照定理 7.1 的证明办法, 存在一列收敛到 σ 的 K−l
M 上全纯截面. 所以, 关系 (8.2)

成立.

证明 M̃∞ 是一个 Q-Fano 簇, 我们需要下面的命题:

命题 8.1 奇点集 S̄ \D∞ 在 Φ∞ 映射下有下面的关系:

Φ∞(S̄ \D∞) ⊂ Sing(M̄∞) \ Φ∞(D∞).

因为 Φ∞(D∞)是一个除子,线丛 K−k0m
M∞

可以被延拓到 D∞ 的光滑部分. 命题 8.1表明, M∞ 中不

包含 D∞ 的复余维大于 1 的奇点集仍然是 M̃∞ 中的奇点集, 从而, K−k0m
M∞\S 可以延拓成一个 OCPN (1)

的限制线丛. 命题 8.1 的证明依赖于开集 U \ E 上 KE- 方程对应的复 MA- 方程的 Evans-Krylov 型

C2,α- 估计, 其中 U ⊂ Cn 是一个有界开集, E 是一个实余维数至少是 2 的闭集 (参见文献 [107]).

在本节的余下部分, 我们讨论证明 Aut(M̃∞, D̃∞) 是约化的, 从而完成定理 5.2 的证明. 事实上,

此结果对于一类以下定义的具有弱 KE- 度量的 Q-Fano 簇也成立.

定义 8.1 设 M 是一个 Fano- 流形, ω̃i ∈ 2πc1(M) 是一串 M 上的 Kähler- 度量满足 Ric(ω̃i) >
µiω̃i, 这里 µi → µ̄ ∈ (0, 1]. 令 M∞ 是 CPN 中具有除子 D∞ 的 Q-Fano 簇. 称 (M∞, D∞, ω∞) 是

(M, ω̃i) 的具有除子奇点 D∞ 的弱极限 KE- 空间, 如果 (M∞, ω∞) 是 (M, ω̃i) 在 Gromov-Hausdroff 拓

扑下的极限, 并且满足

(1) 在 M∞ \ S 上 Ric(ω∞) = µ̄ω∞, 其中 S = D∞ ∪ S̄ 是奇点集, S̄ 是 M∞ 中的 (实) 余维数至少

是 4 的解析子集;

(2) 对于某个整数 ℓ > 0, 线丛 OCPN (1) |M∞ = K−ℓ
M∞

, 并且对于一个连续函数 ψ0,

ω∞ =
1

ℓ
ωFS |M∞ +

√
−1∂∂ψ0, 在 M∞ \ S 上,

其中 ωFS 是 CPN 的 Fubini-Study 度量, 并且 N = H0(M∞,K
−ℓ
M∞

)− 1;

(3) 存在 K−ℓ
M∞
上的连续 Hermite- 度量 H∞, 其曲率形式在 M∞ \ S 上满足

R(K−ℓ
M∞

,H∞) = ω∞.

我们需要把 KE- 流形上 Matsushima 定理 [4] 推广到上述弱极限 KE- 空间.

定理 8.1 假设 (M∞, D∞, ω∞) 是 (M, ω̃i) 的弱极限 KE- 空间, 其中除子 D∞ 依照定义 8.1 给

出, 则 Aut(M∞, D∞) 的 Lie 代数是一个 (M∞, ω∞) 上的 Killing- 向量场的子 Lie 代数的复化, 即

Aut(M∞, D∞) 是约化的.

定理 8.1 证明的主要步骤 设 X 是 CPn 上保持 (M∞, D∞) 的全纯向量场. 令 Y = real(X) 为

X 的实部, Φt 为 Y 诱导的 SL(N + 1,C) 中的单参数子群.

定义两族连续函数 ψt 和 ξt:

Φ∗
tω∞ =

1

ℓ
ωFS +

√
−1∂∂̄ψt = ω∞ +

√
−1∂∂ξt,

显然, ψt 和 ξ 分别满足

ψt = ψ0 ◦ Φt + θt
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和

ξt = ψ0 ◦ Φt − ψ0 + θt,

其中 ψ0 来自定义 8.1, θt 是 CPN 上的光滑 Kähler- 位势, 其满足

1

ℓ
Φ∗

tωFS =
1

ℓ
ωFS +

√
−1∂∂̄θt.

故 ξt 在 M∞ \ S 上满足 KE- 方程

(ω∞ +
√
−1∂∂ξt)

n = e−µ̄ξtωn
∞. (8.3)

步骤 1 易见函数 t−1ξt 在 M∞ \D∞ 上局部收敛到一个光滑函数 u. 进一步地, 只要 |t| 充分小,

我们就有如下估计: ∫
M∞

(|t−1ξt|2 + |t−1∂ξt|2)ωn
∞ 6 C. (8.4)

步骤 2 对 (8.3) 求导, 我们发现
∫
M∞

uωn
∞ = 0, 并且在 M∞ \D∞ 上,

u = Y (ψ0) + θu,

其中 θu = limt→0
θt
t 是 CPN 中 Y 位势函数, 其满足

1

ℓ
LY ωFS =

√
−1∂∂̄θu =

√
−1∂∂̄real(θX).

进一步地, 利用 Moser- 迭代和 (8.4), 我们可以证明在 M∞ \D∞ 上 u 的 L∞- 范数是一致有界的.

类似地, 若令 Ŷ = im(X), 则

v = Ŷ (ψ0) + θv, 在 M∞ \D∞ 上

是一个 M∞ \D∞ 上的 L∞- 范数一致有界的函数, 其中 θv = im(θX). 故

θ∞ = u+
√
−1v = X(ψ0) + θX

是 X 上 L∞- 范数一致有界的位势函数, 并且在 M∞ \D∞ 上有

iXω∞ =
√
−1∂θ∞.

进一步地, 通过取截断函数方法, 利用 (8.4) 我们可以证明∫
M∞

θ∞ = 0,

∫
M∞

|∇θ∞|2ωn
∞ 6 C. (8.5)

由 (8.5), 我们事实上可以证明: θ∞ 是 M∞ 上 ω∞ 的弱意义下的位势函数, 即 θ∞ 在弱意义下

满足

△θ∞ = −µ̄θ∞. (8.6)

步骤 3 由步骤 2 知, u 和 v 都是 ω∞ 的实特征函数. 我们需要进一步通过光滑逼近特征函数来

证明 ∂̄u 和 ∂̄v 都在 M∞\S 上诱导了全纯向量场. 从而, 这些向量场的虚部是 Killing- 向量场. 因此,

Aut(M∞, D∞) 的 Lie 代数是 (M∞, ω∞) 上 Killing- 向量场的子 Lie 代数的复化. 所以, 在定理 8.1 的

证明中, 我们事实上证明了 (0, 1)- 形式
√
−1∂̄u 在 M∞ \ S 上是全纯的.
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