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摘要 本文引入超齐次函数的概念, 用超齐次核统一齐次核、广义齐次核及若干非齐次核. 首先利用

权函数方法讨论具有超齐次核的 Hilbert 型积分不等式; 然后根据 Hilbert 型积分不等式与同核积分

算子的联系,讨论具有超齐次核的积分算子,得到在加权 Lebesgue空间中构造超齐次核有界积分算子

的充分必要条件及算子范数的计算公式.
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1 引言

设 1
p + 1

q = 1 (p > 1), 针对 −1 阶齐次核 1
x+y , Hardy

[1] 得到了著名的 Hilbert 积分不等式∫ +∞

0

∫ +∞

0

f(x)g(y)

x+ y
dxdy 6 π

sin(πp )
∥f∥p∥g∥q,

其中常数因子 π
sin(π

p ) 是最佳值. 利用该不等式, 可以证明积分算子 T (f)(y) =
∫ +∞
0

1
x+yf(x)dx 是空间

Lp(0,+∞) 中的有界算子, 且 T 的算子范数 ∥T∥ = π
sin(π

p ) . 文献 [10, 18] 讨论了核为 −λ 阶齐次函数
1

xλ+yλ 和
1

(x+y)λ
的情形, 分别得到∫ +∞

0

∫ +∞

0

f(x)g(y)

xλ + yλ
dxdy 6 π

λ sin( π
2λ )

∥f∥p,1−λ∥g∥q,1−λ, (1.1)∫ +∞

0

∫ +∞

0

f(x)g(y)

(x+ y)λ
dxdy 6 B

(
p+ λ− 2

p
,
q + λ− 2

q

)
∥f∥p,1−λ∥g∥q,1−λ, (1.2)
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其中 (1.1)和 (1.2)的常数因子均为最佳值.利用 (1.1)和 (1.2)可以证明积分算子 T1(y) =
∫ +∞
0

1
xλ+yλ dx

和 T2(y) =
∫ +∞
0

1
(x+y)λ

dx 都是 L1−λ
p (0,+∞) 中的有界算子, 且 T1 和 T2 的算子范数分别为

∥T1∥ =
π

λ sin( π
2λ )

, ∥T2∥ = B

(
p+ λ− 2

p
,
q + λ− 2

q

)
,

其中 Lr
p(0,+∞) 表示加权 Lebesgue 空间

Lr
p(0,+∞) =

{
f(x) : ∥f∥p,r =

(∫ +∞

0

xr|f(x)|pdx
) 1

p

< +∞
}
.

之后, 这些结果被推广到各种各样的齐次核、广义齐次核和若干非齐次核的情形 (参见文献 [3, 9, 13,

16,17,19,20]).

一个自然的问题是, 对于具有某些参数的核 K(x, y) 的积分算子 T :

T (f)(y) =

∫ +∞

0

K(x, y)f(x)dx, (1.3)

它在什么条件下是 Lα
p (0,+∞) 到 Lγ

p(0,+∞) 的有界算子? 其算子范数 ∥T∥ 又如何计算? 显然这不仅

与核 K(x, y) 的参数有关, 还与 Lebesgue 空间的参数 p、α 和 γ 有关. 这些问题的解决对于算子理论

和与算子理论相关的分析类学科有重要意义, 例如, Riesz 位势算子 Tα(f)(y) =
∫
Rn

1
|x−y|α f(x) dx 在各

类空间上的有界性质在近代调和分析中就具有广泛应用.

文献 [8]针对抽象的齐次核 K(x, y)首次讨论了构建 Hilbert型级数不等式及同核离散有界算子的

参数条件,得到了一个充分条件,但未能证明条件的必要性. 文献 [4]进一步讨论了齐次核 K(x, y)的积

分算子情形, 并得到了充分必要条件. 之后, 该结果被推广, 得到更多有相关的结果 (参见文献 [2, 5–

7,11,12,14,15]).

为了统一齐次核、广义齐次核和若干非齐次核, 从更一般的角度讨论问题, 本文引入超齐次函数

概念, 并讨论超齐次核积分算子的构造条件.

定义 1.1 设 σ1, σ2, τ1, τ2 ∈ R, 若函数 K(x, y) 满足: 对于任意 t > 0, 有

K(tx, y) = tσ1K(x, tτ1y), K(x, ty) = tσ2K(tτ2x, y),

则称 K(x, y) 是具有参数 {σ1, σ2, τ1, τ2} 的超齐次函数.

若 K1(x, y) 是 λ 阶齐次函数, 则 K1(x, y) 是具有参数 {λ, λ,−1,−1} 的超齐次函数, 广义齐次函

数 K2(x, y) = K1(x
λ1 , yλ2) 是具有参数 {λλ1, λλ2,−λ1

λ2
,−λ2

λ1
} 的超齐次函数. 若 G(u) 是一个实函数,

则非齐次函数 K3(x, y) = G(xλ1yλ2) 是具有参数 {0, 0, λ1

λ2
, λ2

λ1
} 的超齐次函数. 由此可见, 超齐次函数

统一了常见的 Hilbert 型不等式及相应算子研究中的核函数.

若 K(x, y) 是具有参数 {σ1, σ2, τ1, τ2} 的超齐次函数, 由于

K(tx, y) = tσ1K(x, tτ1y) = tσ1+τ1σ2K(tτ1τ2x, y),

可见在一般情形下都有 τ1τ2 = 1, σ1 + τ1σ2 = 0, 因此不失一般性, 本文的讨论总是在 τ1τ2 = 1 及

σ1 + τ1σ2 = 0 的条件下进行.
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2 预备引理

为了避免不必要的重复, 记

A(K, f, g) =

∫ +∞

0

∫ +∞

0

K(x, y)f(x)g(y)dxdy,

W1(s) =

∫ +∞

0

K(1, t)tsdt, W2(s) =

∫ +∞

0

K(t, 1)tsdt.

引理 2.1 设 K(x, y) 是具有参数 {σ1, σ2, τ1, τ2} 的超齐次函数, 则

(i) 当 τ2
α+1
p − β+1

q = τ2 − σ2 − 1 时, 有

W1

(
− β + 1

q

)
=

1

|τ2|
W2

(
− α+ 1

p

)
;

(ii) 当 τ1
β+1
q − α+1

p = τ1 − σ1 − 1 时, 有

W2

(
− α+ 1

p

)
=

1

|τ1|
W1

(
− β + 1

q

)
.

证明 (i) 因为 τ2
α+1
p − β+1

q = τ2 − σ2 − 1, 故 1
τ2
(σ2 − β+1

q ) + 1
τ2

− 1 = −α+1
p , 于是

W1

(
− β + 1

q

)
=

∫ +∞

0

K(1, t)t−
β+1
q dt

=

∫ +∞

0

K(tτ2 , 1)tσ2− β+1
q dt

=
1

|τ2|

∫ +∞

0

K(u, 1)u
1
τ2

(σ2− β+1
q )+ 1

τ2
−1du

=
1

|τ2|

∫ +∞

0

K(u, 1)u−α+1
p du

=
1

|τ2|
W2

(
− α+ 1

p

)
.

(ii) 类似可证 W2(−α+1
p ) = 1

|τ1|W1(−β+1
q ).

引理 2.2 当且仅当 τ1τ2 = 1 和 σ1 + τ1σ2 = 0 时, τ1
β+1
q − α+1

p = τ1 − σ1 − 1 与 τ2
α+1
p − β+1

q =

τ2 − σ2 − 1 等价.

证明 记 α+1
p = x1 和

β+1
q = x2, 则 τ1

β+1
q − α+1

p = τ1 − σ1 − 1 与 τ2
α+1
p − β+1

q = τ2 − σ2 − 1 等

价的充分必要条件是二元线性方程组−x1 + τ1x2 = τ1 − σ1 − 1,

τ2x1 − x2 = τ2 − σ2 − 1

的系数对应成比例, 即 −1
τ2

= τ1
−1 = τ1−σ1−1

τ2−σ2−1 , 而这等价于 τ1τ2 = 1 和 σ1 + τ1σ2 = 0, 故引理 2.2

成立.

引理 2.3 设 K(x, y) 是具有参数 {σ1, σ2, τ1,τ2} 的超齐次函数, 则

ω1(x, β) =

∫ +∞

0

K(x, y)y−
β+1
q dy = xσ1+τ1(

β+1
q −1)W1

(
− β + 1

q

)
,
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ω2(y, α) =

∫ +∞

0

K(x, y)y−
α+1
p dx = yσ2+τ2(

α+1
p −1)W2

(
− α+ 1

p

)
.

证明 根据 K(x, y) 的性质, 有

ω1(x, β) = xσ1

∫ +∞

0

K(1, xτ1y)y−
β+1
q dy

= xσ1−τ1+τ1
β+1
q

∫ +∞

0

K(1, t)t−
β+1
q dt

= xσ1+τ1(
β+1
q −1)W1

(
− β + 1

q

)
.

同理可证 ω2(y, α) = yσ2+τ2(
α+1
p −1)W2(−α+1

p ).

3 超齐次核 Hilbert 型积分不等式的构建条件

定理 3.1 设 1
p + 1

q = 1 (p > 1), α, β ∈ R, K(x, y) 是具有参数 {σ1, σ2, τ1, τ2} 的超齐次非负可测
函数, τ1τ2 = 1, σ1 + τ1σ2 = 0, 0 < W2(−α+1

p ) < +∞.

(i) 当且仅当 τ1(
1
p − β

q )− ( 1q − α
p ) = σ1 时, 存在常数 M > 0 使得

A(K, f, g) =

∫ +∞

0

∫ +∞

0

K(x, y)f(x)g(y)dxdy 6 M∥f∥p,α∥g∥q,β , (3.1)

且 M > W
1
p

1 (−β+1
q )W

1
q

2 (−α+1
p ), 其中, f ∈ Lα

p (0,+∞), g ∈ Lβ
q (0,+∞).

(ii) 当 τ1(
1
p − β

q )− ( 1q − α
p ) = σ1 时, (3.1) 的最佳常数因子为

M0 = inf{M} =

(
1

|τ1|

) 1
q

W1

(
− β + 1

q

)
=

(
1

|τ2|

) 1
p

W2

(
− α+ 1

p

)
.

证明 (i) 设 τ1(
1
p − β

q )− ( 1q − α
p ) = σ1, 则

τ1
β + 1

q
− α+ 1

p
= τ1 − σ1 − 1,

由引理 2.2, 有 τ2
α+1
p − β+1

q = τ2 − σ2 − 1. 因 0 < W2(−α+1
p ) < +∞, 故由引理 2.1, 有 0 < W1(−β+1

q )

< +∞. 于是根据 Hölder 不等式及引理 2.3, 有

A(K, f, g) =

∫ +∞

0

∫ +∞

0

(
x

α+1
pq

y
β+1
pq

f(x)

)(
y

β+1
pq

x
α+1
pq

g(y)

)
K(x, y)dxdy

6
(∫ +∞

0

∫ +∞

0

x(α+1)/qy−(β+1)/q|f(x)|pK(x, y)dxdy

) 1
p

×
(∫ +∞

0

∫ +∞

0

y(β+1)/px−(α+1)/p|g(y)|qK(x, y)dxdy

) 1
q

=

(∫ +∞

0

x(α+1)/q|f(x)|pω1(x, β)dx

) 1
p
(∫ +∞

0

y(β+1)/p|g(y)|qω2(y, α)dy

) 1
q

6 W
1
p

1

(
− β + 1

q

)
W

1
q

2

(
− α+ 1

p

)(∫ +∞

0

x
α+1
q +σ1+τ1(

β+1
q −1)|f(x)|pdx

) 1
p
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×
(∫ +∞

0

y
β+1
p +σ2+τ2(

α+1
p −1)|g(y)|qdy

) 1
q

= W
1
p

1

(
− β + 1

q

)
W

1
q

2

(
− α+ 1

p

)(∫ +∞

0

xα|f(x)|pdx
) 1

p
(∫ +∞

0

yβ |g(y)|qdy
) 1

q

= W
1
p

1

(
− β + 1

q

)
W

1
q

2

(
− α+ 1

p

)
∥f∥p,α∥g∥q,β ,

任取常数 M > W
1
p

1 (−β+1
q )W

1
q

2 (−α+1
p ), (3.1) 都成立.

反之, 若存在常数 M 使 (3.1) 成立, 记 τ1
β+1
q − α+1

p − (τ1 − σ1 − 1) = c.

若 c > 0, 先讨论 τ1 < 0 的情形, 此时取 0 < ε < c
−τ1

, 令

f(x) =

x−(α+1−τ1ε)/p, x > 1,

0, 0 < x < 1,

g(y) =

y−(β+1+ε)/q, y > 1,

0, 0 < y < 1,

则有

∥f∥p,α∥g∥q,β =

(∫ +∞

1

x−1+τ1εdx

) 1
p
(∫ +∞

1

y−1−εdy

) 1
q

=
1

ε

(
1

|τ1|

) 1
p

,

A(K, f, g) =

∫ +∞

1

x−α+1
p +

τ1ε
p

(∫ +∞

1

K(x, y)y−
β+1
q − ε

q dy

)
dx

=

∫ +∞

1

xσ1−α+1
p +

τ1ε
p

(∫ +∞

1

K(1, xτ1y)y−
β+1
q − ε

q dy

)
dx

=

∫ +∞

1

xσ1−α+1
p +

τ1ε
p +τ1(

β+1
q + ε

q )−τ1

(∫ +∞

xτ1

K(1, t)t−
β+1
q − ε

q dt

)
dx

=

∫ +∞

1

x−1+c+τ1ε

(∫ +∞

xτ1

K(1, t)t−
β+1
q − ε

q dt

)
dx.

因为 τ1 < 0, 故当 x > 1 时, 有 xτ1 6 1, 于是

A(K, f, g) >
∫ +∞

1

x−1+c+τ1εdx

∫ +∞

1

K(1, t)t−
β+1
q − ε

q dt,

从而 ∫ +∞

1

x−1+c+τ1εdx

∫ +∞

1

K(1, t)t−
β+1
q − ε

q dt 6 M

ε

(
1

|τ1|

) 1
p

< +∞. (3.2)

又因为 0 < ε < c
−τ1

, 所以 1− c− τ1ε < 1, 故
∫ +∞
1

x−1+c+τ1εdx = +∞, 这与 (3.2) 矛盾.

再讨论 τ1 > 0 的情形, 此时取 0 < ε < c
τ1
, 令

f(x) =

x−(α+1+τ1ε)/p, x > 1,

0, 0 < x < 1,
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g(y) =

y−(β+1−ε)/q, 0 < y 6 1,

0, y > 1,

则有

∥f∥p,α∥g∥q,β =

(∫ +∞

1

x−1−τ1εdx

) 1
p
(∫ 1

0

y−1+εdy

) 1
q

=
1

ε

(
1

τ1

) 1
p

,

A(K, f, g) =

∫ +∞

1

x−α+1
p − τ1ε

p

(∫ 1

0

K(x, y)y−
β+1
q + ε

q dy

)
dx

=

∫ +∞

1

xσ1−α+1
p − τ1ε

p

(∫ 1

0

K(1, xτ1y)y−
β+1
q + ε

q dy

)
dx

=

∫ +∞

1

x−1+c−τ1ε

(∫ xτ1

0

K(1, t)t−
β+1
q + ε

q dt

)
dx

>
∫ +∞

1

x−1+c−τ1εdx

∫ 1

0

K(1, t)t−
β+1
q + ε

q dt,

于是 ∫ +∞

1

x−1+c−τ1εdx

∫ 1

0

K(1, t)t−
β+1
q + ε

q dt 6 M

ε

(
1

τ1

) 1
p

< +∞. (3.3)

因为 0 < ε < c
τ1
, 所以 1− c+ τ1ε < 1, 从而

∫ +∞
1

x−1+c−τ1εdx = +∞, 这与 (3.3) 矛盾.

综上讨论知 c > 0 不能成立.

若 c < 0, 先讨论 τ1 < 0 的情形, 取 0 < ε < c
τ1
, 令

f(x) =

x−(α+1+τ1ε)/p, 0 < x 6 1,

0, x > 1,

g(y) =

y−(β+1−ε)/q, 0 < y 6 1,

0, y > 1.

使用推导 (3.2) 的类似方法, 可得

∫ 1

0

x−1+c−τ1εdx

∫ 1

0

K(1, t)t−
β+1
q + ε

q dt 6 M

ε

(
1

|τ1|

) 1
p

< +∞. (3.4)

因为 0 < ε < c
τ1
, 所以 1− c+ τ1ε > 1, 从而

∫ 1

0
x−1+c−τ1εdx = +∞, 这与 (3.4) 矛盾.

再讨论 τ1 > 0 的情形, 此时取 0 < ε < −c
τ1
, 令

f(x) =

x−(α+1−τ1ε)/p, 0 < x 6 1,

0, x > 1,

g(y) =

y−(β+1+ε)/q, y > 1,

0, 0 < y < 1,
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使用推导 (3.3) 的类似方法, 可得∫ 1

0

x−1+c+τ1εdx

∫ +∞

1

K(1, t)t−
β+1
q − ε

q dt 6 M

ε

(
1

τ1

) 1
p

< +∞. (3.5)

因为 0 < ε < −c
τ1
, 所以 1− c− τ1ε > 1, 从而

∫ 1

0
x−1+c+τ1εdx = +∞, 这与 (3.5) 矛盾.

综上讨论知 c < 0也不能成立,从而 c = 0,故 τ1
β+1
q − α+1

p = τ1−σ1−1,即 τ1(
1
p−

β
q )−( 1q−

α
p ) = σ1.

(ii)当 τ1(
1
p −

β
q )−( 1q −

α
p ) = σ1 时,有 τ1

β+1
q − α+1

p = τ1−σ1−1. 由引理 2.2,此时也有 τ2
α+1
p − β+1

q

= τ2 − σ2 − 1. 根据引理 2.1, 有

W
1
p

1

(
− β + 1

q

)
W

1
q

2

(
− α+ 1

p

)
=

(
1

|τ1|

) 1
q

W1

(
− β + 1

q

)
=

(
1

|τ2|

) 1
p

W2

(
− α+ 1

p

)
,

于是由 (i) 可得

A(K, f, g) 6
(

1

|τ1|

) 1
q

W1

(
− β + 1

q

)
∥f∥p,α∥g∥q,β .

若 (3.1) 的最佳常数因子不是 ( 1
|τ1| )

1
q W1(−β+1

q ), 则存在常数 M0 使得

0 < M0 <

(
1

|τ1|

) 1
q

W1

(
− β + 1

q

)
, A(K, f, g) 6 M0∥f∥p,α∥g∥q,β .

若 τ1 < 0, 取充分小的 ε > 0 及足够大的 a > 0, 令

f(x) =

x−(α+1−τ1ε)/p, x > a,

0, 0 < x < a,

g(y) =

y−(β+1+ε)/q, y > 1,

0, 0 < y < 1,

则

∥f∥p,α∥g∥q,β =

(∫ +∞

a

x−1+τ1εdx

) 1
p
(∫ +∞

1

y−1−εdy

) 1
q

=
1

ε

(
1

|τ1|

) 1
p

a
τ1ε
q .

因为 τ1 < 0, 所以当 x > a 时, 有 xτ1 6 aτ1 . 于是

A(K, f, g) =

∫ +∞

a

x−α+1
p +

τ1ε
p

(∫ +∞

1

K(x, y)y−
β+1
q − ε

q dy

)
dx

=

∫ +∞

a

xσ1−α+1
p +

τ1ε
p

(∫ +∞

1

K(1, xτ1y)y−
β+1
q − ε

q dy

)
dx

=

∫ +∞

a

xσ1−α+1
p +

τ1ε
p +τ1(

β+1
q + ε

q )−τ1

(∫ +∞

xτ1

K(1, t)t−
β+1
q − ε

q dt

)
dx

=

∫ +∞

a

x−1+τ1ε

(∫ +∞

xτ1

K(1, t)t−
β+1
q − ε

q dt

)
dx

>
∫ +∞

a

x−1+τ1εdx

∫ +∞

aτ1

K(1, t)t−
β+1
q − ε

q dt

=
1

|τ1|ε
aτ1ε

∫ +∞

aτ1

K(1, t)t−
β+1
q − ε

q dt.
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从而

1

|τ1|ε
aτ1ε

∫ +∞

aτ1

K(1, t)t−
β+1
q − ε

q dt 6 M0

ε

(
1

|τ1|

) 1
p

a
τ1ε
q .

故有 (
1

|τ1|

) 1
q

a
τ1ε
p

∫ +∞

aτ1

K(1, t)t−
β+1
q − ε

q dt 6 M0, (3.6)

可视 ε 为一个趋于 0 的正项递减数列, 由著名的 Fatou 引理, 有∫ +∞

aτ1

K(1, t)t−
β+1
q dt =

∫ +∞

aτ1

lim inf
ε→0+

K(1, t)t−
β+1
q − ε

q dt

6 lim inf
ε→0+

∫ +∞

aτ1

K(1, t)t−
β+1
q − ε

q dt.

据此, 在 (3.6) 中令 ε → 0+, 可得(
1

|τ1|

) 1
q
∫ +∞

aτ1

K(1, t)t−
β+1
q dt 6 M0.

再令 a → +∞, 并注意 τ1 < 0, 有(
1

|τ1|

) 1
q

W1

(
− β + 1

q

)
=

(
1

|τ1|

) 1
q
∫ +∞

0

K(1, t)t−
β+1
q dt 6 M0,

这与 M0 < ( 1
|τ1| )

1
q W1(−β+1

q ) 矛盾.

若 τ1 > 0, 仍取充分小的 ε > 0 及足够大的 a > 0, 令

f(x) =

x−(α+1+τ1ε)/p, x > 1,

0, 0 < x < 1,

g(y) =

y−(β+1−ε)/q, 0 < y 6 a,

0, y > a,

则有

∥f∥p,α∥g∥q,β =

(∫ +∞

1

x−1−τ1εdx

) 1
p
(∫ a

0

y−1+εdy

) 1
q

=
1

ε
a

ε
q

(
1

τ1

) 1
q

,

A(K, f, g) =

∫ +∞

1

x−α+1
p − τ1ε

p

(∫ a

0

K(x, y)y−
β+1
q + ε

q dy

)
dx

=

∫ +∞

1

xσ1−α+1
p − τ1ε

p

(∫ a

0

K(1, xτ1y)y−
β+1
q + ε

q dy

)
dx

=

∫ +∞

1

x−1−τ1ε

(∫ axτ1

0

K(1, t)t−
β+1
q + ε

q dt

)
dx

>
∫ +∞

1

x−1−τ1εdx

∫ a

0

K(1, t)t−
β+1
q + ε

q dt

=
1

|τ1|ε

∫ a

0

K(1, t)t−
β+1
q + ε

q dt.
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从而

1

|τ1|ε

∫ a

0

K(1, t)t−
β+1
q + ε

q dt 6 M0

ε
a

ε
q

(
1

|τ1|

) 1
p

.

故有 (
1

|τ1|

) 1
q
∫ a

0

K(1, t)t−
β+1
q + ε

q dt 6 M0a
ε
q .

同样地, 令 ε → 0+, 并利用 Fatou 引理, 得到(
1

|τ1|

) 1
q
∫ a

0

K(1, t)t−
β+1
q dt 6 M0.

再令 a → +∞, 有 ( 1
|τ1| )

1
q W1(−β+1

q ) 6 M0, 这仍与 M0 < ( 1
|τ1| )

1
q W1(−β+1

q ) 矛盾.

综上讨论可知 ( 1
|τ1| )

1
q W1(−β+1

q ) = ( 1
|τ2| )

1
pW2(−α+1

p ) 是 (3.1) 的最佳常数因子.

4 超齐次核有界积分算子的构造定理

假设以 K(x, y)为核的积分算子 T 由 (1.3)定义,根据 Hilbert型积分不等式的基本理论 [6], Hilbert

型不等式 (3.1) 等价于关于算子 T 的不等式

∥T (f)∥p,β(1−p) 6 M∥f∥p,α, f ∈ Lα
p (0,+∞). (4.1)

令 β(1−p) = γ,则 τ1(
1
p−

β
q )−( 1q −

α
p ) = σ1化为 τ1

γ+1
p + α+1

p = σ1+1, (4.1)化为 ∥T (f)∥p,γ 6 M∥f∥p,α,
于是由定理 3.1, 得到加权 Lebesgue 空间中超齐次核有界积分算子的构造定理:

定理 4.1 设 p > 1, α, γ ∈ R,K(x, y)是具有参数 {σ1, σ2, τ1, τ2}的超齐次非负可测函数, τ1τ2 = 1,

σ1 + τ1σ2 = 0, 0 < W2(−α+1
p ) < +∞, 积分算子 T 由 (1.3) 定义.

(i) 当且仅当 τ1
γ+1
p + α+1

p = σ1 + 1 时, T 是从 Lα
p (0,+∞) 到 Lγ

p(0,+∞) 的有界算子, 即存在常数

M 使得

∥T (f)∥p,γ 6 M∥f∥p,α;

(ii) 当 τ1
γ+1
p + α+1

p = σ1 + 1 时, T 的算子范数为

∥T∥ =

(
1

|τ2|

) 1
p

W2

(
− α+ 1

p

)
.

推论 4.1 设 p > 1, λ > 0, λ1 > 0, λ2 > 0, α, γ ∈ R, p(1− λλ1)− 1 < α < p− 1, 积分算子 T 为

T (f)(y) =

∫ +∞

0

|ln(xλ1/yλ2)|
(max{xλ1 , yλ2})λ

f(x)dx, (4.2)

则当且仅当 1
λ2

γ+1
p − 1

λ1

α+1
p = λ − 1

λ1
时, 算子 T 是从 Lα

p (0,+∞) 到 Lγ
p(0,+∞) 的有界算子, 且当 T

有界时, T 的算子范数为

∥T∥ =

(
λ1

λ2

) 1
p
(

λ1

(1− α+1
p )2

+
λ1

(1− α+1
p − λλ1)2

)
.
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证明 令

K(x, y) =
|ln(xλ1/yλ2)|

(max{xλ1 , yλ2})λ
, x > 0, y > 0,

则 K(x, y) 是具有参数 {−λλ1,−λλ2,−λ1

λ2
,−λ2

λ1
} 的超齐次非负函数. 因为 σ1 = −λλ1, σ2 = −λλ2,

τ1 = −λ1

λ2
, τ2 = −λ2

λ1
, 故有 τ1τ2 = 1, σ1 + τ1σ2 = 0, 且

1

λ2

γ + 1

p
− 1

λ1

α+ 1

p
= λ− 1

λ1
⇔ τ1

γ + 1

p
+

α+ 1

p
= σ1 + 1.

又因为

W2

(
− α+ 1

p

)
=

∫ +∞

0

K(t, 1)t−
α+1
p dt

=

∫ +∞

0

|ln tλ1 |
(max{tλ1 , 1})λ

t−
α+1
p dt

=
1

λ1

∫ +∞

0

|lnu|
(max{u, 1})λ

u− 1
λ1

α+1
p + 1

λ1
−1du

= − 1

λ1

∫ 1

0

u
1
λ1

(1−α+1
p )−1 lnudu+

1

λ1

∫ +∞

1

u
1
λ1

(1−α+1
p )−λ−1 lnudu,

记 r = 1
λ1
(1− α+1

p )− 1, 则由 p(1− λλ1)− 1 < α < p− 1, 可得 r + 1 > 0, r + 1− λ < 0, 于是

W2

(
− α+ 1

p

)
= − 1

λ1

∫ 1

0

ur lnudu+
1

λ1

∫ +∞

1

ur−λ lnudu

= − 1

λ1

1

r + 1

(
ur+1 lnu|10 −

∫ 1

0

urdu

)
+

1

λ1

1

r + 1− λ

(
ur+1−λ lnu|+∞

1 −
∫ +∞

1

ur−λdu

)
=

1

λ1

(
1

(r + 1)2
+

1

(r + 1− λ)2

)
=

1

λ1

(
λ1

(1− α+1
p )2

+
λ1

(1− α+1
p − λλ1)2

)
,

从而 (
1

|τ1|

) 1
p

W2

(
− α+ 1

p

)
=

(
λ1

λ2

) 1
p
(

λ1

(1− α+1
p )2

+
λ1

(1− α+1
p − λλ1)2

)
.

根据定理 4.1, 知推论 4.1 成立.

若在推论 4.1 中取 α = γ = 0, 则可得如下推论:

推论 4.2 设 1
p + 1

q = 1 (p > 1), λ > 0, λ1 > 0, λ2 > 0, λλ1 > 1
q , 积分算子 T 由 (4.2) 定义, 则当

且仅当 1
λ2p

+ 1
λ1q

= λ 时, T 是 Lp(0,+∞) 中的有界算子, 且当 T 是有界算子时, T 的算子范数为

∥T∥ =
1

λ
1/q
1 λ

1/p
2

(λ2
1q

2 + λ2
2p

2).

在推论 4.2 中再取 λ = λ1 = λ2 = 1, 则可得如下推论:
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推论 4.3 设 1
p + 1

q = 1 (p > 1), 则积分算子

T (f)(y) =

∫ +∞

0

|ln(x/y)|
max{x, y}

f(x)dx

是 Lp(0,+∞) 中的有界算子, 且 T 的算子范数为 ∥T∥ = p2 + q2.

致谢 对审稿人提出的意见和改进建议深表谢意.
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Construction conditions for the bounded integral operator with
the super-homogeneous kernel in the weighted Lebesgue space
and the formula of the operator norm

Yong Hong

Abstract In this paper, we introduce the concept of the super-homogeneous function, and use the super-
homogeneous kernel to unify the homogeneous kernel, the generalized homogeneous kernel, and several non-
homogeneous kernels. We first discuss the Hilbert-type integral inequality with the super-homogeneous kernel by
using the weight function method and real analysis technique, and then study the integral operator with the super-
homogeneous kernel according to the relationship between the Hilbert-type integral inequality and the integral
operator with the same kernel. Finally, we obtain the construction conditions of the bounded integral operator
with the super-homogeneous kernel in the weighted Lebesgue space as well as the formula for the operator norm.

Keywords super-homogeneous kernel, bounded integral operator, Hilbert-type integral inequality,

weighted Lebesgue space, operator norm, construction condition
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