
中国科学 : 数学 2024年 第 54卷 第 10期 : 1509∼ 1520

SCIENTIA SINICA Mathematica

论 文

英文引用格式: Ding Q, Zhong S P, Ma D. A geometric characterization of a kind of Manakov systems (in Chinese). Sci Sin

Math, 2024, 54: 1509–1520, doi: 10.1360/SSM-2023-0067

c⃝ 2023《中国科学》杂志社 www.scichina.com mathcn.scichina.com

一类 Manakov 方程组的几何刻画
献给沈一兵教授 85 寿辰

丁青1,2∗, 钟世萍3, 马定2

1. 温州大学数理学院, 温州 325035;

2. 复旦大学数学科学学院, 上海 200433;

3. 赣南师范大学数学与计算机科学学院, 赣州 341000

E-mail: qding@fudan.edu.cn, zhongshiping@gnnu.edu.cn, 20210180074@fudan.edu.cn

收稿日期: 2023-04-03; 接受日期: 2023-05-24; 网络出版日期: 2023-11-13; * 通信作者

国家自然科学基金 (批准号: 12071080 和 12141104)、江西省自然科学基金 (批准号: 20212BAB211005) 和江西省教育厅科学技术

研究 (批准号: GJJ2201202) 资助项目

摘要 众所周知,矩阵非线性 Schrödinger方程规范等价于从 R1 到 Grassmann流形的 Schrödinger流

方程. 本文证明, 在物理学中同样有重要应用的一类可积 Manakov 方程组中的混合型方程组规范等

价于从 R1 到伪复射影空间 G̃2,1 = U(2, 1)/U(1, 1)×U(1)的 Schrödinger流方程. 从而, 结合已知的结

果, 得到 Manakov 方程组中的三类可积方程组可由 Schrödinger 流给出的统一的几何刻画, 为后续关

于一般的 Manakov 方程组的几何研究打下基础.

关键词 Manakov 方程组 轨道空间 Schrödinger 流

MSC (2020) 主题分类 53C30, 53E30, 35Q55, 37K25, 35Q60

1 引言

在微分几何的研究中, 人们引入了各种各样的几何流, 如热流、Ricci 流和平均曲率流等, 这些几

何流被成功地用于许多重要问题的研究, 同时加深了人们对于几何及其相关问题的深刻认识. 本文集

中于探讨 Schrödinger 流 [10, 14,19] 或 Schrödinger 映照 [6, 29,32] 这一几何流对于来自物理学中重要的偏

微分方程的几何刻画.

众所周知, 当目标流形具有复结构时, 人们可以引入 Schrödinger 流或 Schrödinger 映照的几何概

念, 即为能量泛函的 Hamilton 梯度流. 可以验证 Da Rios 方程 (即 R3 中沿副法线运动的空间曲线

演化方程 [9]) 或与其等价的 Heisenberg 方程, 恰是从 R1 到单位球面 S2 ↪→ R3 的 Schrödinger 流方

程 [19, 23], 它也规范等价于聚焦 (focusing) 型的非线性 Schrödinger 方程:

iφt + φxx + 2|φ|2φ = 0.
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Ding [10] 证明了从 R1 到双曲平面 H2 ↪→ R2,1 的 Schrödinger 流方程规范等价于 defocusing 型的非线

性 Schrödinger方程 iφt +φxx − 2|φ|2φ = 0. Terng 和 Uhlenbeck [32] 证明了矩阵非线性 Schrödinger方

程 [20] iUt + Uxx + 2UU∗U = 0 规范等价于从 R1 到紧致 Grassmann 流形 Gn,k 的 Schrödinger 流方程,

其中, U 是 k × n 复矩阵, U∗ 表示 U 的共轭转置. 当目标流形具有仿复结构 (para-complex structure)

时 (参见文献 [3,8]), 文献 [11] 引入了相应的 Schrödinger流的几何概念, 并由此利用 Schrödinger流得

到了第二 AKNS (Ablowitz-Kaup-Newell-Segur) 系列 (参见文献 [1]) 中出现的 3 个可积方程的统一的

几何刻画, 其中这 3 个方程的前两个方程便是 focusing 型和 defocusing 型的非线性 Schrödinger 方程

(本文中, 一个方程称之为可积的, 是指其具有含谱参数的零曲率表示). 文献 [7] 的作者利用文献 [11]

的思想方法, 证明了第二矩阵 AKNS 系列中的 3 类矩阵可积方程分别等价于从 R1 到 3 类 (紧致、

非紧和仿) Grassmann 流形的 Schrödinger 流方程, 其中关于第一类矩阵方程的结果就是 Terng 和

Uhlenbeck 的结论. Chang 等 [6] 刻画了从 R1 到一般的 Riemann 面的 Schrödinger 流方程; Ding 和

Zhong [16] 利用 C3 上全纯微分几何的理论给出了耦合的非线性 Schrödinger 方程的几何刻画; Ding 和

Zhong [15] 提出了涵盖 Da Rios 方程的沿 G2 副法线运动的曲线演化方程, 并证明此方程实际上是从

R1 到 6- 球面 S6 ↪→ R7 的 Schrödinger 流方程, 其中 S6 上赋予标准的 Kirchhoff 近复结构. 这些思想

对我们引入双 Schrödinger 流并用于 Fukumoto-Moffatt 模型方程 (参见文献 [21, 22]) 的几何刻画及其

推广起着重要的作用 (参见文献 [12–14,17]).

如下 Manakov 方程组 (参见文献 [25, 27,31]) 有时也称为 2- 分量的非线性 Schrödinger 方程:iφ1t + φ1xx + (b1|φ1|2 + b2|φ2|2)φ1 = 0,

iφ2t + φ2xx + (c1|φ1|2 + c2|φ2|2)φ2 = 0,
(1.1)

其中, φ1 和 φ2 为未知复值函数, b1、b2、c1 和 c2 为非零实参数. 具有 4 个自由参数的方程组 (1.1) 相

对来说是复杂的, 甚至在一般参数下更是不可积的. 尽管如此, 文献 [25] 构造了方程组 (1.1)的许多显

式的解. 若 φ 是非线性 Schrödinger 方程 iφt + φxx + a2|φ|2φ = 0 (a2 是实参数) 的一个解, 则

(φ1, φ2) = (φ, σφ)

是方程组 (1.1) 的解 (σ 是复常数), 其中 a2 = c1 + c2|σ|2, b1 = c1 + (c2 − b2)|σ|2, 此外方程 (1.1) 的依

赖于 t- 及 x- 的 “行波解” 为

φ1 = A0e
i[A1(t−t0)+A2(x−x0)+ϕ1], φ2 = B0e

i[B1(t−t0)+B2(x−x0)+ϕ2],

其中, A1 = −A2
2 + A2

0b1 +B2
0b2, B1 = −B2

2 + A2
0c1 +B2

0c2, A0、B0、A2、B2、t0、x0、ϕ1 和 ϕ2 是任意

实参数. 方程组 (1.1)还有 tanh-sech孤子解及含Weierstrass椭圆函数的代数几何解等 (参见文献 [25,

第 7章]).由此可见,人们对于方程组 (1.1)的分析性质有了深入的了解,然而相比于分析性质,人们对

于方程组 (1.1) 的几何性质的了解是不充分的. 显然在适当选取参数或参数规范化之后, 方程 (1.1) 包

含如下 3 类可积的 Manakov 方程组:iφ1t + φ1xx + 2(|φ1|2 + |φ2|2)φ1 = 0,

iφ2t + φ2xx + 2(|φ1|2 + |φ2|2)φ2 = 0,
(1.2)

iφ1t + φ1xx − 2(|φ1|2 + |φ2|2)φ1 = 0,

iφ2t + φ2xx − 2(|φ1|2 + |φ2|2)φ2 = 0
(1.3)
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和 iφ1t + φ1xx ± 2(|φ1|2 − |φ2|2)φ1 = 0,

iφ2t + φ2xx ± 2(|φ1|2 − |φ2|2)φ2 = 0.
(1.4)

在文献中, 方程 (1.2) 称为 focusing 型的 Manakov 方程组, 方程 (1.3) 称为 defocusing 的 Manakov 方

程组, 而方程 (1.4) 称为混合型 (mixed type) 的 Manakov 方程组. 虽然 (1.4) 形式上含有两个方程组,

但可由 (φ1, φ2) 7→ (φ2, φ1) 归并为一个方程组iφ1t + φ1xx + 2(|φ1|2 − |φ2|2)φ1 = 0,

iφ2t + φ2xx + 2(|φ1|2 − |φ2|2)φ2 = 0.
(1.5)

方程组 (1.2)、(1.3) 和 (1.5) 在非线性光学、超流、Bose-Einstein 凝聚态和等离子物理等中有重要应用

(参见文献 [2, 5, 30, 33–35]), 我们要指出的是方程组 (1.2)、(1.3) 和 (1.5) 在刻画一般的 Manakov 方程

组 (1.1) 的几何性质时也是极其重要的 (参见文献 [18]). 若令 U = (φ1, φ2), 则方程 (1.2) 和 (1.3) 能写

成 2- 向量值非线性 Schrödinger 方程的形式:

iUt + Uxx ± 2UU∗U = 0.

从而 (1.2) 和 (1.3) 分别能几何解释为从 R1 到 Grassmann 流形 (实际为复射影空间) G2,1 (紧致) 或

Ĝ2,1 (非紧) 的 Schrödinger 流方程 (参见文献 [7, 32]). 但是, 同样是可积的方程, 方程 (1.5) 却不能直

接写成一个类似上述的 2- 向量值非线性 Schrödinger 方程. 一个自然的问题是, 方程 (1.5) 是否也具

有类似的几何刻画?

本文旨在利用 Schrödinger流给出方程 (1.5)的一个几何刻画,或者按文献 [26]中的说法给出方程

(1.5)的一个几何实现 (geometric realization). 由于篇幅所限,一般的 Manakov方程组的几何实现另文

再行讨论.这里显见,原来用于刻画方程 (1.2)和 (1.3)的射影空间已经不再适用,我们需要寻找其他合

适的目标流形, 这使得我们联想到齐性空间. 齐性空间不仅涵盖了对称空间, 而且比对称空间更加一

般. 可是我们找到的合适的轨道空间却是一个伪 Kähler (pseudo-Kähler) 的齐性对称 (射影) 空间, 从

而得到了方程 (1.5)的几何刻画,并结合已知的结果,得到了方程组 (1.2)、(1.3)和 (1.5)由 Schrödinger

流所给出的统一的几何刻画. 需要指出的是这里统一的几何刻画对于一般的 Manakov方程组 (1.1)的

几何研究将起着十分重要的作用 (参见文献 [18]).

本文余下内容的安排如下. 第 2 节给出对称 Lie 代数的一些基本知识, 并描述我们需要的轨道流

形及其相应的复结构. 第 3 节显式刻画到伪对称 (射影) 空间的 Schrödinger 流方程. 第 4 节证明第 3

节中得到的 Schrödinger 流方程等价于方程 (1.5), 从而得到其几何刻画, 最后给出一些注解.

2 预备知识和伪复射影空间

对于给定的 Lie 群 G 及其闭子群 K, 所有 K 在 G 中的左陪集组成的集合 G/K = {gK : g ∈ G}
上存在 (光滑)流形结构,并且 G在 G/K 上有一个自然方式的光滑作用,使得作用是传递的 (即 G/K

中的任何两点由 G 的作用连接起来). 如果 (光滑) 流形 M 有一个 Lie 群 G 的作用, 且作用是传递的,

取M 中的一点 p,令 K = Gp 为 p点处的迷向子群 (即 Gp = {g ∈ G : g ·p = p}),而 p点处的轨道是指
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集合 G · p = {g · p : g ∈ G}, 则子群 K 是 G 的闭子群, 并且由 j(gK) = g · p 给出的映照 j : G/K →M

是微分同胚 (参见文献 [4, 第四章] 及其参考文献), 即有 M ∼= G/K.

现在利用 Lie 群和 Lie 代数来构造我们所要寻找的轨道空间. 设 G 是 Lie 群, g 是 G 的 Lie 代

数, 这里要求 g 是一个对称 Lie 代数, 即 g 能分解为两个向量空间的直和: g = k ⊕m, 并满足对称条

件: [k,k] ⊂ k, [m,m] ⊂ k 和 [k,m] ⊂ m (参见文献 [20, 24]). 此外在这样的一个对称 Lie 代数上, 还

要求在 k 中存在一个元素 σ3 使得 k = Kernel(adσ3) = {χ ∈ g | [χ, σ3] = 0}.
下面集中在伪酉群 U(2, 1)及其 Lie代数 u(2, 1)上,其中 U(2, 1)是保持 C3 上的度量 ds2 = |dz1|2

+ |dz2|2 − |dz3|2 不变的线性变换的全体所组成的 Lie 群. 令

σ3 =
i

2


1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 , (2.1)

则直接验证可得 u(2, 1) = k ⊕m 是直和分解, 其中

k = Kernel(adσ3) =




ia 0 0

0 ib α

0 ᾱ ic

 ∈ u(2, 1)

∣∣∣∣ a, b, c ∈ R, α ∈ C

 ,

这里 ᾱ 是复数 α 的共轭复数;

m =




0 ψ φ

−ψ̄ 0 0

φ̄ 0 0

 ∈ u(2, 1)

∣∣∣∣ψ,φ ∈ C

 . (*)

引理 2.1 利用上述记号, 轨道空间

G̃2,1 = {E−1σ3E | ∀E ∈ U(2, 1)} = U(2, 1)/U(1, 1)× U(1) (2.2)

是对称 (射影) 空间.

证明 首先, 定义 Lie 群 U(2, 1) 在 G̃2,1 上的左作用 Φ 如下:

Φ : U(2, 1)× G̃2,1 → G̃2,1, (X, γ) 7→ Φ(X, γ) = X ◦ γ = XγX−1.

显然, 有

I3 ◦ γ = γ, ∀ γ ∈ G̃2,1 (I3×3 为 3- 阶单位阵),

(XY ) ◦ γ = (XY )γ(XY )−1 = X ◦ (Y ◦ γ), ∀X,Y ∈ U(2, 1),

并且该作用也是传递的, 这是因为任意给定两点 γ1 = E−1
1 σ3E1 和 γ2 = E−1

2 σ3E2 ∈ G̃2,1, 则取 X

= E−1
2 E1 ∈ U(2, 1), 可以使得

X ◦ γ1 = E−1
2 E1γ1(E

−1
2 E1)

−1 = E−1
2 σ3E2 = γ2.
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进一步地, 在点 σ3 ∈ G̃n 上的迷向子群是

Gσ3 = {X ∈ U(2, 1) | X ◦ σ3 = σ3} = {X ∈ U(2, 1) | Xσ3 = σ3X}

=




eib 0 0

0 β1 β2

0 β3 β4

 ∈ U(2, 1)

 ,
(2.3)

其中  β1 β2

β3 β4

 ∈ U(1, 1), b ∈ R.

记 K = Gσ3 , 显然 K = U(1, 1)× U(1), 其 Lie 代数为 k.

可以直接验证 Lie 代数 u(2, 1) 有分解 u(2, 1) = k ⊕ m, 其中 m 如 (*) 所示, 并满足如下对称

条件:

[k,k] ⊂ k, [k,m] ⊂ m, [m,m] ⊂ k.

因此 u(2, 1) = k ⊕m 是对称 Lie 代数. 从而齐性轨道空间 G̃2,1 = U(2, 1)/U(1, 1) × U(1) 是一个对称

(射影) 空间 (参见文献 [4, 命题 4.2]).

接下来证明在 G̃2,1 上存在自然的复结构且是 Kähler 的.

引理 2.2 G̃2,1 上存在自然的复结构并且是伪 Kähler 流形.

证明 首先, 对于任意的 γ = E−1σ3E ∈ G̃2,1, γ 处的切空间为

TγG̃2,1 = {E−1[σ3, P̃ ]E | ∀ P̃ ∈ m}. (2.4)

事实上,由可传递性知,我们只需在 γ = σ3 时证明上述结论即可.由于对于任意的 P ∈ u(2, 1),都有分

解 P = P̂ + P̃ , 其中 P̂ ∈ k, P̃ ∈ m, 可见

σ(t) = exp(−tP̂ − tP̃ )σ3 exp(tP̂ + tP̃ )

是 G̃2,1 中通过点 σ3 的一条曲线. 由此可得

σ′(t)|t=0 = −P̂ σ3 − P̃ σ3 + σ3P̂ + σ3P̃ = [σ3, P̃ ],

从而得到 γ = σ3 处的切空间为 Tσ3G̃2,1 = {[σ3, P̃ ] | ∀ P̃ ∈ m}. 这样便得到任意点 γ 处的切空间的表

达式 (2.4).

其次, 在 γ 处的切空间 TγG̃2,1 上定义如下的算子 Jγ :

Jγ = [γ, · ] : TγG̃2,1 → TγG̃2,1, X 7→ Jγ(X) = [γ,X], X ∈ TγG̃2,1. (2.5)

于是, 对于任意的 X = E−1[σ3, P̃ ]E ∈ TγG̃2,1, 利用对称性条件有

Jγ(X) = [γ,X] = E−1σ3EE
−1[σ3, P̃ ]E − E−1[σ3, P̃ ]EE

−1σ3E

= E−1σ3[σ3, P̃ ]E − E−1[σ3, P̃ ]σ3E

= −1

2
E−1P̃E +

1

2
E−1(−P̃ )E

= −E−1P̃E,
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J2
γ (X) = [γ, [γ,X]]

= −[γ,E−1P̃E]

= −E−1σ3EE
−1P̃E + E−1P̃EE−1σ3E

= −E−1σ3P̃E + E−1P̃ σ3E

= −E−1[σ3, P̃ ]E

= −X. (2.6)

(2.6) 表明 J2 = −I, 从而由 (2.5) 所定义的复结构是切空间 TγG̃2,1 上的复结构.

最后, 证明在复结构 (2.5) 下流形 G̃2,1 是 Kähler 的. 事实上, G̃2,1 上的双不变度量为

⟨·, ·⟩γ : TγG̃2,1 × TγG̃2,1 → C, (X,Y ) 7→ ⟨X,Y ⟩γ = −tr(XY ).

这是不定度量, 且由 (2.5) 定义的复结构 Jγ 与该度量相容. 这是因为对于 X = E−1[σ3, P ]E ∈ TγG̃2,1,

其中的 P ∈ m 可写成

P =


0 z w

−z 0 0

w̄ 0 0

 , z, w ∈ C,

直接计算可得

Jγ(X) = E−1


0 iz iw

iz 0 0

−iw̄ 0 0

E,

从而可得 ⟨Jγ(X), Jγ(Y )⟩γ = ⟨X,Y ⟩γ , 即复结构与双不变度量相容. 由此, 它的 Kähler 形式 ω 也是群

U(2, 1) 不变 2- 形式. 加之 G̃2,1 是对称空间, 因此 dω = 0 (参见文献 [28, 第 91 页]), 所以 G̃2,1 上的

双不变度量为 Kähler 度量或由 (2.5) 定义的复结构是 Kähler 的. 这就证明了 G̃2,1 是一个伪 -Kähler

流形.

3 到伪射影空间 G̃2,1 = U(2,1)/U(1,1)×U(1) 的 Schrödinger 流

众所周知, 从 Riemann 流形 (M, g) 到近复流形 (N, J, h) 的 Schrödinger 流方程为

ut = Juτ(u), (3.1)

其中, τ(u) 是映射 u : M → N 的张力场, Ju 为目标流形 u 处的近复结构, 特别地, 当 (N, J, h) 是

Kähler 流形时, 方程 (3.1) 实乃 Hamilton 梯度流 (参见文献 [6, 10,19,29,32]).

设 γ(x) : R1 → G̃2,1 是直线 R1 到射影空间 G̃2,1 的 (光滑)映照, ∇x = ∇γx 表示拉回丛 γ−1TG̃2,1

上由 G̃2,1 的 Levi-Civita 联络所诱导的协变导数.

定理 3.1 直线 R1 到 (伪) 射影空间 G̃2,1 的 Schrödinger 流方程为

γt = −[γ, γxx]. (3.2)
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证明 对于映照 γ(t, x) : R1 × R1 → G̃2,1, 记 γ = E−1(t, x)σ3E(t, x), 其中 E = E(t, x) ∈ U(2, 1),

接下来验证相应的 Schrödinger 流方程 (3.1) 恰为方程 (3.2).

首先, 在 γ = E−1(t, x)σ3E(t, x)的表达式中, 不失一般性, 总能假定 Ex = PE 且 P ∈ m. 事实上,

若 Ex = PE, P ∈ u(2, 1) 但 P /∈ m, 注意到上述 γ 的表达形式在如下变换

E → Ẽ = QE, 其中 Q =


eib 0 0

0 β1 β2

0 β3 β4

 ∈ K

下保持不变 (这是因为 Q 与 σ3 可交换). 我们断言, 可选择适当的 Q, 使得

Ẽx = P̃ Ẽ, 其中 P̃ ∈ m.

这是因为, 记 P = P1 + P2, 其中 P1 ∈ k, P2 ∈ m, 则由

Ẽx = QxE +QEx = (Qx +QP1 +QP2)Q
−1Ẽ

可见, 只需要选到 Q, 使它满足下面的线性常微分方程组:

Qx +QP1 = 0.

显然这一线性方程组可解,且由对称性可得 P̃ = QP2Q
−1 ∈ m. 从而仍然有表示 γ = Ẽ−1(t, x)σ3Ẽ(t, x),

并且 Ẽ(t, x) 满足 Ẽx = P̃ Ẽ, 同时有 P̃ ∈ m.

其次, 基于上面事实, 可以以下列方式求出协变导数:

∇γxγ = γx = E−1[σ3, P ]E (取 m 部分),

∇γxγx = γxx + E−1[P, [σ3, P ]]E (同样取 m 部分).

于是, 有

γt = Jγ∇γxγx

= [γ,∇γxγx]

= [γ, γxx] + [γ,E−1[P, [σ3, P ]]E]

= [γ, γxx] + [E−1σ3E,E
−1[P, [σ3, P ]]E]

= [γ, γxx] + E−1[σ3, [P, [σ3, P ]]]E

= [γ, γxx] (因为 P ∈ m).

该方程在变换 γ → −γ 下即为方程 (3.2).

下面验证 Schrödinger 流方程 (3.2) 和 Manakov 方程组 (1.5) 的可积性. 设

Ã = γλdx− (γλ2 + [γ, γx]λ)dt, (3.3)

则可视 Ã 为平凡丛 R2 × U(2, 1) 上带有谱参数 λ 的一个联络. 于是, 可直接验证 Ã 的曲率

FÃ = dÃ+ Ã ∧ Ã = 0
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恰好等价于方程 (3.2), 这表明方程 (3.2) 具有零曲率表示.

类似地, 对于方程 (1.5), 令平凡丛 R2 × U(2, 1) 上带有谱参数 λ 的联络为

A = (λσ3 − U)dx+ (−λ2σ3 + λU − V )dt, (3.4)

其中

U =


0 φ̄1 φ̄2

−φ1 0 0

φ2 0 0

 , V = −2σ3(Ux − U2) = −i


φ1φ̄1 − φ2φ̄2 φ̄1x φ̄2x

φ1x −φ1φ̄1 −φ1φ̄2

−φ2x φ̄1φ2 φ̄2φ2

 , (3.5)

则 Manakov 方程组 (1.5) 等价于联络 A 的曲率

FA = dA+A ∧A = 0,

故方程组 (1.5) 也具有零曲率表示, A 也称为 Manakov 方程组 (1.5) 所相应的联络.

4 Manakov 方程组的几何刻画

定理 4.1 Schrödinger 流方程 (3.2) 规范等价于 Manakov 方程组 (1.5).

证明 首先证明 Schrödinger 流方程 (3.2) 可规范变换成 Manakov 方程组 (1.5).

为此,设 γ(t, x) = E−1(t, x)σ3E(t, x)是方程 (3.2)的解. 从定理 3.1的证明过程可知,不失一般性,

可假定 E = E(t, x) 满足

ExE
−1 =


0 φ̄1 φ̄2

−φ1 0 0

φ2 0 0

 =: U ∈ m. (4.1)

对于 Schrödinger 流方程 (3.2) 的平坦联络 Ã (3.3), 作规范变换:

Ã 7→ A = −(dG)G−1 +GÃG−1,

其中 Ã 满足 (3.3) 和 G = E. 直接计算得到

A = −(GxG
−1dx+GtG

−1dt) +G(γλdx− (γλ2 + [γ, γx]λ)dt)G
−1

= (−GxG
−1 + λσ3)dx+ (−GtG

−1 − λ2σ3 + λGxG
−1)dt

= (−U + λσ3)dx+ (−GtG
−1 − λ2σ3 + λU)dt, (4.2)

其中 GtG
−1 待定, 且与 λ 无关. 因此, 有

FA = dA+A ∧A

= ((−GtG
−1 − λ2σ3 + λU)x − (−U + λσ3)t

+[−U + λσ3,−GtG
−1 − λ2σ3 + λU ])dx ∧ dt
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= (Ut − (GtG
−1)x + [U,GtG

−1] + λ(Ux − [σ3, GtG
−1]))dx ∧ dt.

根据 Yang-Mills 理论知, 曲率 FA 在规范变换下满足

FA = G−1FÃG = 0. (4.3)

由于方程 (4.3) 左边的 λ 和 λ0 的系数都为 0, 所以可得到

Ut − (GtG
−1)x + [U,GtG

−1] = 0, (4.4)

Ux − [σ3, GtG
−1] = 0. (4.5)

记 (GtG
−1)(k) = GtG

−1|k 和 (GtG
−1)(m) = GtG

−1|m, 则 GtG
−1 = (GtG

−1)(k) + (GtG
−1)(m). 由方程

(4.5) 知,

[σ3, Ux] = [σ3, [σ3, GtG
−1]] = [σ3, [σ3, (GtG

−1)(k)]] + [σ3, [σ3, (GtG
−1)(m)]] = −(GtG

−1)(m),

即

(GtG
−1)(m) = −[σ3, Ux] = −2σ3Ux. (4.6)

取方程 (4.4) 的 k 部分, 有

(GtG
−1)(k)x = [U, (GtG

−1)(m)] = −[U, [σ3, Ux]] = 2(σ3U
2)x. (4.7)

根据方程 (4.1)、(4.6) 和 (4.7), 可以将 GtG
−1 写成

GtG
−1 = (GtG

−1)(k) + (GtG
−1)(m) = −2σ3(Ux − U2) + α(t),

其中 α(t) ∈ k 仅依赖于变量 t. 为了消去 α(t), 作变换

G 7→ G̃ = β(t)G,

其中 β(t) ∈ K 仅依赖于变量 t, 且满足方程 dβ(t)
dt + β(t)α(t) = 0. 从而 G̃ 满足

G̃x = β(t)Gx = β(t)Uβ−1(t)β(t)G = ŨG̃,

G̃t =
dβ(t)

dt
G+ β(t)Gt

=
dβ(t)

dt
G+ β(t)(−2σ3(Ux − U2) + α(t))G

= −2σ3(Ũx − Ũ2)G̃,

其中 Ũ = β(t)Uβ−1(t) ∈ k. 所以用 G̃ 代替方程 (4.2) 中的 G 得到联络 A 就是 Manakov 方程组 (1.5)

对应的平坦联络 (3.4), 其中的 U 换成 Ũ . 由此可见, Schrödinger 流方程 (3.2) (的解) 可规范变换成

Manakov 方程组 (1.5) (的解).

反过来, 下面证明 Manakov 方程组 (1.5) 也可规范变换成 Schrödinger 流方程 (3.2). 若 φ1 和 φ2

是方程组 (1.5) 的解, 取满足下列线性方程组的 U(2, 1)- 酉阵 G:

Gx = UG, Gt = V G,
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其中 U 和 V 由 (3.5) 给出, 至于 G 的存在性是因为 U 和 V 满足相容性条件 Ut − Vx + [U, V ] = 0. 作

规范变换:

A 7→ Ã = G−1dG+G−1AG, (4.8)

其中 A 是 Manakov 方程组 (1.5) 对应的平坦联络 (3.4). 则有

Ã = G−1dG+G−1AG

= G−1Gxdx+G−1Gtdt+G−1((λσ3 − U)dx+ (−λ2σ3 + λU − V )dt)G

= λγdx+ (−λ2γ − λ[γ, γx])dt,

其中 γ = G−1σ3G. 这里利用了等式 [γ, γx] = −G−1UG, 它可直接由 G 和 γ 的定义推导出, 因此从规

范变换 (4.8) 得到的 Ã 就是 (3.3). 可见 γ 是 Schrödinger 流方程 (3.2) 的解, 从而得到 Manakov 方程

组 (1.5) 也可规范变换成 Schrödinger 流方程 (3.2).

至此证明了 Schrödinger 流方程 (3.2) 规范等价于 Manakov 方程组 (1.5).

最后要指出的是, 用同样的方法也可以证明 Manakov 方程组 (1.2) 规范等价于从 R1 到紧致射影

空间

G2,1 = {E−1σ3E | ∀E ∈ U(3)} = U(3)/U(2)× U(1)

的 Schrödinger 流方程; Manakov 方程组 (1.3) 规范等价于从 R1 到非紧 “射影空间”

Ĝ2,1 = {E−1σ3E | ∀E ∈ U(2, 1)} = U(2, 1)/U(2)× U(1)

的 Schrödinger流方程. 可见,利用到 3种不同的射影空间 G2,1、Ĝ2,1 和 G̃2,1 的 Schrödinger流给出了

方程 (1.2)、(1.3) 和 (1.5) 的统一的几何刻画. 需要指出的是, 对于一般的 Manakov 方程组 (1.1), 尽管

它含有 4 个自由参数, 经过参数的规范化处理之后, 视参数的不同情形, 方程组落入上面 3 个可积方

程组之一的 “扰动” 方程组之中, 在此基础上仍然可以给出其几何刻画, 但是难以解释为 Schrödinger

流方程 (参见文献 [18]). 此外, 到一般的齐性空间的 Schrödinger 流方程的研究也是我们所关注的.

文献 [20] 构造了许多齐性空间上的非线性 Schrödinger 方程组, 它们是否与到相应的齐性空间上的

Schrödinger 流一致或相关? 我们将问题留到以后再讨论.
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A geometric characterization of a kind of Manakov systems

Qing Ding, Shiping Zhong & Ding Ma

Abstract It is well known that Schrödinger flows to symmetric spaces or, equivalently, Grassmannian manifolds
are applied to interpreting the geometric properties of the matrix nonlinear Schrödinger equations. In this paper,
we deduce Schrödinger flows to the pseudo symmetric space U(2, 1)/U(1, 1) × U(1) and utilize them to give a
geometric interpretation of a Manakov system. Combining these with some known results, we then give a unified
geometric characterization for a kind of Manakov systems.
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